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图的 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ 多项式系数

廖丽雯， 陈海燕

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 首先利用图的一级半子图给出了 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ 特征多项式系数的一个组合表达式， 然

后在此表达式的基础上， 用组合方法证明了 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ 谱和图的结构之间的一系列关系式．
［关键词］ Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵； 一级半子图； Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ 谱

［中图分类号］ Ｏ １５７􀆰 １
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ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ｗｅｒｅ ｐｒｏｖｅｄ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ ｍａｔｒｉｘ； ｅｌｅｍｅｎｔａｒｙ ｓｕｂｇｒａｐｈ； Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ ｓｐｅｃｔｒｕｍ

０　 引言
设 Ｇ 是一个 ｎ 个顶点 ｍ 条边的简单连通图， 则 Ｇ 的邻接矩阵是一个 ｎ × ｎ 矩阵， 记为 Ａ ＝

（ａｉｊ） ｎ×ｎ ， 其中 ａｉｊ ＝ １， 如果 ｉ 与 ｊ 相邻，
０， 否则．{

Ｌ ＝ Ｄ － Ａ 称为图 Ｇ 的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵， 这里 Ｄ ＝ ｄｉａｇ（ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ） 表示图 Ｇ 的度对角矩阵． 令

σ（Ｍ；ｘ） ＝ ｄｅｔ（ｘＩ － Ｍ） ＝ ｘｎ ＋ ａ１ｘｎ－１ ＋ ａ２ｘｎ－２ ＋ … ＋ ａｎ 表示矩阵 Ｍ 的特征多项式． 众所周知， 当 Ｍ
分别为图 Ｇ 的邻接矩阵和 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵时， 系数 ａｉ 可以由 Ｇ 的一些子图来刻画［１ － ２］ ． 很自然地， 对

其他和图 Ｇ 相关的矩阵， 可以考虑类似的问题． 本文主要考虑图 Ｇ 的 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ 特征多项

式系数和图的结构之间的关系．
定义 １　 设 Ａ 和 Ｄ 分别表示图 Ｇ 的邻接矩阵和度对角矩阵， 则图 Ｇ 的 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵

定义为： Ｌ ＝ （ ｌｉｊ） ｎ×ｎ ＝ Ｄ －１ ／ ２（Ｄ － Ａ）Ｄ －１ ／ ２ ＝ Ｉ － Ｄ －１ ／ ２ＡＤ －１ ／ ２ ， 其中 Ｄ －１ ／ ２ ＝ ｄｉａｇ（１ ／ ｄ１ ，１ ／ ｄ２ ，…，

１ ／ ｄｎ ） ， 即 ｌｉｊ ＝
１， 如果 ｉ ＝ ｊ，

－ １ ／ ｄｉｄ ｊ ， 如果 ｉ 与 ｊ 相邻，
０， 否则．
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图 Ｇ 的 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵和图 Ｇ 上随机游动的转移概率矩阵有紧密的联系， 它的许多性

质已被人们所熟知， 如： １） Ｌ 是半正定矩阵； ２） ０ 是 Ｌ 的特征值， 且它的所有特征值位于闭区间

［０，２］ ． 其他更多性质可参见文献 ［３］ ．
设图 Ｇ 的 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ 特征多项式为： χ（Ｇ；ｘ） ＝ ｄｅｔ（ｘＩ － Ｌ） ＝ ｄｅｔ［（ｘ － １） Ｉ ＋

Ｄ －１ ／ ２ＡＤ －１ ／ ２］ ＝ （ｘ － １） ｎ ＋ ｂ１（ｘ － １） ｎ－１ ＋ ｂ２（ｘ － １） ｎ－２ ＋ … ＋ ｂｎ ．
本文首先给出 ｂｉ 和 Ｇ 的子图之间的关系式， 并在此基础上得到 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ 谱和图的结

构之间的一些关系． 下面用 ｒ（Ｇ） ， ｓ（Ｇ） 分别表示图 Ｇ 的秩与余秩， 即 ｒ（Ｇ） ＝ ｎ － ｃ ， ｓ（Ｇ） ＝ ｍ －
ｎ ＋ ｃ ， 这里 ｃ 表示图 Ｇ 的连通分支数．

１　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ 多项式系数
定义 ２　 每个分支是一条边或一个圈的简单图称为一级半图． 图 Ｇ 的一级半生成子图是指包含图

Ｇ 中所有顶点的一级半子图．

引理 １［４］ 　 设 Ａ 是图 Ｇ 的邻接矩阵， 则有： ｄｅｔ（Ａ） ＝ ∑
Λ

（ － １） ｒ（Λ）２ ｓ（Λ） ， 其中： 求和取遍图 Ｇ 中

所有一级半生成子图 Λ；ｒ（Λ），ｓ（Λ） 分别表示子图 Λ 的秩与余秩．
定理 １　 设图 Ｇ 的 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ 特征多项式为： χ（Ｇ；ｘ） ＝ （ｘ － １） ｎ ＋ ｂ１（ｘ － １） ｎ－１ ＋ ｂ２（ｘ －

１） ｎ－２ ＋ … ＋ ｂｎ ， 则 ｂｉ ＝ ∑
Λ

（ － １） ｒ（Λ）２ ｓ（Λ） ／ ∏
ｊ∈Ｖ（Λ）

ｄ ｊ ， 其中： 求和号是取遍图 Ｇ 中所有含 ｉ 个顶点的一

级半子图 Λ；ｒ（Λ），ｓ（Λ） 分别表示子图 Λ 的秩与余秩．
证明　 由行列式展开的性质知： ｄｅｔ［（ｘ － １） Ｉ ＋ Ｄ －１ ／ ２ＡＤ －１ ／ ２］ 展开式中 （ｘ － １） ｎ－ｉ 的系数 ｂｉ 等于

Ｄ － １ ／ ２ＡＤ － １ ／ ２中所有 ｉ 阶主子式值之和． 而 Ｄ － １ ／ ２ＡＤ － １ ／ ２中每个 ｉ 阶主子式等于 Ｄ － １ ／ ２、 Ａ、 Ｄ － １ ／ ２中对应 ｉ
阶主子式之积． Ｄ － １ ／ ２的 ｉ 阶主子式等于其对应 ｉ 个对角元素之积， Ａ 的 ｉ 阶主子式等于这 ｉ 个顶点诱

导子图邻接矩阵的行列式， 所以由引理 １， 可得： ｂｉ ＝ ∑
Λ

（ － １） ｒ（Λ）２ ｓ（Λ） ／ ∏
ｊ∈Ｖ（Λ）

ｄ ｊ ．

由定理 １， 可以得到推论 １ 和推论 ２．

推论 １　 图 Ｇ 的 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ 特征多项式系数满足： １） ｂ１ ＝０； ２） ｂ２ ＝ － ∑
ｅ ＝ ｛ｕ，ｖ｝∈Ｅ（Ｇ）

（１ ／ ｄｕｄｖ）；

３） ｂ３ ＝ ２ ∑
Δ ＝ ｛ｕ，ｖ，ｗ｝

（１ ／ ｄｕｄｖｄｗ） （其中 Δ 表示 Ｇ 中点 ｕ，ｖ，ｗ 构成的三角形） ．

证明　 因为 Ｇ 是简单图， 所以 Ｇ 中不存在一个顶点的一级半子图， 而两个顶点的一级半子图与

图 Ｇ 的边一一对应， 三个顶点的一级半子图与图 Ｇ 中的三角形一一对应， 所以由定理 １ 结论得证．
推论 ２　 １ 是图 Ｇ 的 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ 特征值当且仅当 ０ 是图 Ｇ 的特征值．

证明　 １ 是图 Ｇ 的 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ 特征值当且仅当 ｂｎ ＝ ０ ， 而 ｂｎ ＝ Ａ ／ ∏
ｎ

ｉ ＝ １
ｄｉ ＝ ０ 当且仅当

Ａ ＝ ０， 即 ０ 是图 Ｇ 的特征值， 得证．

２　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ 谱与图的结构之间的关系
定理 ２　 图 Ｇ 是偶图当且仅当图 Ｇ 的 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ 特征值关于 １ 对称．
证明　 必要性： 若图 Ｇ 是偶图， 则 Ｇ 中不存在奇数个点的一级半子图， 所以由定理 １， 可知 ｂｉ ＝

０ （ ｉ 为奇数） ． 即 χ（Ｇ；ｘ） 可表示成：

χ（Ｇ；ｘ） ＝
（ｘ － １） ｎ ＋ ｂ２（ｘ － １） ｎ－２ ＋ … ＋ ｂｎ－２（ｘ － １） ２ ＋ ｂｎ， ｎ 为偶数，

（ｘ － １）［（ｘ － １） ｎ－１ ＋ ｂ２（ｘ － １） ｎ－３ ＋ … ＋ ｂｎ－１］， ｎ 为奇数．{
所以图 Ｇ 的 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ 特征值关于 １ 对称．

充分性： 若图 Ｇ 的 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ 特征值关于 １ 对称， 可知 ｂｉ ＝ ０（ ｉ为奇数） ． 假设图 Ｇ 不

·８７·
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是偶图， 即 Ｇ 中存在奇圈． 设最小的奇圈长为 ｋ， 则由定理 １， 可得 ｂｋ≠０， 矛盾， 所以图 Ｇ 是偶图．
因为 ０ 是任意一个图的 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ 特征值， 所以若 Ｇ 是偶图， 则由定理 ２， ２ 一定是 Ｇ 的

Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ 特征值． 下面证明一个比定理 ２ 更强的结论， 首先需要下面的引理 ２ 和引理 ３．
引理 ２［５］ 　 假设 Ｍ 是不可约非负实对称矩阵， 则 Ｍ 的最大特征值是单根．
引理 ３　 令 Ｂ ＝ Ｄ －１ ／ ２ＡＤ －１ ／ ２ ， 则 （Ａｋ） ｉｊ ＝ ０ 当且仅当 （Ｂｋ） ｉｊ ＝ ０ ．
定理 ３　 连通图 Ｇ 是偶图当且仅当 ２ 是 Ｇ 的 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｉａｃｉａｎ 特征值．
证明　 必要性已证． 充分性： 设 Ｂ ＝ Ｄ －１ ／ ２ＡＤ －１ ／ ２ ， 则 Ｂ ＝ Ｉ － Ｌ ． 若 ０， ２ 分别是Ｌ 最小和最大

特征值， 则 １ 和 － １ 就是 Ｂ 的最大和最小特征值． 所以 Ｂ２ 的最大特征值 １ 就不是单根， 由引理 ２ 可

知， Ｂ２ 是可约的， 即存在置换矩阵 Ｐ 使得 ＰＢ２Ｐ －１ ＝ Ｘ ０
０ Ｙ[ ] ， 其中 Ｘ 和 Ｙ 都是非空方阵． 所以图 Ｇ

的顶点可以分成两个部分 Ｖ１ 和 Ｖ２， 使得对∀ｉ∈Ｖ１，∀ｊ∈Ｖ２ ， 有 （Ｂ２） ｉｊ ＝ ０ ． 再由引理３ 可得 （Ａ２） ｉｊ ＝
０ ， 即 Ｇ 中不存在从 Ｖ１ 到 Ｖ２ 长为 ２ 的途径． 假设 Ｖ１ 中存在两个相邻的顶点 ｕ１， ｕ２， 则从 Ｖ２ 中任取

一点 ｖ． 令 ｗ０（ ＝ ｕ１）ｗ１…ｗｋ（ ＝ ｖ） 是 ｕ１ 到 ｖ 的一条最短路， 设 ｋ０ 是满足 ｗｋ０ ＋ １∈Ｖ２ 的最小值． 若ｋ０ ＞
０， 则 ｗｋ０ － １ｗｋ０ｗｋ０ ＋ １是 Ｖ１ 到 Ｖ２ 的一条长为 ２ 的途径； 若 ｋ０ ＝ ０， 则 ｕ２ｗ０ｗ１ 是 Ｖ１ 到 Ｖ２ 的一条长为 ２ 的

途径， 这与不存在从 Ｖ１ 到 Ｖ２ 长为 ２ 的途径矛盾． 因此 Ｖ１ 中的点互不相邻． 同理， Ｖ２ 中的点也互不

相邻， 所以 Ｇ 是偶图．
定理 ４　 设图 Ｇ 是有 ｍ 个不同的 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｉａｃｉａｎ 特征值的连通图， 则 ｄｉａｍ（Ｇ） ≤ｍ － １ ， 其

中 ｄｉａｍ（Ｇ） 表示图 Ｇ 的直径．
证明　 假设 ｄｉａｍ（Ｇ） ≥ｍ ， 则存在 ｓ，ｔ∈ Ｖ（Ｇ） 使得 ｓ，ｔ 之间的距离 ｄ（ ｓ，ｔ） ＝ ｍ ． 即 （Ａｋ） ｓｔ ＝ ０，

ｋ ＜ ｍ，（Ａｍ） ｓｔ ≠０ ． 由引理 ３， 对 Ｂ ＝ Ｄ －１ ／ ２ＡＤ －１ ／ ２ ， 有 （Ｂｋ） ｓｔ ＝ ０，ｋ ＜ ｍ ， （Ｂｍ） ｓｔ ≠０ ． 因为 Ｇ 有 ｍ
个不同的 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｉａｃｉａｎ 特征值， 所以矩阵 Ｂ 有 ｍ 个不同的特征值， 即 Ｂ 的最小多项式的次数

为 ｍ， 所以存在常数 ｃｋ 使得 Ｂｍ ＝ ∑
ｍ－１

ｋ ＝ ０
ｃｋＢｋ 成立． 但由 （Ｂｍ） ｓｔ ≠０ 知， Ｂｍ 中的第 ｓ 行 ｔ 列的值不为 ０，

而 ∑
ｍ－１

ｋ ＝ ０
ｃｋＢｋ 在 ｓ 行 ｔ 列的值为 ０， 矛盾． 从而得到 ｄｉａｍ（Ｇ） ≤ ｍ － １ ．

图 Ｇ 中最小圈的长称为这个图的围长， 最小奇圈的长称为这个图的奇围长， 记为 ｏｇ（Ｇ） ． 下面

的定理 ５ 和定理 ６ 给出系数 ｂｉ 和图的奇围长、 围长的关系．
定理 ５　 设图 Ｇ 的 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ 特征多项式为： χ（Ｇ；ｘ） ＝ （ｘ － １） ｎ ＋ ｂ１（ｘ － １） ｎ－１ ＋ ｂ２（ｘ －

１） ｎ－２ ＋ … ＋ ｂｎ ， 则图 Ｇ 的奇围长 ｏｇ（Ｇ） 等于序列 ｂ１，ｂ３，ｂ５… 中第一个非零数的下标．

证明　 根据定理 １ 可知， Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｉａｃｉａｎ 特征多项式系数： ｂｉ ＝ ∑
Λ

（ － １） ｒ（Λ）２ ｓ（Λ） ／ ∏
ｊ∈Ｖ（Λ）

ｄ ｊ ，

其中： 求和号是取遍图 Ｇ 中所有含 ｉ 个顶点的一级半子图 Λ；ｒ（Λ），ｓ（Λ） 分别表示子图 Λ 的秩与余秩．
不妨假设 ｏｇ（Ｇ） ＝ ２ｋ ＋ １ ， 则当 ｌ ＜ ｋ 时， Ｇ 中不存在 ２ｌ ＋ １ 个顶点的一级半子图， 所以 ｂ２ｌ ＋１ ＝

０ ； 当 ｌ ＝ ｋ 时， 此时 ２ｋ ＋ １ 个点的一级半子图只能是长为 ２ｋ ＋ １ 的奇圈， 这时 ｂ２ｋ＋１ ＝ ２ ∑
Ｃ２ｋ＋１

（１ ／

∏
ｊ∈Ｖ（Ｃ２ｋ＋１）

ｄ ｊ） ≠ ０ ， 所以 ｏｇ（Ｇ） 等于序列 ｂ１，ｂ３，ｂ５… 中第一个非零数的下标．

现在考虑围长． 假设图 Ｇ 的围长为 ｇ， 当 ｉ ＜ ｇ 时， 有： ｂｉ ＝
０， ｉ ＝ ２ｑ ＋ １，

∑
Λ

（ － １） ｑ ／ ∏
ｊ∈Ｖ（Λ）

ｄｊ， ｉ ＝ ２ｑ，{
其中Λ 是含 ｑ 条独立边的一级半子图．

当 ｉ ＝ ｇ 时， 此时一级半子图的形式有 ２ 种可能， 一种是一些独立的边 （只当 ｇ 为偶数时存在），

·９７·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

一种是长为 ｇ 的圈． 相应地， 定义： ｂ＾ ｉ ＝
ｂｉ， ｉ ＝ ２ｑ ＋ １，

ｂｉ － ∑
Λ１

（ － １） ｑ ／ ∏
ｊ∈Ｖ（Λ１）

ｄ ｊ， ｉ ＝ ２ｑ，{ 其中： ｉ ＝ １，２，３…ｎ

； Λ１ 是含 ｑ 条独立边的一级半子图， 则很容易得到定理 ６．

定理 ６　 图 Ｇ 的围长等于序列ｂ＾ １， ｂ＾ ２， ｂ＾ ３…中第一个非零数的下标．
设 Ｇ 的邻接矩阵的特征多项式 σ（Ｇ；ｘ） ＝ ｄｅｔ（ｘＩ － Ａ） ＝ ｘｎ ＋ ａ１ｘｎ－１ ＋ ａ２ｘｎ－２ ＋ … ＋ ａｎ ． 最后来看

系数 ａｉ 和 ｂｉ 之间的关系， 根据文献 ［６］， ａｉ ＝ ∑
Λ

（ － １） ｒ（Λ）２ ｓ（Λ） ， 其中： 求和号是取遍图 Ｇ 中所有含

ｉ 个顶点的一级半子图 Λ；ｒ（Λ），ｓ（Λ） 分别表示子图 Λ 的秩与余秩． 和定理 １ 中 ｂｉ 的表达式比较可知，
对一般图来说， ａｉ 和 ｂｉ 之间并不存在明确的关系式， 但对下面两个特殊的图类， 却有简单的关系：
１） 若 Ｇ 是一个 ｄ －正则图， 则 ｂｉ ＝ ａｉ ／ ｄｉ ； ２） 若 Ｇ 是一个具有参数 （ｎ１，ｎ２，ｄ１，ｄ２） 的半正则偶图，
则

ｂｉ ＝
ａｉ ＝ ０， ｉ ＝ ２ｑ ＋ １，

ａｉ ／ （ｄ１ｄ２） ｑ， ｉ ＝ ２ｑ．{
　 　 由 １） 和 ２） 可知， 若一个正则图或半正则偶图的特征多项式已知， 则可以得到它的 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ

Ｌａｐｉａｃｉａｎ 特征多项式， 如圈 Ｃｎ 和完全偶图 Ｋｎ１，ｎ２的特征多项式分别为： σ（Ｃｎ；ｘ） ＝ － ２ ＋ ∑
［ｎ ／ ２］

ｋ ＝ ０
（ － １） ｋ

ｎ ｎ － ｋ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ｘｎ－２ｋ ／ （ｎ － ｋ） ； σ（Ｋｎ１，ｎ２；ｘ） ＝ ｘｎ１＋ｎ２ － ｎ１ｎ２ｘｎ１＋ｎ２－２ ． 所以， χ（Ｃｎ；ｘ） ＝ － ２ ＋ ∑

［ｎ ／ ２］

ｋ ＝ ０
（ － １ ／ ４） ｋ

ｎ ｎ － ｋ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷（ｘ － １） ｎ－２ｋ ／ （ｎ － ｋ） ； χ（Ｋｎ１，ｎ２；ｘ） ＝ （ｘ － １） ｎ１＋ｎ２ － （ｘ － １） ｎ１＋ｎ２－２ ．
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