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右侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的 Ｌ２ － １ 插值逼近

杜瑞连， 梁宗旗

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 对右侧 α（０ ＜ α ＜ １） 阶 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数在 ｔ ＝ ｔｋ 处进行了差分离散， 分别在区间 ［ ｔ ｊ －１，ｔ ｊ］
（ ｊ ∈ ［ｋ ＋ １，Ｎ － １］） 上用 Ｌ２ 插值， 在区间 ［ ｔＮ－１，ｔＮ］ 上用 Ｌ１ 插值， 构造了 Ｌ２ － １ 差分格式， 给出了相关的

系数性质， 并证明了其收敛阶为 Ｏ（Δｔ３－α） 。
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０　 引言
整数阶微积分作为描述经典物理及相关学科理论的解析数学工具已为人们普遍接受。 很多问题的

数学模型最终都可以归结为整数阶微分方程的定解问题， 但当人们进行复杂系统和复杂现象的研究

时， 经典的整数阶微分方程就遇到了许多难以克服的矛盾和难于解决的问题。 例如， 当材料或外界条

件发生微小改变时， 就需要重新构造新的数学模型来实现， 这给问题的解决造成了很大的不便。 分数

阶微分方程对刻画具有记忆和遗传性质的材料和过程， 以及对复杂系统的描述具有建模简单、 参数物

理定义清晰、 描述准确等优点， 从而成为复杂力学或物理过程数学建模的重要工具之一。 随之分数阶

微分方程应用而生， 因此关于分数阶微积分数值解的研究方法便得到了迅速的发展。
分数阶微积分在科学工程各领域的应用主要是通过分数阶微分方程来描述和实现的。 根据分数阶

导数的特点， 分数阶微分方程可以分为时间分数阶、 空间分数阶和时空分数阶微分方程。 许多学者在

求分数阶微分方程或动力系统的解析解方面做出了重要的贡献［１ － １０］。 而在分数阶微分方程所求得的

解析解中， 往往会碰到一些特殊函数， 这就给实际应用带来了很大的困难， 因而越来越多的学者开始
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转而求助于数值解， 并取， 了丰硕的研究成果， 比如有限元法［１ － ５］、 有限区域分解法［６］、 谱方法［７］、
预估校正法［８］、 同伦摄动法［９］、 有限差分法［１０］等， 其中有限差分法计算简单， 适用于各种光滑与不

光滑函数， 因而被广泛应用。
Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数分为左侧导数和右侧导数。 关于左侧导数的研究成果已经很丰富， 对左侧 Ｃａｐｕｔｏ

分数阶导数的离散主要是 Ｌ１ 或 Ｌ２ 离散： Ｍｕｒｉｏ［１１］基于 Ｌ１ 离散， 对左侧 α（０ ＜ α ＜ １） Ｃａｐｕｔｏ 型时间分数

阶低扩散方程建立了差分格式， 并得到离散后的局部截断误差为 Ｏ（Δｔ） ； Ｌｉｎ 等［１２］同样对其进行 Ｌ１ 离

散， 将其精度提高到 Ｏ（Δｔ２－α） ； Ｓｕｎ 等［１３］对其进行 Ｌ１ － ２ 离散， 并证明了其收敛阶可以为 Ｏ（Δｔ３－α） 。
而关于右侧导数的研究成果很少， 大部分采用的是 Ｇｒüｎｗａｌｄ － Ｌｅｔｎｉｋｏｖ 的差分定义来离散的。 本文主要

研究了右侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的数值计算问题， 对右侧 α（０ ＜ α ＜ １） 阶 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数进行 Ｌ２ － １
离散， 得到了逼近格式， 并给出了严格的误差估计， 证明了其收敛阶为 Ｏ（Δｔ３－α） 。

１　 右侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的数值差分格式 （ Ｌ２ － １ 格式）
右侧 α（０ ＜ α ＜ １） 阶 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数为

Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ ｔ） ＝ － （１ ／ （Γ（１ － ａ））） ∫ ｂ

ｔ
ｆ ′（τ） （τ － ｔ） －αｄτ， （１）

假设 ｆ（ ｔ） ∈ Ｃ３［ ｔｋ，ｂ］， 记 ｔｋ ＜ ｔｋ＋１ ＜ … ＜ ｔＮ ＝ ｂ， ｔｋ ＝ ｋΔｔ ， ｋ ＝ ０，１，２，…，Ｎ ， Δｔ 为步长， 在节点

ｔ ＝ ｔｋ 处， 右侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数可以写为

Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ｔｋ） ＝ － （１ ／ （Γ（１ － α））） ∫ ｂ

ｔｋ
ｆ ′（τ） （τ － ｔｋ） －αｄτ ＝ － （１ ／ （Γ（１ － α）））∑

Ｎ

ｊ ＝ｋ＋１
∫ ｔｊ

ｔｊ－１
ｆ ′（τ） （τ － ｔｋ） －αｄτ。 （２）

　 　 为计算方便， 定义如下符号： δｔ ｆｋ－１ ／ ２ ＝ （ｆ（ｔｋ） － ｆ（ｔｋ－１）） ／ Δｔ ， δ２ｔ ｆｋ ＝ （δｔ ｆｋ＋１ ／ ２ － δｔ ｆｋ－１ ／ ２） ／ Δｔ ， ｔｋ＋１ ／ ２ ＝
（ ｔｋ＋１ ＋ ｔｋ） ／ ２ 。 式 （２） 中， 在区间 ［ ｔＮ－１，ｔＮ］ 上用 Ｌ１ 插值 Π１，Ｎ ｆ（ ｔ） 来近似代替 ｆ（ ｔ） ， 在区间 ［ ｔ ｊ －１，ｔ ｊ］
（ ｊ ∈ ［ｋ ＋ １，Ｎ － １］） 上用 Ｌ２ 插值 Π２，ｊ ｆ（ ｔ） 来近似代替 ｆ（ ｔ） ， 其中 Π１，Ｎ ｆ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔＮ－１）（ ｔＮ － ｔ） ／ Δｔ ＋
ｆ（ ｔＮ）（ ｔ － ｔＮ－１） ／ Δｔ， 截断误差为

ｆ（ ｔ） － Π１，Ｎ ｆ（ ｔ） ＝ ｆ ″（ξ）（ ｔ － ｔＮ－１）（ ｔ － ｔＮ） ／ ２， ξ ∈ （ ｔＮ－１，ｔＮ）。 （３）
在区间 ｔ∈［ ｔ ｊ －１，ｔ ｊ］（ ｊ∈［ｋ ＋ １，Ｎ － １］） 上， 取三点 （ ｔ ｊ －１，ｆ（ ｔ ｊ －１）），（ ｔ ｊ，ｆ（ ｔ ｊ）），（ ｔ ｊ ＋１，ｆ（ ｔ ｊ ＋１）） ， 采用二次

插值多项式， 可以得到：
Π２，ｊ ｆ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ ｊ －１）（ ｔ － ｔ ｊ）（ ｔ － ｔ ｊ ＋１） ／ （２Δｔ２） ＋ ｆ（ ｔ ｊ）（ ｔ － ｔ ｊ －１）（ ｔ ｊ ＋１ － ｔ） ／ Δｔ２ ＋

ｆ（ｔ ｊ ＋１）（ｔ － ｔ ｊ －１）（ｔ － ｔ ｊ） ／ （２Δｔ２），
（Π２，ｊ ｆ（ｔ））′ ＝ ｆ（ｔ ｊ －１）（２ｔ － （２ｊ ＋ １）Δｔ） ／ （２Δｔ２） － ｆ（ｔ ｊ）（２ｔ － ２ｊΔｔ） ／ Δｔ２ ＋

ｆ（ｔ ｊ ＋１）（２ｔ － （２ｊ － １）Δｔ） ／ （２Δｔ２） ＝
ｆ（ｔ ｊ －１）（ｔ － （ ｊ ＋ １ ／ ２）Δｔ） ／ Δｔ２ － ２ｆ（ｔ ｊ）（ｔ － （ ｊ ＋ １ ／ ２ － １ ／ ２）Δｔ） ／ Δｔ２ ＋
ｆ（ ｔ ｊ ＋１）（ ｔ － （ ｊ ＋ １ ／ ２ － １）Δｔ） ／ Δｔ２ ＝ （ ｆ（ ｔ ｊ －１） ／ Δｔ２ － ２ｆ（ ｔ ｊ） ／ Δｔ２ ＋

ｆ（ ｔ ｊ ＋１） ／ Δｔ２）（ ｔ － ｔ ｊ ＋１ ／ ２） ＋ （ ｆ（ ｔ ｊ ＋１） － ｆ（ ｔ ｊ） ／ Δｔ） ＝ δｔ ｆ ｊ ＋１ ／ ２ ＋ δ２ｔ ｆ ｊ（ ｔ － ｔ ｊ ＋１ ／ ２）。
截断误差为

ｆ（ ｔ） － Π２，ｊ ｆ（ ｔ） ＝ ｆ ‴（ζ ｊ）（ ｔ － ｔ ｊ －１）（ ｔ － ｔ ｊ）（ ｔ － ｔ ｊ ＋１） ／ ６， ｔ ∈ ［ ｔ ｊ －１，ｔ ｊ］， ζ ｊ ∈ （ ｔ ｊ －１，ｔ ｊ ＋１）。 （４）
　 　 式 （２） 中， 右侧 α（０ ＜ α ＜ １） 阶 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数可以写成：

Ｃ
ｔ Ｄ α

ｂ ｆ（ ｔｋ） ＝ － （１ ／ （Γ（１ － α）））∑
Ｎ

ｊ ＝ ｋ＋１
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１
ｆ ′（τ） （τ － ｔｋ） －αｄτ ＝

－ （１ ／ （Γ（１ － α）））［∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１
ｆ ′（τ） （τ － ｔｋ） －αｄτ ＋ ∫ ｔＮ

ｔＮ－１

ｆ ′（τ） （τ － ｔｋ） －αｄτ］ ≈

－ （１ ／ （Γ（１ － α）））［∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１
（τ － ｔｋ） －α（Π２，ｊ ｆ（τ）） ′ｄτ ＋ ∫ ｔＮ

ｔＮ－１

（τ － ｔｋ） －α（Π１，Ｎ ｆ（τ）） ′ｄτ］ ＝

·９６·
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－ （１ ／ （Γ（１ － α）））｛∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１
（τ － ｔｋ） －α［δｔ ｆ ｊ ＋１ ／ ２ ＋ δ２ｔ ｆ ｊ（τ － ｔ ｊ ＋１ ／ ２）］ｄτ ＋ ∫ ｔＮ

ｔＮ－１

（τ － ｔｋ） －αδｔ ｆＮ－１ ／ ２ｄτ｝ ＝

－ （１ ／ （Γ（１ － α）））［∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
δｔ ｆ ｊ ＋１ ／ ２ ∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１
（τ － ｔｋ） －αｄτ ＋

δｔ ｆＮ－１ ／ ２ ∫ ｔＮ

ｔＮ－１

（τ － ｔｋ） －αｄτ ＋ ∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
（δ２ｔ ｆ ｊ ∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１
（τ － ｔｋ） －α（τ － ｔ ｊ ＋１ ／ ２）ｄτ）］ ＝

Δ

Δα ｆ（ ｔｋ） － １ ／ （Γ（１ － α））∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
（δ２ｔ ｆ ｊ ∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１
（τ － ｔｋ） －α（τ － ｔ ｊ ＋１ ／ ２）ｄτ） ≜ｔΔ α

ｂ ｆ（ ｔｋ）。 （５）

这里，

Δα ｆ（ ｔｋ） ＝ － （１ ／ （Γ（１ － α）））［∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
（δｔ ｆ ｊ ＋１ ／ ２ ∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１
（τ － ｔｋ） －αｄτ） ＋ δｔ ｆＮ－１ ／ ２ ∫ ｔＮ

ｔＮ－１

（τ － ｔｋ） －αｄτ］ ＝

－ （Δｔ１－α ／ （Γ（２ － α）））｛∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
［δｔ ｆ ｊ ＋１ ／ ２（（ ｊ － ｋ） １－α － （ ｊ － ｋ － １） １－α）］ ＋ δｔ ｆＮ－１ ／ ２（（Ｎ － ｋ） １－α －

（Ｎ － ｋ － １） １－α）｝ ＝ － （Δｔ －α ／ （Γ（２ － α）））［∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
（（ ｆ ｊ ＋１ － ｆ ｊ）ａ ｊ －ｋ） ＋ （ ｆＮ － ｆＮ－１）ａＮ－ｋ］ ＝

－ （Δｔ －α ／ （Γ（２ － α）））［ － ａ１ ｆｋ＋１ ＋ ∑
Ｎ－２

ｊ ＝ ｋ＋２
（（ａ ｊ －ｋ－１ － ａ ｊ －ｋ） ｆ ｊ） ＋ （ａＮ－ｋ－２ － ａＮ－ｋ－１ － ａＮ－ｋ） ｆＮ－１ ＋

（ａＮ－ｋ－１ ＋ ａＮ－ｋ） ｆＮ］， （６）
其中，

ａｌ ＝ ｌ１－α － （ ｌ － １） １－α， １ ≤ ｌ ≤ Ｎ － ｋ 。 （７）
注意到，

－ ∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１
（τ － ｔｋ） －α（τ － ｔ ｊ ＋１ ／ ２）ｄτ ＝ Δｔ２－αｂ ｊ －ｋ ／ （１ － α）， ｋ ＋ １ ≤ ｊ ≤ Ｎ － １， （８）

其中，
ｂｌ ＝ ［ ｌ２－α － （ ｌ － １） ２－α］ ／ （２ － α） ＋ ［ ｌ１－α － ３ （ ｌ － １） １－α］ ／ ２， ｌ ≥１。 （９）

　 　 将式 （６） 和式 （８） 代入式 （５）， 得右侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的差分格式为：

Ｃ
ｔ Ｄ α

ｂ ｆ（ ｔｋ） ≈ｔΔ α
ｂ ｆ（ ｔｋ） ＝ Δα ｆ（ ｔｋ） ＋ （Δｔ２－α ／ （Γ（２ － α）））∑

Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
（ｂ ｊ －ｋδ２ｔ ｆ ｊ）。 （１０）

式 （１０） 中， 算子 ｔΔ α
ｂ ｆ 是右侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数 Ｃ

ｔ Ｄα
ｂ ｆ 的数值差分算子， 称之为 Ｌ２ － １ 算子。

下面给出系数 ａｌ， ｂｌ 的性质。
引理 １［１４］ 　 对于任意的 α（０ ＜ α ＜ １） ， 由式 （７） 定义的 ａｌ ， 有以下性质： １） ａ１ ＞ ａ２ ＞ ａ３ ＞

… ＞ ａＮ－ｋ，ｋ ≥１； ２） （１ － α） （ ｌ ＋ １） －α ＜ ａｌ ＜ （１ － α） ｌ －α， ｌ ≥１。
引理 ２　 对于任意的 α（０ ＜ α ＜ １），由式 （９） 定义的 ｂｌ ， 有以下性质： １） ｂｌ ≥０，ｌ ＞ １； ２） ｂ１ ≥

ｂ２ ≥ｂ３ ≥ …， 即 ｂｌ 是关于 ｌ 单调递减的数列。
证明　 １） 由中值定理可得， ｂｌ ＝ ［ ｌ２－α － （ ｌ － １） ２－α］ ／ （２ － α） ＋ ［ ｌ１－α － ３ （ ｌ － １） １－α］ ／ ２ ＝ θ１－α

１ ＋
［ ｌ１－α － （ ｌ － １） １－α］ ／ ２ － （ ｌ － １） １－α ＝ θ１－α

１ ＋ （１ － α）θ －α
２ ／ ２ － （ ｌ － １） １－α ≥ （１ － α）θ２

－α ／ ２ ≥ ０，θ１，θ２ ∈
（ ｌ － １，ｌ）。

２） 设 ｙ ＝ ［ｘ２－α － （ｘ － １）２－α］ ／ （２ － α） ＋ ［ｘ１－α － ３ （ｘ － １）１－α］ ／ ２，则有： ｙ′ ＝ ［ｘ１－α － （ｘ － １）１－α］ ＋
（１ － α）［ｘ －α － （ｘ － １） －α］ ／ ２ － （１ － α） （ｘ － １） －α ＝ （１ － α）ζ１

－α － （１ － α）αζ２
－α－１ ／ ２ － （１ － α）（ｘ －

１） － α ≤－ （１ － α）αζ －α－１
２ ／ ２ ≤ ０， ζ１，ζ２ ∈ （ｘ － １，ｘ）。 所以 ｂｌ 是关于 ｌ 的严格单调递减数列， 证毕。

引理 ３　 对于任意的 α（０ ＜ α ＜ １） ， ｅｌ 定义如下： 当 ｌ ＝ ０ 时， ｅ０ ＝ ｂ１； 当 ｌ ≥１ 时， 有

·０７·
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ｅｌ ＝

ａ１ ＋ ｂ２ － ２ｂ１， ｌ ＝ １，
ｂｌ －１ － ２ｂｌ ＋ ｂｌ ＋１ － ａｌ －１ ＋ ａｌ， ２ ≤ ｌ ≤ Ｎ － ｋ － ２，
ｂＮ－ｋ－２ － ２ｂＮ－ｋ－１ － ａＮ－ｋ－２ ＋ ａＮ－ｋ－１ ＋ ａＮ－ｋ， ｌ ＝ Ｎ － ｋ － １，
ｂＮ－ｋ－１ － ａＮ－ｋ－１ － ａＮ－ｋ， ｌ ＝ Ｎ － ｋ。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１１）

有如下结论成立： １） ｅｌ ＜ ０， ｌ≥１ ； ２） ｅ１ ≤ ｅ２ ≤…≤ ｅＮ－ｋ ， 即 ｅｌ 是关于 ｌ 的单调递增数列； ３） ∑
Ｎ－ｋ

ｊ ＝ ０
ｅｊ ＝

－ ａ１ ＜ ０。
证明　 当 ２ ≤ ｌ ≤ Ｎ － ｋ － ２ 时， ｅｌ ＋１ － ｅｌ ＝ ｛［（ ｌ ＋ ２） ２－α － （ ｌ ＋ １） ２－α］ ／ （２ － α） ＋ ［（ ｌ ＋ ２） １－α －

（ｌ ＋ １）１－α］ ／ ２｝ － ｛［（ｌ － １）２－α － （ｌ － ２）２－α］ ／ （２ － α） ＋ ［（ｌ － １）１－α － （ｌ － ２）１－α］ ／ ２｝ － ｛３［（ｌ ＋ １）２－α －
ｌ２－α］ ／ （２ － α） ＋ ３［（ ｌ ＋ １） １－α － ｌ１－α］ ／ ２｝ ＋ ｛３［ ｌ２－α － （ ｌ － １） ２－α］ ／ （２ － α） ＋ ３［ ｌ１－α － （ ｌ － １） １－α］ ／ ２｝ ≜
Ｅ ｌ ＋１ － Ｅ ｌ －２ － ３Ｅ ｌ ＋ ３Ｅ ｌ －１。 其中， Ｅ ｌ ＝ ［ （ ｌ ＋ １） ２－α － ｌ２－α］ ／ （２ － α） ＋ ［ （ ｌ ＋ １） １－α － ｌ１－α］ ／ ２ ＝
［（ ｌ ＋ １） ２－α ／ （２ － α） ＋ （ｌ ＋ １）１－α ／ ２］ － ［ｌ２－α ／ （２ － α） ＋ ｌ１－α ／ ２］， ｌ ≥２。

令 ｍ（ｘ） ＝ ｘ２－α ／ （２ － α） ＋ ｘ１－α ／ ２ ， 则 Ｅｌ ＝ ｍ（ｌ ＋ １） － ｍ（ｌ）， 对于 ｌ ≥２ ，
ｍ′（ｘ） ＝ ｘ１－α ＋ （１ － α）ｘ －α ／ ２ ＞ ０，

ｍ″（ｘ） ＝ （１ － α）ｘ －α－１（ｘ － α ／ ２） ＞ ０，
ｍ‴（ｘ） ＝ （１ － α）αｘ －α－２［（１ ＋ α） ／ ２ － ｘ］ ＜ ０，

ｍ（４）（ｘ） ＝ （１ － α）αｘ －α－３［（α ＋ １）ｘ － （１ － α）（α ＋ ２） ／ ２］ ＞ ０。
因此， ｅｌ ＝ ｍ（ ｌ ＋ １） － ３ｍ（ ｌ） ＋ ３ｍ（ ｌ － １） － ｍ（ ｌ － ２） ＝ ｍ（ ｌ ＋ １） － ｍ（ ｌ） － ２（ｍ（ ｌ） － ｍ（ ｌ － １）） ＋
ｍ（ ｌ － １） － ｍ（ ｌ － ２） ＝ ｍ′（η１） － ｍ′（η２） － （ｍ′（η２） － ｍ′（η３）） ＝ ｍ″（κ１） － ｍ″（κ２） ＝ ｍ‴（σｌ） ＜ ０，
其中 ηｉ ∈ （ ｌ ＋ １ － ｉ，ｌ ＋ ２ － ｉ）， ｉ ＝ １，２，３， κｒ ∈ （ηｒ＋１，ηｒ）， ｒ ＝ １，２，ｌ － ２ ＜ σｌ ＜ ｌ ＋ １。

又易知， 当 ｌ ＝ １，Ｎ － ｋ － １，Ｎ － ｋ 时， 都有 ｅｌ ＜ ０， 所以 １） 成立。
ｅｌ ＋１ － ｅｌ ＝ Ｅ ｌ ＋１ － Ｅ ｌ －２ － ３Ｅ ｌ ＋ ３Ｅ ｌ －１ ＝ ｍ（ ｌ ＋ ２） － ４ｍ（ ｌ ＋ １） ＋ ６ｍ（ ｌ） － ４ｍ（ ｌ － １）） ＋ ｍ（ ｌ － ２） ＝
ｍ（ ｌ ＋ ２） － ｍ（ ｌ ＋ １） － ３（ｍ（ ｌ ＋ １） － ｍ（ ｌ）） ＋ ３（ｍ（ ｌ） － ｍ（ ｌ － １）） － （ｍ（ ｌ － １） － ｍ（ ｌ － ２）） ＝

ｍ′（ ι１） － ３ｍ（ ′ι２） ＋ ３ｍ′（ ι３） － ｍ′（ ι４） ＝ ｍ（４）（ϑｌ），
其中 ιｉ ∈ （ ｌ ＋ ２ － ｉ，ｌ ＋ ３ － ｉ）， ｉ ＝ １，２，３，４， ϑｌ ∈ （ ｌ － ２，ｌ ＋ ２）。 所以 ｅ２ ≤ ｅ３ ≤ … ≤ ｅＮ－ｋ－２，１） 得证。
其次易证 ｅＮ－ｋ－２ ≤ ｅＮ－ｋ－１ ≤ ｅＮ－ｋ ， ２） 得证。 ３） 可以直接从 ｅｌ 的定义得出， 命题证毕。

由式 （６） 可知， 右侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的数值差分格式 （１０） 可以改写成：

Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ｔｋ） ≈ ｔΔ α
ｂ ｆ（ ｔｋ） ＝ Δα ｆ（ ｔｋ） ＋ （Δｔ２－α ／ （Γ（２ － α）））∑

Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
（ｂ ｊ －ｋδ２ｔ ｆ ｊ） ＝ － （Δｔ －α ／ （Γ（２ － α）））

［ － ａ１ ｆｋ＋１ ＋ ∑
Ｎ－２

ｊ ＝ ｋ＋２
（（ａ ｊ －ｋ－１ － ａｊ －ｋ）ｆ ｊ） ＋ （ａＮ－ｋ－２ － ａＮ－ｋ－１ － ａＮ－ｋ）ｆＮ－１ ＋ （ａＮ－ｋ－１ ＋ ａＮ－ｋ）ｆＮ］ ＋

（Δｔ －α ／ （Γ（２ － α）））∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
（ｂｊ －ｋ（ｆ ｊ ＋１ － ２ｆ ｊ ＋ ｆ ｊ －１）） ＝ （Δｔ －α ／ （Γ（２ － α）））∑

Ｎ

ｊ ＝ ｋ
（ｅｊ －ｋ ｆ ｊ）。 （１２）

对于右侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的 Ｌ２ － １ 差分格式 （１２）， 有如下的一致收敛性。
定理 １　 假设 ｆ（ ｔ） ∈ Ｃ３［ ｔｋ，ｂ］， 对于任意的 α（０ ＜ α ＜ １） ， 记 Ｒ（ ｆ（ ｔｋ）） ＝ Ｃ

ｔ Ｄ α
ｂ ｆ（ ｔｋ） － ｔΔ α

ｂ ｆ（ ｔｋ） ，
则有

Ｒ（ ｆ（ ｔｋ）） ≤ ｛［１ ／ １２ ＋ α ／ ３（１ － α）（３ － α）］ ｍａｘ
ｔｋ≤ｔ≤ｔＮ－１

ｆ ‴（ ｔ） Δｔ３－α ＋

α ｍａｘ
ｔＮ－１≤ｔ≤ｔＮ

ｆ ″（ ｔ） （ ｔＮ－１ － ｔｋ） －α－１Δｔ３ ／ ８｝ ／ （Γ（１ － α））。 （１３）

　 　 证明　 由式 （３） 和式 （４） 可知，

Ｒ（ ｆ（ ｔｋ）） ＝ － （１ ／ （Γ（１ － α）））［∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１
（ ｆ（τ） － Π２，ｊ ｆ（τ）） ′ （τ － ｔｋ） －αｄτ ＋

·１７·
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∫ ｔＮ

ｔＮ－１

（ ｆ（τ） － Π１，Ｎ ｆ（τ）） ′ （τ － ｔｋ） －αｄτ］ ＝

－ （１ ／ （Γ（１ － α）））［∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１
（τ － ｔｋ） －αｄ（ｆ（τ） － Π２，ｊ ｆ（τ）） ＋ ∫ ｔＮ

ｔＮ－１

（τ － ｔｋ） －αｄ（ｆ（τ） － Π１，Ｎ ｆ（τ））］ ＝

－ （１ ／ （Γ（１ － α））［∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
（τ － ｔｋ） －α（ ｆ（τ） － Π２，ｊ ｆ（τ）） ｔ ｊ

ｔ ｊ －１ ＋（τ － ｔｋ） －α（ ｆ（τ） － Π２，ｊ ｆ（τ）） ｔＮ
ｔＮ－１

］ －

（α ／ （Γ（１ － α）））［∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１
（ ｆ（τ） － Π２，ｊ ｆ（τ）） （τ － ｔｋ） －α－１ｄτ ＋

∫ ｔＮ

ｔＮ－１

（ ｆ（τ） － Π１，Ｎ ｆ（τ）） （τ － ｔｋ） －α－１ｄτ］ ＝

－ （α ／ （Γ（１ － α）））［∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
（∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１
（ ｆ（τ） － Π２，ｊ ｆ（τ）） （τ － ｔｋ） －α－１ｄτ） ＋

∫ ｔＮ

ｔＮ－１

（ ｆ（τ） － Π１，Ｎ ｆ（τ）） （τ － ｔｋ） －α－１ｄτ］ ＝ － （α ／ （Γ（１ － α）））（Ｈ１ ＋ Ｈ２）， （１４）

其中，

Ｈ１ ＝ ∫ ｔＮ

ｔＮ－１

（ｆ（τ） － Π１，Ｎ ｆ（τ）） （τ － ｔｋ） －α－１ｄτ ＝ ∫ ｔＮ

ｔＮ－１

ｆ ″（ξＮ）（τ － ｔＮ－１）（τ － ｔＮ） （τ － ｔｋ） －α－１ ／ ２ｄτ ＝

∫ ｔＮ

ｔＮ－１

ｆ ″（ξＮ）（τ － ｔＮ－１）（ ｔＮ － τ） （τ － ｔｋ） －α－１ ／ ２ｄτ ≤ （１ ／ ８） ｍａｘ
ｔＮ－１≤ｔ≤ｔＮ

ｆ ″（ ｔ） Δｔ２ ∫ ｔＮ

ｔＮ－１

（τ － ｔｋ） －α－１ｄτ ≤

（１ ／ ８） ｍａｘ
ｔＮ－１≤ｔ≤ｔＮ

ｆ ″（ ｔ） （ ｔＮ－１ － ｔｋ） －α－１Δｔ３， ξＮ ∈ （ ｔＮ－１，ｔＮ）， （１５）

其中由均值不等式可得，
（τ － ｔＮ－１）（ ｔＮ － τ） ≤ （ ｔＮ － ｔＮ－１） ２ ／ ４ ＝ Δｔ２ ／ ４，

Ｈ２ ＝ ∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
（∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１
（ ｆ（τ） － Π２，ｊ ｆ（τ）） （τ － ｔｋ） －α－１ｄτ） ＝

∫ ｔｋ＋１

ｔｋ
（ ｆ（τ） － Π２，ｊ ｆ（τ）） （τ － ｔｋ） －α－１ｄτ ＋ ∑

Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋２
（∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１
（ ｆ（τ） － Π２，ｊ ｆ（τ）） （τ － ｔｋ） －α－１ｄτ） ，

而

∫ ｔｋ＋１

ｔｋ
（ ｆ（τ） － Π２，ｊ ｆ（τ）） （τ － ｔｋ） －α－１ｄτ ＝

（１ ／ ６） ∫ ｔｋ＋１

ｔｋ
ｆ ‴（ζｋ）（τ － ｔｋ－１）（τ － ｔｋ）（τ － ｔｋ＋１） （τ － ｔｋ） －α－１ｄτ ＝

（ ｆ ‴（ϑｋ） ／ ６） ∫ ｔｋ＋１

ｔｋ
（τ － ｔｋ－１）（τ － ｔｋ＋１） （τ － ｔｋ） －αｄτ ＝

ｆ ‴（ϑｋ） Δｔ３－α ／ ３（１ － α）（３ － α），ϑｋ ∈ （ ｔｋ－１，ｔｋ＋１）。 （１６）

∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋２
（∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１
（ ｆ（τ） － Π２，ｊ ｆ（τ）） （τ － ｔｋ） －α－１ｄτ） ＝

（１ ／ ６） ∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋２
（∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ ＋１
ｆ ‴（ζ ｊ）（τ － ｔ ｊ －１）（τ － ｔ ｊ）（τ － ｔ ｊ ＋１） （τ － ｔｋ） －α－１ｄτ） ＝

（ ｆ ‴（ϑ） ／ ６）∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋２
（∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１
（τ － ｔ ｊ －１）（ ｔ ｊ － τ）（ ｔ ｊ ＋１ － τ） （τ － ｔｋ） －α－１ｄτ） ≤ （ ｆ ‴（ϑ） Δｔ３ ／ １２），

∫ ｔＮ－１

ｔｋ＋１
（τ － ｔｋ） －α－１ｄτ ≤ （１ ／ １２α） ｆ ‴（ϑ） Δｔ３ （τ － ｔｋ） －α ｔＮ－１

ｔｋ＋１
≤ （１ ／ １２α） ｆ ‴（ϑ） Δｔ３－α（１ －

（Ｎ － １ － ｋ） －α） ≤ （１ ／ １２α） ｆ ‴（ϑ） Δｔ３－α， ϑ ∈ （ ｔｋ＋１，ｔＮ－１）。 （１７）

所以，
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Ｈ２ ≤ （１ ／ １２α ＋ １ ／ ３（１ － α）（３ － α）） ｍａｘ
ｔｋ≤ｔ≤ｔＮ－１

ｆ ‴（ ｔ） Δｔ３－α， （１８）

从而 式 （ １４ ） 可 以 写 为： Ｒ（ ｆ（ ｔｋ）） ≤ （１ ／ （Γ（１ － α）））｛［１ ／ １２ ＋ α ／ ３（１ － α）（３ － α）］
ｍａｘ

ｔｋ≤ｔ≤ｔＮ－１
ｆ ‴（ ｔ） Δｔ３－α ＋ α ｍａｘ

ｔＮ－１≤ｔ≤ｔＮ
ｆ ″（ ｔ） （ ｔＮ－１ － ｔｋ） －α－１Δｔ３ ／ ８｝。 定理证毕。

由定理 １ 可知， ｔΔ α
ｂ ｆ（ ｔｋ） 一致收敛于右侧 α（０ ＜ α ＜ １） 阶 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数 Ｃ

ｔ Ｄ α
ｂ ｆ（ ｔｋ） ， 且与左

侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的收敛阶是相同的。

２　 数值例子
本节将通过数值例子来说明式 （１２） 的差分格式 Ｌ２ － １ 的有效性和数值精度。
取正整数 Ｎ ， 假设 ０ ＜ α ＜ １ ， 取 ｆ（ ｔ） ＝ （１ － ｔ） ４＋α。令 ｔ０ ＝ ０， ｂ ＝ ｔＮ ＝ １，记 Ｆ０ ＝ Ｃ

ｔ Ｄ α
１ ｆ（ ｔ） ｔ ＝ ｔ０

，
ｆ ０ ＝ ｔΔ α

１ ｆ（ ｔ） ｔ ＝ ｔ０
， ０ ≤ ｋ ≤ Ｎ，Ｅ０（Δｔ） ＝ Ｆ ０ － ｆ ０ 。

ｆ（ ｔ） 的 α 阶 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的精确解为： Ｃ
ｔ Ｄ α

１ （１ － ｔ） ４＋α ｜ ｔ ＝ ｔ０ ＝ （Γ（５ ＋ α） ／ ２４） （１ － ｔ） ４
ｔ ＝ ｔ０

＝
Γ（５ ＋ α） ／ ２４．

取 Ｎ ＝ １０，２０，４０，８０，１６０，３２０， 分别计算式 （１２） 中差分格式的数值解， 表 １ 给出了当 α ＝ ０． １，
０． ５，０． ９ 时式 （１２） 中差分格式在 ｔ ＝ ｔ０ 处的误差和收敛阶。 从表 １ 中可以看出， 文中构造的新的差

分格式的收敛阶可以达到 ３ － α 阶。

表 １　 不同节点时的数值误差和收敛阶

Ｔａｂ． １　 Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｏｄｅ
α Ｎ Ｅ（Δｔ） ｌｏｇ２（Ｅ（Δｔ） ／ Ｅ（Δｔ ／ ２））

０． １

１０ ６． ２３８ ２ｅ － ４ —
２０ ９． ６６３ ２ｅ － ５ ２． ７０
４０ １． ４４４ ３ｅ － ５ ２． ７４
８０ ２． １１１ ９ｅ － ６ ２． ７７

１６０ ３． ０４３ １ｅ － ７ ２． ８０
３２０ ４． ３３８ ８ｅ － ７ ２． ８１

０． ５

１０ １． ３５０ ０ｅ － ２ —
２０ ２． ６００ ０ｅ － ３ ２． ３８
４０ ４． ８６１ ８ｅ － ４ ２． ４２
８０ ８． ８６４ ５ｅ － ５ ２． ４６

１６０ １． ５９７ ５ｅ － ５ ２． ４７
３２０ ２． ８５９ １ｅ － ６ ２． ４８

０． ９

１０ １． ０７０ ０ｅ － １ —
２０ ２． ７００ ０ｅ － ２ １． ９９
４０ ６． ５００ ０ｅ － ３ ２． ０５
８０ １． ６００ ０ｅ － ３ ２． ０２

１６０ ３． ６６６ ９ｅ － ４ ２． １３
３２０ ８． ５９６ ０ｅ － ５ ２． １０

３　 结论
在左侧 α（０ ＜ α ＜ １） 阶 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数研究的基础上， 对右侧 α（０ ＜ α ＜ １） 阶 Ｃａｐｕｔｏ 分数

阶导数给出了一种新的差分格式 Ｌ２ － １ 格式。 下一步的研究将讨论右侧或左侧 α（ｎ － １ ＜ α ＜ ｎ） 阶

Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的差分逼近格式， 以寻求更高阶的数值计算方法。
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