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空间分数阶扩散方程的多项式点插值配置法
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［摘要］ 采用多项式基点插值配置法， 求解带有双侧导数的空间分数阶微分方程。 首先给出利用多项

式基点插值离散得到的数值逼近格式； 然后给出数值算例， 分别采用规则点和散点离散空间变量， 均得到

近似程度较好的计算结果， 很好地验证了所提出数值方法的有效性。
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０　 引言
近年来， 分数阶微积分以及分数阶微分方程在模拟自然界的各种现象中得到了广泛应用［１ － ４］ ， 随

后分数阶微分方程的数值求解也成为研究者们的一个研究热点［５ － １１］ 。 针对空间分数阶微分方程的数

值方法， 已有文献采用有限差分方法［１２］ 、 有限元方法［１３］ 和谱方法［１４］ 进行处理。 在离散微分方程之

前， 有限差分方法需要对区域利用规则均匀点进行划分， 有限元方法和谱方法需要对区域进行划分并

生成网格， 这些方法使得在处理二维情形时仅限于规则区域上的问题。 鉴于无网格方法不需要生成网

格， 可以方便处理不规则区域， 本文首次尝试将其应用到空间分数阶微分方程中， 采用多项式基点插

值配置法处理带有双侧分数阶导数的空间分数阶微分方程， 在数值例子中分别采用等间距节点以及不

规则散点离散空间变量， 均得到了较好的结果。
本文讨论如下带有双侧分数阶导数的空间分数阶微分方程：

∂ｕ（ｘ，ｔ） ／ ∂ｔ ＝ ｋ１ ａＤα
ｘ ｕ（ｘ，ｔ） ＋ ｋ２ ｘＤα

ｂ ｕ（ｘ，ｔ） ＋ ｆ（ｘ，ｔ），ｘ ∈ ［ａ，ｂ］，ｔ ＞ ０， （１）
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带有初边值条件： ｕ（ｘ，０） ＝ ω（ｘ），ｘ ∈ ［ａ，ｂ］， ｕ（ａ，ｔ） ＝ ０
ｕ（ｂ，ｔ） ＝ ０{ ，０ ＜ ｔ ≤ Ｔ， 其中 ａＤα

ｘ ， ｘＤα
ｂ 分别为左、 右侧

Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导数算子， 定义为： ａＤα
ｘ ｕ（ｘ，ｔ） ＝ １ ／ Γ（２ － α）·∂２ ／ ∂ｘ２ ∫ｘ

ａ
ｕ（ξ，ｔ） ／ （ｘ － ξ） α－１ ｄξ，

ｘＤα
ｂ ｕ（ｘ，ｔ） ＝ １ ／ Γ（２ － α）·∂２ ／ ∂ｘ２ ∫ｂ

ｘ
ｕ（ξ，ｔ） ／ （ξ － ｘ） α－１ ｄξ， 其中 １ ＜ α ＜ ２ ， Γ（·） 为伽马函数。

本文假设空间分数阶微分方程的解满足 ｕ（ｘ，·） ∈ Ｃ２ （０，Ｔ） 。

１　 离散格式
１ １　 多项式点插值

首先， 在问题域 ［ａ，ｂ］ 内生成场节点， 节点可以随机生成， 也可以人工加入节点。 设有内部节

点 ｘ１ ，ｘ２ ，…，ｘｄ 和边界节点 ｘ０ ，ｘｄ＋１ 。
对每一个场节点， 都做一个包含该节点的支持域， 在实际计算中， 一般取节点平均间距的 ２ ～ ３

倍大小［１５］ 。 设第 ｉ 个节点的支持域为 Ωｉ ， 支持域 Ωｉ 内包含 ｎｉ 个节点 ｘｉ１ ，ｘｉ２ ，…，ｘｉｎｉ
。 为书写方便， 记

Ｄｉ ＝ ｛ ｉ１ ，ｉ２ ，…，ｉｎｉ
｝ ， 这也就意味着， 当 ｌ ∈ Ｄｉ 时， ｘｌ ∈ Ωｉ 。

接下来在节点的支持域内对函数 ｕ（ｘ） 及其左侧分数阶导数利用基函数进行插值逼近。 为了描述

方便， 假设计算点 ｘ 的支持域内包含 ｎ 个场节点 ｘ１ ，ｘ２ ，…，ｘｎ ， 连续函数 ｕ（ｘ） 对应于这些场节点上的

函数值分别为 ｕ１ ，ｕ２ ，…，ｕｎ 。 因此， 函数 ｕ（ｘ） 可以由这组场节点近似表示为：

ｕ（ｘ） ＝ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（ｐ ｊ（ｘ）ａ ｊ） ＝ ［ｐ１ （ｘ） ｐ２ （ｘ） … ｐｍ（ｘ）］

ａ１

ａ２

︙
ａｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝ ｐＴ（ｘ）ａ， （２）

其中 ｐ ｊ（ｘ）（ ｊ ＝ １，２，…，ｍ） 为空间坐标变量的单项式， 被称为多项式基， ｍ 是多项式基的个数， ａ ｊ（ ｊ ＝
１，２，…，ｍ） 为一组待定常数。 通常使用的一维 ｋ 次完备多项式基为

ｐＴ（ｘ） ＝ ｛１ ｘ ｘ２ … ｘｋ｝， （３）
其中基函数的个数满足 ｍ ＝ ｋ ＋ １ 。

假设 ｘ 点的支持域内包括 ｎ 个节点。 传统的多项式基点插值中， 一般选取与基函数个数 ｍ 相同数

目的节点作为支持域， 即 ｎ ＝ ｍ 。 为了得到待定系数 ａｉ ， 令 ｕ
－
（ｘｉ） ＝ ｕｉ ， 于是， ｕ１ ＝ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
（ａｉｐｉ（ｘ１ ）） ＝

ａ１ ＋ ａ２ ｘ１ ＋ ａ３ ｘ２
１ ＋ … ＋ ａｍｘｋ

１ ， ｕ２ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
（ａｉｐｉ（ｘ２ ）） ＝ ａ１ ＋ ａ２ ｘ２ ＋ ａ３ ｘ２

２ ＋ … ＋ ａｍｘｋ
２ ， …， ｕｎ ＝

∑
ｍ

ｉ ＝ １
（ａｉｐｉ（ｘｎ）） ＝ ａ１ ＋ ａ２ ｘｎ ＋ ａ３ ｘ２

ｎ ＋ … ＋ ａｍｘｋ
ｎ 。 写成矩阵形式为

Ｕｓ ＝ Ｐｍ·ａ， （４）

其中 Ｕｓ ＝ ［ ｕ１ ｕ２ … ｕｎ］ Ｔ 是节点上的函数值向量， ａ ＝ ［ ａ１ ａ２ … ａｍ］ Ｔ 为待定系数矩阵，

Ｐｍ ＝

１ ｘ１ ｘ２
１ … ｘｋ

１

１ ｘ２ ｘ２
２ … ｘｋ

２

︙ ︙ ︙ … ︙
１ ｘｎ ｘ２

ｎ … ｘｋ
ｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

。

由于 ｎ ＝ ｍ ， 矩阵 Ｐｍ 是 ｎ × ｎ 维的方阵。 由式 （４）， 有：
ａ ＝ Ｐ －１

ｍ Ｕｓ。 （５）

·１５１·
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将式 （５） 代入式 （２）， 并令 ｎ ＝ ｍ ， 可得： ｕ（ｘ） ＝ ｐＴ（ｘ）Ｐ －１
ｍ Ｕｓ ＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
（φｉ（ｘ）ｕｉ） ＝ ΦＴ（ｘ） Ｕｓ ， 其

中 Φ（ｘ） 是形函数向量， 其定义为：
ΦＴ（ｘ） ＝ ｐＴ（ｘ）Ｐ －１

ｍ ＝ （φ１ （ｘ） φ２ （ｘ） … φｎ（ｘ）） Ｔ。 （６）

形函数的 α 阶 （ α 为正实数） 左侧 Ｒｉｅｍａｎｎ 导数为： ａＤα
ｘ Φ（ｘ） ＝

ａＤα
ｘ φ１ （ｘ）

ａＤα
ｘ φ２ （ｘ）
︙

ａＤα
ｘ φｎ（ｘ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝ ａＤα
ｘ ｐＴ（ｘ）Ｐ －１

ｍ 。

一维 ｋ 次完备多项式基式 （３） 取为 ｐＴ（ｘ） ＝ ｛１ （ｂ － ｘ） （ｂ － ｘ） ２ … （ｂ － ｘ） ｋ｝。 类似地，
可得到用来计算函数 ｕ（ｘ，ｔ） 右侧分数阶导数的形函数的 α 阶 （ α 为正实数） 右侧 Ｒｉｅｍａｎｎ 导数为：

ｘＤα
ｂ Φ（ｘ） ＝

ｘＤα
ｂ
φ１ （ｘ）

ｘＤα
ｂ

φ２ （ｘ）
︙

ｘＤα
ｂ

φｎ（ｘ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝ ｘＤα
ｂ

ｐＴ（ｘ）Ｐ －１
ｍ 。

１ ２　 全离散格式

首先利用合适的场节点离散空间区域， 采用ＰＩＭ 形函数逼近ｕ（ｘ，ｔ） ， 假设有Ｍ ＋１ 个场节点： ｘ０ ＜ｘ１ ＜ … ＜
ｘＭ ， 其中包括Ｍ － １ 个内点和两个边界点。 假设 ｘｉ 的支持域｛ｘｌ，ｌ ＝ ｉ１，ｉ２，…，ｉｎ｝ 用来构造形函数， 并记Ｄｉ ＝ ｛ｉ１，
ｉ２，…，ｉｎ｝ ， ｕｉ（ｔ） ＝ ｕ（ｘｉ，ｔ） ， ｆｉ（ｔ） ＝ ｆ（ｘｉ，ｔ） ， ａＤα

ｘ ｕｉ（ｔ） ＝ ａＤα
ｘ ｕ（ｘｉ，ｔ） ＝ １ ／ Γ（２ － α）

∂２ ／ ∂ｘ２ ∫ｘ

ａ
ｕ（ξ，ｔ） ／ （ｘ － ξ）α－１ｄξ[ ]

ｘ ＝ｘｉ

， ｘＤα
ｂ ｕｉ（ｔ） ＝ ｘＤα

ｂ ｕ（ｘｉ，ｔ） ＝ １ ／ Γ（２ － α） ∂２ ／ ∂ｘ２ ∫ｂ

ｘ
ｕ（ξ，ｔ） ／ （ξ － ｘ）α－１ｄξ[ ]

ｘ ＝ｘｉ

，

得到 Ｍ ＋ １ 个方程：
∂ｕｉ（ ｔ） ／ ∂ｔ ＝ ｋ１ ａＤα

ｘ ｕｉ（ ｔ） ＋ ｋ２ ｘＤα
ｂ ｕｉ（ ｔ） ＋ ｆｉ（ ｔ），ｉ ＝ １，２，…，Ｍ － １，

ｕ０ （ ｔ） ＝ ０，ｕＭ（ ｔ） ＝ ０。{
由于 ＰＩＭ 形函数式 （６） 满足 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ ｄｅｌｔａ 条件， 则有 ∑

ｊ∈Ｄｉ

（ｕ ｊ（ ｔ）φｊ（ｘｉ）） ＝ ｕｉ（ ｔ） 。

接下来离散时间变量， 记 ｔｎ ＝ ｎτ，ｎ ＝ ０，１，…，Ｎ ， 其中 τ ＝ Ｔ ／ Ｎ 为时间步长。 全离散格式为：
ｕｎ＋１

ｉ － τ∑
ｊ∈Ｄｉ

｛ｕｎ＋１
ｊ ［ｋ１ ａＤα

ｘ φｊ（ｘｉ） ＋ ｋ２ ｘＤα
ｂ φｊ（ｘｉ）］｝ ＝ ｕｎ

ｉ ＋ τｆｎ＋１
ｉ ，ｉ ＝ １，２，…，Ｍ － １， （７）

其中 ｕｎ
ｉ 为 ｕ（ｘｉ，ｔｎ） 的近似解。 由幂函数的分数阶导数公式［１６］ ： ａＤα

ｘ （ｘ － ａ） γ ＝ Γ（γ ＋ １） ／ Γ（γ － α ＋ １）
（ｘ － ａ） γ －α，０ ≤ ｍ ≤ α ＜ ｍ ＋ １，γ ＞ ｍ ， ｘＤα

ｂ （ｂ － ｘ） γ ＝ Γ（γ ＋ １） ／ Γ（γ － α ＋ １）（ｂ － ｘ） γ －α，
０ ≤ ｍ ≤ α ＜ ｍ ＋ １，γ ＞ ｍ ， 得到形函数 φｊ（ｘ）（ ｊ ＝ １，２，…，ｎ） 在 ｘｉ 的分数阶导数表达式为：

ａＤα
ｘ φ１ （ｘｉ）

ａＤα
ｘ φ２ （ｘｉ）

︙

ａＤα
ｘ φｎ（ｘｉ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝ ［（ｘｉ － ａ） －α ／ Γ（１ － α），（ｘｉ － ａ） １ －α ／ Γ（２ － α），…，（ｘｉ － ａ） ｋ －α ／ Γ（ｋ ＋ １ － α）］Ｐ －１
ｉ，ｍ，ｋ ＝

ｎ － １，

ｘＤα
１ φ１ （ｘｉ）

ｘＤα
１ φ２ （ｘｉ）

︙

ｘＤα
１ φｎ（ｘｉ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝ ［（１ － ｘｉ） －α ／ Γ（１ － α），（１ － ｘｉ） １ －α ／ Γ（２ － α），…，（１ － ｘｉ） ｋ －α ／ Γ（ｋ ＋ １ － α）］Ｐ －１
ｉ，ｍ，

ｋ ＝ ｎ － １ ， 其中 Ｐ ｉ，ｍ 为节点 ｘｉ 的支持域 ｛ｘｌ，ｌ ＝ ｉ１ ，ｉ２ ，…，ｉｎ｝ 形成的方阵，

·２５１·
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Ｐ ｉ，ｍ ＝

１ ｘｉ１ ｘ２
ｉ１ … ｘｋ

ｉ１

１ ｘｉ２ ｘ２
ｉ２ … ｘｋ

ｉ２

︙ ︙ ︙ … ︙
１ ｘｉｎ

ｘ２
ｉｎ

… ｘｋ
ｉｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

。

２　 数值结果
为了避免在计算中产生 Ｒｕｎｇｅ 现象， 在每个场节点 ｘｉ 处， 取 ｎ ＝ ６ ， 也就是选择 ６ 个临近节点作

为其支持域 ｛ｘｌ，ｌ ＝ ｉ１ ，ｉ２ ，…，ｉ６ ｝ ， 于是 ｋ ＝ ５ ， 基函数为 ５ 次完备多项式基。
例 １　 考虑下列含有单侧导数的方程： ∂ｕ（ｘ，ｔ） ／ ∂ｔ ＝ ０ Ｄα

ｘ ｕ（ｘ，ｔ） ＋ ｆ（ｘ，ｔ），ｘ ∈ ［０，１］，ｔ ＞ ０， 带有边

值条件
ｕ（０，ｔ） ＝ ０
ｕ（１，ｔ） ＝ ｅｔ{ ，ｔ ∈ （０，１］， 以及初始条件 ｕ（ｘ，０） ＝ ｘ３ ，ｘ ∈ ［０，１］ 精确解为 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｅｔｘ３ ，源项

为 ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ｅｔ（ｘ３ － ６ ／ Γ（４ － α）ｘ３ －α） ，并取 α ＝ １ ８。
先将问题域 ［０，１］ 用规则节点 ｘｉ ＝ ｉｈ（ ｉ ＝ ０，１，２，…，５０） 划分，采用全离散格式式（７）进行求解

（计算中取 ｍ ＝ ５ ），从图 １ 中可以看出，精确解和数值解吻合得很好。 表 １ 中列出时间步长变化时，数
值解与精确解的误差以及误差阶。

数值解 Numerical solutions
精确解 Exact solutions
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2.0

1.0

2.5

1.5

0.5

0

u（
x,
1）

x
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

图 1 采用规则点划分求解具有单侧导数
方程的数值解与精确解

Fig.1 Numerical and exact solutions with left
fractional derivative for regular distributed nodes

表 １　 采用规则点划分求解具有单侧导数的方程的
数值解与精确解的误差以及误差阶

Ｔａｂ． １　 Ｅｒｒｏｒ ａｎｄ ｅｒｒｏｒ⁃ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ
ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｒｅｇｕｌａｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｎｏｄｅｓ

τ ε２ ｏｒｄｅｒ２ ε∞ ｏｒｄｅｒ∞

１ ／ １０ ２． ２１４ ９ｅ － ００２ — ３． ７０８ ８ｅ － ００２ —

１ ／ ２０ １． １３１ １ｅ － ００２ ０． ９６９ ５ １． ８９４ ０ｅ － ００２ ０． ９６９ ５

１ ／ ４０ ５． ７１５ ４ｅ － ００３ ０． ９８４ ９ ９． ５６９ ８ｅ － ００３ ０． ９８４ ９

１ ／ ８０ ２． ８７２ ７ｅ － ００３ ０． ９９２ ５ ４． ８０９ ９ｅ － ００３ ０． ９９２ ５

１ ／ １６０ １． ４４０ １ｅ － ００３ ０． ９９６ ２ ２． ４１１ ３ｅ － ００３ ０． ９９６ ２

１ ／ ３２０ ７． ２１０ １ｅ － ００４ ０． ９９８ １ １． ２０７ ２ｅ － ００３ ０． ９９８ １

接下来将问题域 ［０，１］ 用不规则节点划分， 采用全离散格式式 （７） 进行求解。 图 ２ 给出此时精

确解与数值解， 表 ２ 列出针对不规则点划分空间变量时间步长变化时， 数值解与精确解的误差以及误

差阶。 可以看出， 本文所提出的数值方法仍然适用于不规则点划分。
例 ２　 考虑下列具有双侧分数阶导数的空间分数阶微分方程： ∂ｕ（ｘ，ｔ） ／ ∂ｔ ＝ ０ Ｄα

ｘ ｕ（ｘ，ｔ） ＋ ｘＤα
１ ｕ（ｘ，

ｔ） ＋ ｆ（ｘ，ｔ），ｘ ∈ ［０，１］，ｔ ＞ ０， 带有边值条件
ｕ（０，ｔ） ＝ ０
ｕ（１，ｔ） ＝ ０{ ，ｔ ∈ （０，１］， 以及初始条件： ｕ（ｘ，０） ＝ ０，ｘ ∈

［０，１］ ，其中精确解为 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｔ２ ｘ２ （１ － ｘ） ２ ，由分数阶导数的 Ｌｅｉｂｎｉｚ 公式［１６］ ： ａＤα
ｘ （φ（ｘ）ψ（ｘ）） ＝

∑
∞

ｋ ＝ ０

α
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷φ（ｋ） （ｘ） ａＤα－ｋ

ｘ ψ（ｘ） ， ｘＤα
ｂ （φ（ｘ）ψ（ｘ）） ＝ ∑

∞

ｋ ＝ ０

α
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷φ（ｋ） （ｘ） ｘＤα－ｋ

ｂ ψ（ｘ） ，其中
α
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ α（α － １）…（α －

ｋ ＋ １） ／ ｋ！ ，得到源项为： ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ２ｔｘ２ （１ － ｘ） ２ ＋ ｔ２ ［２（（１ － ｘ） ２ ｘ２ －α ＋ ｘ２ （１ － ｘ） ２ －α） ／ Γ（３ － α） － ４α（（１
－ ｘ）ｘ３ －α － ｘ（１ － ｘ） ３ －α） ／ Γ（４ － α） ＋ ２α（α － １）（ｘ４ －α ＋ （１ － ｘ） ４ －α） ／ Γ（５ － α）］ 。

取 α ＝ １ ８，分别将问题域 ［０，１］ 用规则节点 ｘｉ ＝ ｉｈ（ ｉ ＝ ０，１，２，…，５０） 和不规则节点划分，采用全

离散格式式（７）进行求解（计算中取 ｍ ＝ ５ ）。 从图 ３ 和图 ４ 中可以看出，无论是规则点，还是不等距节
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点，精确解和数值解吻合得很好。 表 ３ 和表 ４ 给出规则点和不规则点划分空间变量，时间步长变化时的

误差以及误差阶。
3.0
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1.0

2.5

1.5

0.5

0

u（
x,
1）

x
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

图 2 采用不规则点划分求解具有单侧导数
的方程的数值解与精确解

Fig.2 Numerical and exact solutions with left
fractional derivative for irregular distributed nodes

数值解 Numerical solutions
精确解 Exact solutions

表 ２　 采用不规则点划分求解具有单侧导数方程的
数值解与精确解的误差以及误差阶

Ｔａｂ． ２　 Ｅｒｒｏｒ ａｎｄ ｅｒｒｏｒ⁃ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ
ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｉｒｒｅｇｕｌａｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｎｏｄｅｓ

τ ε２ ｏｒｄｅｒ２ ε∞ ｏｒｄｅｒ∞

１ ／ １０ ２． １８４ １ｅ － ００２ — ３． ７０２ ５ｅ － ００２ —

１ ／ ２０ １． １１５ ４ｅ － ００２ ０． ９６９ ５ １． ８９０ ８ｅ － ００２ ０． ９６９ ５

１ ／ ４０ ５． ６３５ ９ｅ － ００３ ０． ９８４ ９ ９． ５５３ ５ｅ － ００３ ０． ９８４ ９

１ ／ ８０ ２． ８３２ ７ｅ － ００３ ０． ９９２ ５ ４． ８０１ ８ｅ － ００３ ０． ９９２ ５

１ ／ １６０ １． ４２０ １ｅ － ００３ ０． ９９６ ２ ２． ４０７ １ｅ － ００３ ０． ９９６ ２

１ ／ ３２０ ７． １０９ ６ｅ － ００４ ０． ９９８ １ １． ２０５ １ｅ － ００３ ０． ９９８ １

x
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图 3 采用规则点划分求解具有双侧导数的
方程的数值解与精确解

Fig.3 Numerical and exact solutions with two鄄side
fractional derivative for regular distributed nodes

数值解 Numerical solutions
精确解 Exact solutions

表 ３　 采用规则点划分求解具有双侧导数的方程的
数值解与精确解的误差以及误差阶

Ｔａｂ． ３　 Ｅｒｒｏｒ ａｎｄ ｅｒｒｏｒ⁃ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ
ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｒｅｇｕｌａｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｎｏｄｅｓ

τ ε２ ｏｒｄｅｒ２ ε∞ ｏｒｄｅｒ∞

１ ／ １０ ３． ８６７ ４ｅ － ００３ — ２． ８３８ ５ｅ － ００４ —

１ ／ ２０ １． ９３３ ７ｅ － ００３ １． ０００ ０ １． ４１９ ２ｅ － ００４ １． ０００ ０

１ ／ ４０ ９． ６６８ ６ｅ － ００４ １． ０００ ０ ７． ０９６ ２ｅ － ００５ １． ０００ ０

１ ／ ８０ ４． ８３４ ３ｅ － ００４ １． ０００ ０ ３． ５４８ １ｅ － ００５ １． ０００ ０

１ ／ １６０ ２． ４１７ ２ｅ － ００４ １． ０００ ０ １． ７７４ １ｅ － ００５ １． ０００ ０

１ ／ ３２０ １． ２０８ ７ｅ － ００４ ０． ９９９ ９ ８． ８７０ ７ｅ － ００６ １． ０００ ０

x
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图 4 不规则点划分求解具有双侧导数的
方程的数值解与精确解

Fig.4 Numerical and exact solutions with two鄄side
fractional derivative for irregular distributed nodes

数值解 Numerical solutions
精确解 Exact solutions

表 ４　 采用规则点划分求解具有双侧导数的方程的
数值解与精确解的误差以及误差阶

Ｔａｂ． ４　 Ｅｒｒｏｒ ａｎｄ ｅｒｒｏｒ⁃ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ
ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｉｒｒｅｇｕｌａｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｎｏｄｅｓ

τ ε２ ｏｒｄｅｒ２ ε∞ ｏｒｄｅ∞

１ ／ １０ ４． ８８３ ４ｅ － ００３ — ３． ０７３ ９ｅ － ００４ —

１ ／ ２０ ２． ４４１ ７ｅ － ００３ １． ０００ ０ １． ５３７ ０ｅ － ００４ １． ０００ ０

１ ／ ４０ １． ２２０ ８ｅ － ００３ １． ０００ １ ７． ６８４ ３ｅ － ００５ １． ０００ １

１ ／ ８０ ６． １０２ ８ｅ － ００４ １． ０００ ２ ３． ８４１ ６ｅ － ００５ １． ０００ ２

１ ／ １６０ ３． ０５０ ４ｅ － ００４ １． ０００ ５ １． ９２０ ２ｅ － ００５ １． ０００ ５

１ ／ ３２０ １． ５２４ ２ｅ － ００４ １． ０００ ９ ９． ５９４ ８ｅ － ００６ １． ０００ ９
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３　 结论
本文将基于多项式基点插值配置法处理带有双侧分数阶导数的空间分数阶微分方程， 在数值例子

中分别采用等间距节点以及不规则散点离散空间变量， 均得到了较好的逼近结果。 但是， 由于无网格

方法理论上的匮乏， 即使在讨论传统的整数阶微分方程时， 此方法在空间上的逼近阶数也不能得到保

证。 由于传统方法在不规则区域上的局限性， 在后续工作中， 笔者将继续探讨将其应用到二维不规则

区域上的空间分数阶微分方程。
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