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［摘要］ 将媒体报道量 Ｍ 视为时间 ｔ 的函数， 利用非连续函数 β ／ （１ ＋ εＭＩ） 来刻画媒体报道对传染率的

影响， 建立了一个分段光滑的 ＳＩＭ 传染病模型， 给出了模型的非负平衡点的存在性。 利用微分方程线性化

稳定性理论分析， 得到了系统的各平衡点局部稳定的阈值条件， 并进一步利用 Ｐｏｉｎｃａｒｅ⁃Ｂｅｎｄｉｘｏｎ 定理给出

了正平衡点全局渐近稳定的充分条件。
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０　 引言
媒体报道对疾病传播的影响的理论研究受到了越来越多学者的关注［１ － ８］ 。 很多学者都引入了媒体

影响因子函数来刻画媒体报道对感染率的影响， 如： 文献 ［１］ 讨论了一个受媒体影响的 ＥＩＨ 模型，
其中的媒体影响因子函数为 βｅ －α１Ｅ－α２Ｉ－α３Ｈ ， Ｅ，Ｉ，Ｈ 分别表示易感者、 感染者和住院者； 文献 ［２］ 引入

函数 βｅ －ｍＩ 作为媒体影响因子建立了 ＳＥＩ 模型， 讨论了模型的动力学性态； 文献 ［３ － ６］ 利用非线性

函数 （μ１ － μ２ ｆ（ Ｉ）） 描述了媒体报道对传染率的影响。 上述文献中出现的模型的一个共同假设是， 传

染病传播时， 媒介报道对传染病传播的影响发生在整个疾病传播过程中。 然而， 事实并非如此。 大多
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数情况下， 在一个新出现的传染病的初始阶段， 一般个人和公共大众媒体都不知道这种疾病。 媒体报

道、 信息处理和个人对信息的警觉反应只能随着感染个体的数量达到和超过某一水平而出现。 因此，
媒体报道对感染率的影响用非光滑或非连续函数描述更加合理。 文献 ［７］ 利用非光滑函数 ｆ（ Ｉ） ＝

ｅ －ｍＩ， ０ ＜ Ｉ ≤ Ｉｃ

ｅ －ｍＩｃ Ｉ ＞ Ｉｃ
{ 描述了媒体报道对感染率的影响， 其中 ｍ ＞ ０ 是媒体因子， 给出了模型的全局性

态。 文献 ［８］ 引入了非连续函数 ｆ（ Ｉ） ＝ ｅ －αεＩ ， 说明当感染者数量低于某一阈值时， 媒体报道的影

响可以忽略不计， 而当感染者超过这个阈值时， 媒体报道的增加使得人们减少了与感染者的接触而降

低了感染率， 其中

ε ＝
０， ０ ＜ Ｉ ≤ Ｉｃ，
１， Ｉ ＞ Ｉｃ。

{ （１）

　 　 然而， 媒体报道与传染率不单呈指数递减趋势， 媒体报道量与染病者的数量以及前期媒体报道的

多少有关。 文献 ［９］ 引入了媒体报道量随着时间变化的函数 Ｍ（ ｔ） ， 建立了一个非线性传染病模型

并进行了理论分析。
本文将媒体报道量 Ｍ 视为时间 ｔ 的函数， 利用分段连续函数 β ／ （１ ＋ εＭＩ） 来刻画媒体报道对感染

率的影响， 其中 ε 如式 （１） 所定义， 建立了一个与媒体报道有关且具有分段感染率的传染病模型，
并对其进行动力学分析， 以此来研究媒体报道对传染病模型的影响。

１　 模型的建立
首先将人群划分为易感者 Ｓ（ ｔ） 和感染者 Ｉ（ ｔ） ， Ｍ（ ｔ） 表示 ｔ 时刻的媒体报道量， 用 β ／ （１ ＋ εＭＩ）

来表示媒体报道对疾病传染病的消减作用， 则可得到如下的传染病模型：
ｄＳ（ ｔ） ／ ｄｔ ＝ Λ － βＳＩ ／ （１ ＋ εＭＩ） － μＳ ＋ γＩ，
ｄＩ（ ｔ） ／ ｄｔ ＝ βＳＩ ／ （１ ＋ εＭＩ） － γＩ － μＩ，
ｄＭ（ ｔ） ／ ｄｔ ＝ σＩ － τＭ，

{ （２）

其中 ε ＝
０， Ｉ ＜ ＩＣ，
１， Ｉ ＞ ＩＣ，{ 这里： Λ 是人口内禀增长数； β 是传染率； μ 是自然死亡率； γ 是疾病的恢复率；

σ 是染病者数量对媒体报道的影响率； τ 是媒体报道的衰减率； ＩＣ 是感染者的临界值。
系统 （２） 是分段光滑系统， 可将其分为两个系统， 令 Ｈ（Ｚ） ＝ Ｉ － ＩＣ ， 其中 Ｚ ＝ （Ｓ，Ｉ） Ｔ ， 当

Ｈ（Ｚ） ＜ ０ 时得到的系统称为 ＦＧ１
； 当 Ｈ（Ｚ） ＞ ０ 时得到的系统为 ＦＧ２

。 故系统 （２） 可写成如下的分

段光滑系统：

Ｚ（ ｔ） ＝
ＦＧ１

（Ｚ）， Ｚ ∈ Ｇ１ ，

ＦＧ２
（Ｚ）， Ｚ ∈ Ｇ２ ，{ （３）

对于系统 ＦＧ１
， 有 Ｇ１ ＝ ｛Ｚ ∈ Ｒ２

＋ ：Ｈ（Ｚ） ＜ ０｝ ； 对于系统 ＦＧ２
， 有 Ｇ２ ＝ ｛Ｚ ∈ Ｒ２

＋ ：Ｈ（Ｚ） ＞ ０｝ ， 其中

Ｒ２
＋ ＝ ｛Ｚ ＝ （Ｓ，Ｉ）：Ｓ ≥ ０，Ｉ ≥ ０｝ 。 系统的两个区域 Ｇ１ 和 Ｇ２ 的切换面为 Σ ＝ ｛Ｚ ∈ Ｒ２

＋ ：Ｈ（Ｚ） ＝ ０｝ 。
为了讨论分段光滑系统的各个平衡态， 做出如下定义。

定义 １　 对于分段光滑系统 （３）， 若点 Ｚ∗ 满足 ＦＧ１
（Ｚ∗） ＝ ０ ， Ｈ（Ｚ∗） ＜ ０ 或者 ＦＧ２

（Ｚ∗） ＝ ０ ，
Ｈ（Ｚ∗） ＞ ０ ， 那么称点 Ｚ∗ 为系统 （３） 的真平衡态； 如果点 Ｚ∗ 满足 ＦＧ１

（Ｚ∗） ＝ ０ ， Ｈ（Ｚ∗） ＞ ０ 或

者 ＦＧ２
（Ｚ∗） ＝ ０ ， Ｈ（Ｚ∗） ＜ ０ ， 那么称点 Ｚ∗ 为系统 （３） 的假平衡态。

２　 模型的分析
对于系统 ＦＧ１

和 ＦＧ２
， 解得其无病平衡点均为 Ｅ０ ＝ （Λ ／ μ，０，０） ， 基本再生数均为 Ｒ０ ＝ Λβ ／ （μ（γ ＋

·５６·
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μ））。 当 Ｒ０ ＞ １ 时， 系统 ＦＧ１
的正平衡点为： Ｅ１ ＝ （（γ ＋ μ） ／ β，（Λβ － μ（γ ＋ μ）） ／ （βμ），σ（Λβ － μ（γ ＋

μ）） ／ （τβμ））； 系统 ＦＧ２
的正平衡点 Ｅ２ 满足：

Λ － βＳＩ ／ （１ ＋ ＭＩ） － μＳ ＋ γＩ ＝ ０，
βＳＩ ／ （１ ＋ ＭＩ） － γＩ － μＩ ＝ ０，
σＩ － τＭ ＝ ０，

{ （４）

由式 （４） 第三式得 Ｍ ＝ σＩ ／ τ ， 由第二式得 Ｓ ＝ （γ ＋ μ）（１ ＋ ＭＩ） ／ β ， 代入到第一式得： ＡＩ２ ＋ ＢＩ ＋ Ｃ ＝
０ ， 其中： Ａ ＝ μσ（γ ＋ μ） ； Ｂ ＝ βτμ ； Ｃ ＝ τμ（γ ＋ μ） － βΛτ 。 由 Ｒ０ ＞ １ ， 有 Ａ ＞ ０ ， Ｂ ＞ ０ ， Ｃ ＜ ０，

此时 ＡＩ２ ＋ ＢＩ ＋ Ｃ ＝ ０ 有唯一正根 Ｉ∗ ＝ （ － Ｂ ＋ Ｂ２ － ４ＡＣ） ／ （２Ａ） ， 从而系统 ＦＧ２
存在正平衡点： Ｅ２ ＝

（（γ ＋ μ）（τ ＋ σＩ∗２ ） ／ （βτ），Ｉ∗，σＩ∗ ／ τ） 。
计算出平衡点之后， 根据感染者数目 Ｉ 和临界值 ＩＣ 的关系， 以下分两种情况讨论。
１） 在 Ｉ ＞ ＩＣ 这种情况下， Ｅ０ 是 ＦＧ２

的假平衡态。 当 Ｒ０ ＞ βＩＣ ／ （γ ＋ μ） ＋ １ ＋ σＩ２
Ｃ ／ τ 时， Ｅ２ 是系统

ＦＧ２
的真平衡态； 当 １ ＜ Ｒ０ ≤ βＩＣ ／ （γ ＋ μ） ＋ １ ＋ σＩ２

Ｃ ／ τ 时， Ｅ２ 是系统 ＦＧ２
的假平衡态。 事实上， 由 Ｉ ＞

ＩＣ ， 即 （ － Ｂ ＋ Ｂ２ － ４ＡＣ） ／ （２Ａ） ＞ ＩＣ ， 由此可推得 Ｒ０ ＞ βＩＣ ／ （γ ＋ μ） ＋ １ ＋ σＩ２
Ｃ ／ τ 。 由于 ＦＧ２

（Ｅ０ ） ＝
０ ， Ｈ（Ｅ０ ） ＜ ０ ， 故 Ｅ０ 是 ＦＧ２

的假平衡态。 又由于 ＦＧ２
（Ｅ２ ） ＝ ０ ， 当 Ｒ０ ＞ βＩＣ ／ （γ ＋ μ） ＋ １ ＋ σＩ２

Ｃ ／ τ 时，
Ｈ（Ｅ２ ） ＞ ０ ， 故 Ｅ２ 是 ＦＧ２

的真平衡态； 当 １ ＜ Ｒ０ ≤ βＩＣ ／ （γ ＋ μ） ＋ １ ＋ σＩ２
Ｃ ／ τ 时， Ｈ（Ｅ２ ） ＜ ０ ， 故 Ｅ２

是系统 ＦＧ２
的假平衡态。

２） 在 Ｉ ＜ ＩＣ 这种情况下， Ｅ０ 是 ＦＧ２
的真平衡态。 当 Ｒ０ ＞ βＩＣ ／ （γ ＋ μ） ＋ １ 时， Ｅ１ 是系统 ＦＧ１

的假

平衡态； 当 １ ＜ Ｒ０ ≤ βＩＣ ／ （γ ＋ μ） ＋ １ 时， Ｅ１ 是系统 ＦＧ１
的真平衡态。

定理 １　 对于子系统 ＦＧ１
， 当 Ｒ０ ＜ １ 时， 无病平衡点 Ｅ０ 是局部渐近稳定的； 当 Ｒ０ ＞ １ 时， 正平衡

点 Ｅ１ 是局部渐近稳定的。
证明　 令 Ｊ（Ｅ０ ） 和 Ｊ（Ｅ１ ） 分别为系统 ＦＧ１

在点 Ｅ０ 和 Ｅ１ 处的雅克比矩阵， 则 Ｊ（Ｅ０ ） ＝
－ μ － βΛ ／ μ ０

０ βΛ ／ μ － γ － μ ０
０ σ － τ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

。

当 Ｒ０ ＜ １ 时， βΛ ／ μ － γ － μ ＝ ［βΛ － μ（μ ＋ γ）］ ／ μ ＜ ０ ， 故 Ｅ０ 是局部渐近稳定的。

当 Ｒ０ ＞ １ 时， Ｊ（Ｅ１ ） ＝
－ ［βΛ － μ（μ ＋ γ）］ ／ μ － μ － μ ０

［βΛ － μ（μ ＋ γ）］ ／ μ ０ ０
０ σ － τ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

。 该矩阵的特征值 λ１ ＝ － τ ， λ２

和 λ３ 满足 λ２ ＋ ［（βΛ － μ（μ ＋ γ）） ／ μ ＋ μ］λ ＋ βΛ － μ（μ ＋ γ） ＝ ０ ， 则 λ２ ＋ λ３ ＝ － ｛［βΛ － μ（μ ＋ γ）］ ／ μ ＋
μ｝ ＜ ０ ， λ２λ３ ＝ βΛ － μ（μ ＋ γ） ＞ ０ ， 故所有特征值都具有负实部， 因此 Ｅ１ 是局部渐近稳定的。 定理

１ 证毕。
定理 ２　 对于子系统 ＦＧ２

， 当 Ｒ０ ＜ １ 时， 无病平衡点 Ｅ０ 是局部渐近稳定的； 当 Ｒ０ ＞ １ 时， 正平

衡点 Ｅ２ 是局部渐近稳定的。
证明　 类似于定理 １ 可知， 当 Ｒ０ ＜ １ 时， 无病平衡点 Ｅ０ 是局部渐近稳定的。 令 Ｊ（Ｅ２ ） 为系统 ＦＧ２

在点 Ｅ２ 处的雅克比矩阵， 则 Ｊ（Ｅ２ ） ＝
－ βτＩ∗ ／ （τ ＋ σＩ∗２ ） － μ － （γσＩ∗２ － μτ） ／ （τ ＋ σＩ∗２ ） ０

βτＩ∗ ／ （τ ＋ σＩ∗２ ） － σ（μ ＋ τ）Ｉ∗２ ／ （τ ＋ σＩ∗２ ） ０
０ σ － τ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

。

该矩阵的特征值 λ１ ＝ － τ ， λ２ 和 λ３ 满足 λ２ ＋ ［βτＩ∗ ／ （τ ＋ σＩ∗２ ） ＋ μ ＋ σ（μ ＋ τ） Ｉ∗２ ／ （τ ＋ σＩ∗２ ）］λ ＋
［（βτσμＩ∗３ ＋ βμτ２ Ｉ∗） ／ （τ ＋ σＩ∗２ ） ２ ］ ＋ ［μσ（μ ＋ γ） Ｉ∗２ ／ （τ ＋ σＩ∗２ ）］ ＝ ０ ， 则 λ２ ＋ λ３ ＝ － ｛βτＩ∗ ／
（τ ＋ σＩ∗２ ） ＋μ ＋ ［σ（μ ＋ τ） Ｉ∗２ ／ （τ ＋ σＩ∗２ ）］｝ ＜ ０ ， λ２λ３ ＝ ［（βτσμＩ∗３ ＋ βμτ２ Ｉ∗） ／ （τ ＋ σＩ∗２ ） ２ ］ ＋
［μσ（μ ＋ γ） Ｉ∗２ ／ （τ ＋ σＩ∗２ ）］ ＞ ０ ， 故所有特征值都具有负实部， 因此， Ｅ２ 是局部渐近稳定的。 定理 ２

·６６·
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证毕。
定理 ３　 当 １ ＜ Ｒ０ ＜ βＩＣ ／ （γ ＋ μ） ＋ １ 时， 正平衡点 Ｅ１ 是系统 （２） 的真平衡态且是全局渐近稳定

的； 当 Ｒ０ ＞ βＩＣ ／ （γ ＋ μ） ＋ １ ＋ σＩ２
Ｃ ／ τ 时， 正平衡点 Ｅ２ 是系统 （２） 的真平衡态且是全局渐近稳定的。

证明　 由定理 １ 和定理 ２ 可知， 正平衡点 Ｅ１ 和 Ｅ２ 分别是局部渐近稳定的， 由 Ｐｏｉｎｃａｒｅ⁃Ｂｅｎｄｉｘｏｎ
定理， 只需证明系统不存在极限环即可。

取 Ｄｕｌａｃ 函数 Ｂ ＝ １ ／ （ＳＩ） ， 则有： ＢＦ ＝ Λ ／ （ＳＩ） － β ／ （１ ＋ εＭＩ） － （μ ／ Ｉ） ＋ （γ ／ Ｓ） ， ＢＧ ＝ β ／ （１ ＋
εＭＩ） － （γ ／ Ｓ） － （μ ／ Ｓ） ， 可得： 当 Ｉ ＜ ＩＣ 时， ∂（ＢＦ） ／ ∂Ｓ ＋ ∂（ＢＧ） ／ ∂Ｉ ＝ － Λ ／ （Ｓ２ Ｉ） － （γ ／ Ｓ２ ） ＜ ０ ； 当

Ｉ ＞ ＩＣ 时， ∂（ＢＦ） ／ ∂Ｓ ＋ ∂（ＢＧ） ／ ∂Ｉ ＝ － Λ ／ （Ｓ２ Ｉ） － γ ／ Ｓ２ － βＭ ／ （１ ＋ ＭＩ） ２ ＜ ０ 。 故由 Ｄｕｌａｃ 准则知系统

（２） 不存在极限环。 所以， 在给定条件下， Ｅ１ 和 Ｅ２ 分别是全局渐近稳定的。 定理 ３ 证毕。

３　 结论
本文将媒体报道量 Ｍ 视为时间 ｔ 的函数， 媒体报道对传染率的影响利用分段连续函数 β ／ （１ ＋

εＭＩ） 来刻画。 利用微分方程线性化稳定性理论， 分析了系统的各平衡点的局部稳定性， 然后再利用

排除极限环的存在性， 证明了系统正平衡态的全局稳定性。 当 Ｒ０ ＜ １ 时， 无病平衡态 Ｅ０ 是局部渐近

稳定的； 当 Ｒ０ 满足 １ ＜ Ｒ０ ＜ βＩＣ ／ （γ ＋ μ） ＋ １ 时， 地方病 Ｅ１ 是系统 （２） 的真平衡态且是全局渐近稳

定的， 而 Ｅ２ 则是系统的假平衡态； 当 Ｒ０ 满足 Ｒ０ ＞ βＩＣ ／ （γ ＋ μ） ＋ １ ＋ σＩ２
Ｃ ／ τ 时， 地方病平衡点 Ｅ２ 是

系统 （２） 的真平衡态且是全局渐近稳定的， 而 Ｅ１ 则是系统的假平衡态。
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