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多智能体系统的固定时间和有限时间比例一致性

陈　 超， 赖艺芬

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 研究无向拓扑下多智能体系统的固定时间和有限时间的比例一致性问题。 利用集值映射、 微

分包含和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理论， 给出多智能体系统达到固定时间和有限时间比例一致的判别准则。 最后，
给出一个实例， 验证结论的可行性和有效性。
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０　 引言
自然界纷繁复杂， 人们经常能看到成群的动物聚集在一起， 比如蚁群、 牛群、 鸟群、 鱼群等。 这

些群体的规模有时达到成千上万， 而且有时并不存在一个统一的领导者， 但这些群体都具有集体捕食

和集体抵御天敌的能力， 生物的这种特性被称为 “群集行为”。 受此启发， 人们开始从不同的角度对

这种群集现象进行深入的研究， 提出了多智能体的概念， 多智能体系统的研究就是在这种应用需求下

应运而生的。 从群体行为的不同角度来看， 多智能体系统协同控制大概可以分为聚集问题、 蜂拥问

题、 编队问题等几类， 这几类问题可以看作是一致性问题的延伸和体现。 因此， 多智能体系统的一致

性问题是该研究的基础和热点。
多智能体的一致性问题［１ － ５］主要基于多智能体系统中各智能体相互之间的信息交换， 通过设计一

致性协议使得所有的智能体的状态趋于一致。 在实际应用中， 多智能体系统的收敛速度十分重要， 已
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有的很多一致性算法使得群体系统状态达到渐近稳定， 但实际系统的状态变量不可能在有限的时间内

达到平衡状态， 因而有限时间一致性问题具有很强的工程应用背景。 文献 ［６ － ８］ 研究了多智能体

系统的有限时间一致性问题。 尽管以上研究很好解决了多智能体系统的有限时间一致性问题， 但系统

的收敛时间都与智能体的初始状态有关， 当系统初始状态很大时， 系统收敛时间会受到较大的影响。
为了解决初始状态的问题， 多智能体系统的固定时间一致性问题得到了学者们的研究［９ － １３］ 。

相比于文献 ［６ － ８］， 本文提出一种新的协议， 即多智能体系统的收敛时间不再依赖于系统的初

始状态， 同时多智能体不再收敛于同一状态， 而是按照既定的比例收敛到不同的状态。

１　 预备知识及模型介绍
１􀆰 １　 图论

假设多智能体系统包含 ｎ 个智能体， 无向图 Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ，Ａ） 表示各个智能体之间进行信息交换的网络

拓扑， 有限非空集合 Ｖ ＝ ｖ１ ，ｖ２ ，…，ｖｎ
{ } 表示节点集， 其中 ｖｉ 表示第 ｉ 个智能体， Ｅ ⊆ Ｖ × Ｖ 表示边集。 图

Ｇ 的邻接矩阵 Ａ ＝ （ａｉｊ） ｎ×ｎ ， 其中 ａｉｉ ＝ ０ 。 如果 （ｖｉ，ｖｊ） ∉ Ｅ ， 那么 ａｉｊ ＝ ０ ， 否则 ａｉｊ ＞ ０ 。 顶点 ｖｉ 的度

ｄｉ 定义为与第 ｉ 个顶点相连的顶点的数目， 即有 ｄｉ ＝ ∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ ， 度矩阵表示为Ｄ ＝ ｄｉａｇ ｄ１ ，ｄ２ ，…，ｄｎ
{ } 。 图

Ｇ 的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵定义为 Ｌ ＝ （ｌｉｊ） ｎ×ｎ，Ｌ ＝ Ｄ － Ａ ， 其中 ｌｉｊ ＝
－ ａｉｊ， ｉ ≠ ｊ

∑
ｎ

ｐ≠ｉ
ａｉｐ， ｉ ＝ ｊ

ì

î

í

ïï

ïï
。

１􀆰 ２　 相关定义及引理

定义 １［１４］ 　 考虑下面的向量值非线性微分方程： ｄｘ ／ ｄｔ ＝ ｆ（ ｔ，ｘ），ｆ：Ｒ ＋ × Ｒｎ → Ｒｎ ， 其中 ｆ（ ｔ，ｘ） 关

于 ｘ 是非连续。 其集值映射定义为 Ｆ（ ｔ，ｘ） ＝ Ｉ
δ ＞ ０

Ｉ
μ（Ｎ） ＝ ０

ｃｏ｛ ｆ［Ｂ（ｘ，δ） ＼ Ｎ］｝ ， 其中， Ｂ（ｘ，δ） ＝

｛ｙ ｙ － ｘ ≤ δ｝ ， ｃｏ［·］ 表示凸闭包， μ（Ｎ） 表示集合 Ｎ 的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度。 若向量函数 Ｘ（ ｔ） ＝

（ｘ１ （ ｔ），ｘ２ （ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ）） Ｔ 在任意的子区间 ［ ｌ１ ，ｌ２ ］ 上是绝对连续的， 且满足以下微分包含： ｄｘ ／ ｄｔ ∈

Ｆ（ ｔ，ｘ） ， 则称向量值函数 Ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ１ （ ｔ），ｘ２ （ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ）） Ｔ 为上述向量值非线性微分方程定义在非

退化区间 Ｉ ⊂ Ｒ 上的 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 解。
定义 ２［１５］ 　 对于给定的控制器 ｕｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ ， 如果对于给定的任何初始值 ｘｉ（０），ｉ ＝ １，２，…，

ｎ ， 都存在一个与初始值有关的正数 Ｔ 以及固定的常数 Ｔｍａｘ ＞ ０ ， 且 Ｔ ＜ Ｔｍａｘ 。 对于任意的 ｉ ， ｊ ＝ １ ，
２ ， … ， ｎ ， 有： ｌｉｍ

ｔ→Ｔ
ｓｉｘｉ（ ｔ） － ｓ ｊｘ ｊ（ ｔ） ＝ ０，ｌｉｍ

ｔ→Ｔ
ｖｉ（ ｔ） ＝ ０ ， ｓｉｘｉ（ ｔ） ＝ ｓ ｊｘ ｊ（ ｔ），ｖｉ（ ｔ） ＝ ｖｊ（ ｔ），∀ｔ ≥ Ｔ ， 则

称闭环系统达到固定时间比例一致性， 其中 ｓｉ ＝ １ ， ２ ， … ， ｎ 为比例系数。
引理 １［１６］ 　 对于无向拓扑图 Ｇ ， 其 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵 Ｌ 具有以下性质： １） Ｌ 为半正定， 有一个特征

值为 ０ ， 如果无向图 Ｇ 是连通的， 则除 ０ 以外的特征值均正定； ２） Ｌ 的第二小特征值 λ２ （Ｌ） 满足：

λ２ （Ｌ） ＝ ｍｉｎ
ｘ ≠０，∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ ＝ ０

｛ｘＴＬｘ ／ ｘ ２ ｝ ＞ ０ ， 因此当 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ ＝ ０ 时， 有 ｘＴＬｘ ≥ λ２ （Ｌ）ｘＴｘ ； ３） 对于任意 ｘ ＝

（ｘ１ ，ｘ２ ，…，ｘｎ） Ｔ ， 有： ｘＴＬｘ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
（ａｉｊ（ｘ ｊ － ｘｉ） ２ ） ／ ２ 。

引理 ２［１７］ 　 假设 ｗ１ ，ｗ２ ，…，ｗＮ ≥ ０ ， ０ ＜ ｐ ≤ １ ， ｑ ＞ １ ， 则有 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｗｐ

ｉ ≥ （∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｗ ｉ）

ｐ
， ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｗｑ

ｉ ≥

Ｎ１ －ｑ（∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｗ ｉ） ｑ 。

·５１１·
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引理 ３［１８］ 　 对于给定的无向拓扑图 Ｇ ， 如果存在一个函数 ｇ：Ｒ２ → Ｒ ， 满足 ｇ（ｘｉ，ｘ ｊ） ＝ － ｇ（ｘ ｊ，

ｘｉ），∀ｉ，ｊ ∈ Ｉ，ｉ ≠ ｊ ， 则存在数列 ｙ１ ，ｙ２ ，…，ｙｎ ， 使得 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｊ∈Ｎｉ

（ａｉｊｙｉｇ（ｘｉ，ｘ ｊ）） ＝ － ∑
（ｖｉ，ｖｊ）∈Ｅ

［ａｉｊ（ｙ ｊ －

ｙｉ）ｇ（ｘ ｊ，ｘｉ）］ ／ ２ 。
引理 ４［１９］ 　 如果 Ｖ（ｘ（ ｔ））：Ｒｎ → Ｒ 是连续函数， ｘ（ ｔ）：［０， ＋∞ ） → Ｒｎ 在 ［０， ＋∞ ） 是 Ｃ － 正则的，

ｘ（ ｔ）：［０， ＋∞ ） → Ｒｎ 在 ［０， ＋∞ ） 的任意紧区间是完全连续的。 如果存在一个连续函数 Ｈ：（０， ＋∞ ） →
（０， ＋∞ ） ， 当 ζ ∈ （０， ＋∞ ） 时， Ｈ（ζ） ＞ ０ ， 使得右上导数 ＤＶ（ ｔ） ≤－ Ｈ（Ｖ（ ｔ）） 。 令 Ｈ（Ｖ） ＝ αＶｐ ＋
βＶｑ ， 则： １） 如果 ０ ≤ ｐ ， ｑ ＜ １ ， 则 Ｖ（ ｔ） 会在有限时间内达到 ０ ， 且收敛时间 Ｔ 满足 Ｔ ≤
ｍｉｎ｛Ｖ１ －ｐ（０） ／ （α（１ － ｐ）），Ｖ１ －ｑ（０） ／ （β（１ － ｑ））｝ ； ２） 如果 ｐ ＞ １ ， ０ ≤ ｑ ＜ １ ， 则 Ｖ（ ｔ） 会在固定时间

达到 ０ ， 且该时间 Ｔ 估计为 Ｔ ≤ Ｔｍａｘ ＝ １ ／ （α（ｐ － １）） ＋ １ ／ （β（１ － ｑ）） 。

２　 问题描述
考虑一个具有 ｎ 个智能体的多智能体系统， 智能体 ｉ 的动力学方程可写为：

ｘ̇ｉ（ ｔ） ＝ ｕｉ（ ｔ），ｉ ＝ １，２，…，ｎ， （１）
其中： ｘｉ（ ｔ） ∈ Ｒ 表示智能体 ｉ 的状态变量； ｕｉ（ ｔ） ∈ Ｒ 表示系统的控制输入。

设计如下的控制协议：

ｕｉ（ ｔ） ＝ α·∑
ｊ∈Ｎｉ

［ａｉｊｓｉｇ［（ｘ ｊ － ｘｉ）］ γ］ ＋ β·∑
ｊ∈Ｎｉ

［ａｉｊｓｉｇｎ（ｘ ｊ － ｘｉ）］， （２）

其中： α ＞ ０ 、 β ＞ ０ 表示控制增益； 参数 γ ＞ ０ ； ｓｉｇ［ｍ］ ｋ ＝ ｓｉｇｎ（ｍ）· ｍ ｋ，ｓｉｇｎ（·） 为符号函数。
定理 １　 在非连续控制协议 （２） 下， 如果 ０ ＜ γ ＜ １ ， 则多智能体系统 （１） 在任意初始条件下达到

有限时间比例一致性； 如果 γ ＞ １ ， 则多智能体系统 （１） 在任意初始条件下达到固定时间比例一致性。

证明　 因为 ｘ̇ｉ（ ｔ） ＝ α·∑
ｊ∈Ｎｉ

［ａｉｊｓｉｇ［（ｘ ｊ － ｘｉ）］ γ］ ＋ β·∑
ｊ∈Ｎｉ

［ａｉｊｓｉｇｎ（ｘ ｊ － ｘｉ）］ 是右端非连续的， 所有

由集值映射和微分包含理论可得 ｘｉ（ ｔ） ∈ α·∑
ｊ∈Ｎｉ

［ａｉｊｓｉｇ［（ｘ ｊ － ｘｉ）］ γ］ ＋ β·∑
ｊ∈Ｎｉ

［ａｉｊＳＩＧＮ（ｘ ｊ － ｘｉ）］ ， 其

中， ＳＩＧＮ（ｍ） ＝
－ １， ｍ ＜ ０

［ － １，１］， ｍ ＝ ０
１， ｍ ＞ ０

{ 。

定义状态误差 􀭰ｘｉ（ ｔ） ＝ ｘｉ（ ｔ） － ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ（ ｔ） ／ ｎ ， 则有

ｘ∸ｉ（ ｔ） ∈ α·∑
ｊ∈Ｎｉ

［ａｉｊｓｉｇ［（ 􀭰ｘ ｊ － 􀭰ｘｉ）］ γ］ ＋ β·∑
ｊ∈Ｎｉ

［ａｉｊＳＩＧＮ（ 􀭰ｘ ｊ － 􀭰ｘｉ）］。 （３）

选取 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数为：
Ｖ（ ｔ） ＝ ｘＴＳＴＳｘ ／ ２， （４）

其中 Ｓ ＝ ｄｉａｇ（ ｓｉ·ｓｉｇｎ（ ｓｉ）） 。
结合引理 １， 则有：

Ｖ
·

（ ｔ） ∈ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
｛ ｓｉ

􀭰ｘｉ · α·∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊｓｉｇ［（ ｓ ｊ
􀭰ｘ ｊ － ｓｉ

􀭰ｘｉ）］ γ ＋ β·∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊＳＩＧＮ（ ｓ ｊ
􀭰ｘ ｊ － ｓｉ

􀭰ｘｉ）{ }｝ ∈ α · ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
［ ｓｉ

􀭰ｘｉ ·

ａｉｊｓｉｇ［（ｓｊ
􀭰ｘｊ － ｓｉ

􀭰ｘｉ）］ γ］ ＋ β·∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
［ｓｉ

􀭰ｘｉ·ａｉｊＳＩＧＮ（ｓｊ
􀭰ｘｊ － ｓｉ

􀭰ｘｉ）］ ∈－ α·∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
［ａｉｊ（ｓｊ

􀭰ｘｊ － ｓｉ
􀭰ｘｉ）·ｓｉｇ［（ｓｊ

􀭰ｘｊ －

ｓｉ
􀭰ｘｉ）］ γ ／ ２］ － β·∑
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ｎ
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（ ｓ ｊ
􀭰ｘ ｊ － ｓｉ

􀭰ｘｉ） ２ ］ １ ／ ２ ／ ２ 。

记 Ａ＾ ＝ （ａ２ ／ （１＋γ）
ｉｊ ） ｎ×ｎ，Ａ～ ＝ （ａ２

ｉｊ） ｎ×ｎ ， 则： 当 ０ ＜ γ ＜ １ 时， 由引理 ２ 及引理 ３ 可知， Ｖ·（ｔ） ≤－ α·

［∑
ｎ

ｉ ＝１
∑

ｎ

ｊ ＝１
（ａ２ ／ （１＋γ）

ｉｊ ·（ｓｊ
􀭰ｘｊ － ｓｉ

􀭰ｘｉ）２）］（１＋γ） ／ ２ ／ ２ － β·［∑
ｎ

ｉ ＝１
∑

ｎ

ｊ ＝１
（ａ２

ｉｊ·（ｓｊ
􀭰ｘｊ － ｓｉ

􀭰ｘｉ）２）］１ ／ ２ ／ ２ ≤－ α·｛２λ２［Ｌ（Ａ＾ ）］｝（１＋γ） ／ ２·

［Ｖ（ ｔ）］ （１ ＋γ） ／ ２ ／ ２ － β·｛２λ２ ［Ｌ（ Ａ～ ）］｝ １ ／ ２·［Ｖ（ ｔ）］ １ ／ ２ ／ ２ ， 从而由引理 ４ 可知， 系统 （１） 达到有限时间比

例一致性， 且收敛时间满足：

Ｔ ≤ ｍｉｎ｛４Ｖ（１ －γ） ／ ２ （０） ／ ｛α·（１ － γ）｛２λ２ ［Ｌ（Ａ＾ ）］｝ （１ ＋γ） ／ ２ ｝，４Ｖ１ ／ ２ （０） ／ ｛β·｛２λ２ ［Ｌ（ Ａ～ ）］｝ １ ／ ２ ｝｝。（５）
当 γ ＞ １ 时， 由引理 ２ 及引理 ３ 可知，

Ｖ·（ ｔ） ≤－ ｎ１ －γ·α· ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
［ａ２ ／ （１ ＋γ）

ｉｊ ·（ ｓ ｊ
􀭰ｘ ｊ － ｓｉ

􀭰ｘｉ） ２ ］[ ]
（１ ＋γ） ／ ２ ／ ２ － β· ∑

ｎ

ｉ ＝１
∑

ｎ

ｊ ＝１
［ａ２

ｉｊ·（ｓｊ
􀭰ｘｊ － ｓｉ

􀭰ｘｉ）２］[ ]
１ ／ ２ ／ ２ ≤

－ ｎ１－γ·α·｛２λ２［Ｌ（Ａ＾ ）］｝（１＋γ） ／ ２·［Ｖ（ｔ）］（１＋γ） ／ ２ ／ ２ － β·｛２λ２［Ｌ（Ａ～ ）］｝１ ／ ２·［Ｖ（ ｔ）］ １ ／ ２ ／ ２ 。
从而由引理 ４ 可知， 系统 （１） 达到固定时间比例一致性， 且收敛时间满足

Ｔ ≤ Ｔｍａｘ ＝ ４ ／ ｛α·（γ － １）·ｎ１ －γ·｛２λ２ ［Ｌ（Ａ＾ ）］｝ （１ ＋γ） ／ ２ ｝ ＋ ４ ／ ｛β·｛２λ２ ［Ｌ（ Ａ～ ）］｝ １ ／ ２ ｝。 （６）
　 　 注 １　 多智能体系统 （１） 的固定时间一致性和有限时间一致性可以通过同一个控制器 （２） 来

获得， 而当控制器中的参数 γ 在不同范围取值时， 可以决定系统是达到固定时间一致还是有限时间一

致。 另外， 由于引入了比例系数， 使得多智能体不再收敛于同一状态， 而是按照既定的比例收敛到不

同的状态。 当比例系数等于 １ 时， 就是普通的一致性问题， 显然比例一致性比普通的一致性更有实际

意义。

３　 实例验证

图 1 多智能体通信拓扑结构

Fig.1 Topologies of multi鄄agent system communication

n 2 5

4 63

考虑由 ６ 个智能体组成的多智能体系统， ６
个智能体的连通拓扑图如图 １ 所示。

由通信拓扑图可得 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵为：

Ｌ ＝

２ － １ － １ ０ ０ ０
－ １ ３ － １ ０ － １ ０
－ １ － １ ３ － １ ０ ０

０ ０ － １ ３ － １ － １
０ － １ ０ － １ ３ － １
０ ０ ０ － １ － １ ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

。

　 　 假设智能体的初始状态为 ［ － ０． ５，０． ３，０． ２，
－ ０． １，０． ４，０． ３］ ， 控制增益分别为： α ＝ １ ， β ＝

１． ２， 比例系数为： ｓ１ ＝ － １． ３， ｓ２ ＝ － １． ３， ｓ３ ＝ ０． ３ ， ｓ４ ＝ ０． ３ ， ｓ５ ＝ １ ， ｓ６ ＝ １ ， 则可求得 λ２ ［Ｌ（Ａ＾ ）］ ＝

１， λ２ ［Ｌ（ Ａ～ ）］ ＝ １ 。 当 γ ＝ ０． ３ 时， 满足式 （５） ， 由定理 １ 可知， 多智能体将在有限时间内达到一

致； 当 γ ＝ ２ 时， 由式 （６） 不难得出 Ｔｍａｘ ＝ １０． ８４ ， 由定理 １ 可知， 多智能体将在固定时间达到一致。
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