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具有最小匹配能量的广义仙人掌图

洪成蹊， 晏卫根

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 为了研究具有最小匹配能量的广义仙人掌图的结构， 利用一些图形变换对图的匹配能量产生

影响的相关方法， 得到了具有最小匹配能量的广义仙人掌图的结构： 在所有顶点数、 边数、 块为圈的数目

和块为双圈图的数目都固定的广义仙人掌图中， Ｇ∗（ｎ，ｍ，ｒ，ｓ） 是匹配能量最小的图； 在所有顶点数和边数

都固定的广义仙人掌图中， Ｇ∗（ｎ，ｍ，１，（ｍ － ｎ） ／ ２） 或 Ｇ∗（ｎ，ｍ，０，（ｍ － ｎ ＋ １） ／ ２） 是匹配能量最小的图。
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０　 引言
设 Ｇ ＝ （Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ），φ（Ｇ）） 是一个简单图， 其中 Ｖ（Ｇ） ＝ ｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝ 为顶点集， Ｅ（Ｇ） 是不

与 Ｖ（Ｇ） 相交的边集。 设 Ｍ 是图 Ｇ 的边集 Ｅ（Ｇ） 的一个子集， 如果 Ｍ 中任意两条边均不相邻， 则称

Ｍ 是 Ｇ 的一个匹配。 如果 ｜ Ｍ ｜ ＝ ｋ，Ｍ 称为 Ｇ 的一个 ｋ － 匹配， 记 ｍ（Ｇ，ｋ） 为 Ｇ 的所有 ｋ － 匹配的数

目， 并且约定： ｍ（Ｇ，０） ＝ １ ； 当 ｋ ＜ ０ 或 ｋ ＞ ⌊ｎ ／ ２」 时， ｍ （Ｇ， ｋ） ＝ ０， 其中⌊·」表示取整函数。
定义 １［１ － ２］ 　 设 Ｇ 是一个 ｎ 个顶点的简单图， 则 Ｇ 的匹配多项式为

α（Ｇ，ｘ） ＝ ∑
ｋ≥０

（ － １） ｋｍ（Ｇ，ｋ）ｘｎ－２ｋ。 （１）

　 　 定义 ２　 设 Ｇ 和 Ｈ 为两个简单图， ｍ（Ｇ，ｋ） 和 ｍ（Ｈ，ｋ） 分别为 Ｇ 和 Ｈ 的 ｋ － 匹配数目， 定义： 对

所有的非负整数 ｋ， 都有 ｍ（Ｇ，ｋ） ≥ ｍ（Ｈ，ｋ）⇔Ｇ ≥ Ｈ 。 若 Ｇ≥Ｈ， 并且存在一些 ｋ， 使得 ｍ（Ｇ，ｋ） ＞
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ｍ（Ｈ，ｋ） ， 则记为 Ｇ ＞ Ｈ。
定义 ３［３］ 　 设 Ｇ 为一个简单图， ｍ（Ｇ，ｋ） 为 Ｇ 的 ｋ －匹配数目， ｋ ＝ ０，１，２，３，… ， 图 Ｇ 的匹配能量

定义为：

ＭＥ（Ｇ） ＝ ２∫∞

０
ｘ －２ ｌｎ ∑

ｋ≥０
ｍ（Ｇ，ｋ）ｘ２ｋ[ ]ｄｘ ／ π２。 （２）

　 　 Ｇｕｔｍａｎ 和 Ｗａｇｎｅｒ 也给出了以下结果。
定理 １［３］ 　 设 Ｇ 是一个 ｎ 个顶点的简单图， ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ 为其匹配多项式的根， 则 ＭＥ（Ｇ） ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｕｉ 。

由式 （２） 可以看出， 匹配能量的大小由匹配数 ｍ（Ｇ，ｋ） 决定。 根据匹配能量的定义， 明显地，
若 Ｇ≥Ｈ， 则 ＭＥ（Ｇ） ≥ ＭＥ（Ｈ） 。 若 Ｇ≥Ｈ， 并且存在一些 ｋ 使得 Ｇ ＞ Ｈ， 则 ＭＥ（Ｇ） ＞ ＭＥ（Ｈ） 。

在 ２０ 世纪 ８０ 年代， Ｇｕｔｍａｎ 分别刻画了单圈图［４］、 双圈图［５］、 三圈图［６］ 中具有最大匹配数 （匹
配能量） 的图的结构。 文献 ［３］ 证明了 Ｓ ＋

ｎ 是单圈图中匹配能量最小的图， 其中 Ｓ ＋
ｎ 是星图 Ｓｎ 连接

两个悬挂点后得到的图。 文献 ［７］ 分别刻画了给定连通度与色数的连通图具有最大匹配能量的图的

结构。
记 Ｃｎ 是 ｎ 个顶点的圈。 设 Ｐｐ ＋ １， Ｐｑ ＋ １ 和 Ｐ ｌ ＋ １ 分别表示顶点数为 ｐ ＋ １， ｑ ＋ １ 和 ｌ ＋ １ 的路。 把

Ｐｐ ＋ １， Ｐｑ ＋ １和 Ｐ ｌ ＋ １的三个起点和三个终点分别粘合在一起， 得到一个顶点数为 ｐ ＋ ｑ ＋ ｌ － １ 的双圈图，
记为 θ（ｐ，ｑ，ｌ） ， 其中 ｐ≥ｌ≥２， ｑ≥１。 定义广义仙人掌图是一个连通图， 它的块是边， 或者是圈图，
或者是双圈图。 设 ｎ，ｍ，ｒ，ｓ 是固定的非负整数， 且 ｍ － ｎ ＋ １ ＝ ｒ ＋ ２ｓ 。 把所有具有 ｎ 个顶点、 ｍ 条边

且块是圈的数目为 ｒ、 块是双圈图的数目为 ｓ 的广义仙人掌图的集合记为 Ｇ（ｎ，ｍ，ｒ，ｓ） ； 把所有具有 ｎ
个顶点与 ｍ 条边的广义仙人掌图的集合记为 Ｇ′（ｎ，ｍ） 。 显然， Ｇ（ｎ，ｍ，ｒ，ｓ） ⊆ Ｇ′（ｎ，ｍ） ， 且

∪ｒ≥０，ｓ≥０Ｇ（ｎ，ｍ，ｒ，ｓ） ＝ Ｇ′（ｎ，ｍ） 。
本文分别刻画了 Ｇ（ｎ，ｍ，ｒ，ｓ） 和 Ｇ′（ｎ，ｍ） 中具有最小匹配能量的图的结构。

１　 相关引理及方法
设 Ｇ 为一个简单图， ｄＧ（ｕ） 表示顶点 ｕ 在图 Ｇ 中的顶点度， ＮＧ（ｕ） 表示图 Ｇ 中与 ｕ 相邻的顶点集。
为了证明本文的主要结论， 先介绍以下一些引理。
引理 １［８］ 　 设图 Ｇ 是一个简单图， 若 Ｈ 是 Ｇ 的子图， 则 Ｇ≥Ｈ； 若 Ｈ 是 Ｇ 的真子图， 则 Ｇ ＞ Ｈ。
引理 ２［９］ 　 设图 Ｇ 是一个连通图， ｕｖ∈ Ｅ（Ｇ） 。 Ｇ′是由图 Ｇ 中收缩边 ｕｖ 再添加一条悬挂边后得到

的图。 若 ｄＧ（ｕ），ｄＧ（ｖ） ≥ ２ ， 并且 ＮＧ（ｕ） ∩ ＮＧ（ｖ） ＝ Ø ， 则 Ｇ ＞ Ｇ′。
引理 ３［９］ 　 设 Ｇ，Ｈ′，Ｈ″ 是三个顶点不交的连通图， 其中 ｕ，ｖ ∈ Ｖ（Ｇ） ， ｕ′ ∈ Ｖ（Ｈ′） ， ｖ′ ∈ Ｖ（Ｈ″），

Ｖ（Ｈ′） ， Ｖ（Ｈ″） ≥ ２ 。 Ｇｕ，ｖ，Ｇｕ 和 Ｇｖ 由 Ｇ， Ｈ′和 Ｈ″按以下规则得到： ⅰ） Ｇｕ，ｖ是由粘合 ｕ 和 ｕ′， 粘

合 ｖ 和 ｖ′后得到的图； ⅱ） Ｇｕ 是由顶点 ｕ′、 ｖ′和 ｕ 粘合后得到的图； ⅲ） Ｇｖ 是由顶点 ｕ′、 ｖ′和 ｖ 粘合

后得到的图。
若 Ｇ － ｕ≌Ｇ － ｖ， 则 Ｇｕ ≌ Ｇｖ 且 Ｇｕ，ｖ ＞ Ｇｕ 。
在下文中， 假设 Ｇ∗是 Ｇ（ｎ，ｍ，ｒ，ｓ） 中具有最小匹配能量的一个广义仙人掌图， 且 Ｇ∗是一个简单图。
引理 ４　 若 Ｃａ ＝ ｖ１ｖ２…ｖａｖ１ 是 Ｇ∗的一个块， 则 ａ ＝ ３。 特别地， 在 ｛ｖ１，ｖ２，ｖ３｝ 中至少有两个顶点

度为 ２。
证明　 假设 ａ≥４， 对 Ｃａ 中的一条边作引理 ２ 中的处理， 可以得到一个新图 Ｇ１， 且含有一个圈

Ｃａ － １作为它的块。 明显地， Ｇ１ ∈ Ｇ（ｎ，ｍ，ｒ，ｓ） ， 且 Ｇ∗ ＞ Ｇ１ 。 这和 Ｇ∗的匹配能量是最小的性质矛盾。
因此 ａ ＝ ３。

·４８３·
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图 1 G * 和 G′
Fig.1 Graphs G * and G′

若 ｄＧ∗（ｖ１） ≥ ３ ， ｄＧ∗（ｖ２） ≥ ３ ， 则 Ｇ∗有形

如图 １ａ 的结构， 其中 Ｖ（Ｈ１） ≥ ２， Ｖ（Ｈ２） ≥
２ 。 设 Ｇ′是形如图 １ｂ 的图。 显然地， Ｇ′ ∈ Ｇ（ｎ，
ｍ，ｒ，ｓ） 。 由引理 ３ 可知， Ｇ∗ ＞ Ｇ′。 这又和 Ｇ∗

的匹配能量是最小的性质矛盾。 因此， 在 ｛ｖ１，
ｖ２，ｖ３｝ 中至多有一个顶点的度超过 ２。 定理得

证。
引理 ５　 若 Ｇ∗的一个块是一个双圈图 θ（ｐ，

ｑ，ｌ） ， 其顶点集为 ｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｐ＋ｑ＋ｌ－１｝ ， 则 ｐ ＝ ２， ｑ ＝ １， ｌ ＝ ２。 特别地， 在 ｛ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｖ４｝ 中存在两个

顶点的度为 ２， 并且最多只有一个顶点的度超过 ３。
证明　 对 Ｇ∗中任意一个为双圈图 θ（ｐ，ｑ，ｌ ） 的块， 若 ｐ ＋ ｑ ＋ ｌ － １ ＞ ４ ， 那么重复使用引理 ２， 得

到一个含有双圈图 θ（２，１，２） 作为块的新图 Ｇ２。 显然， Ｇ２ ∈ Ｇ（ｎ，ｍ，ｒ，ｓ） 并且 Ｇ∗ ＞ Ｇ２。 这和 Ｇ∗的匹

配能量是最小的性质相矛盾。 由 ｐ ＋ ｑ ＋ ｌ － １ ≥ ４ ， 可以得到 ｐ ＋ ｑ ＋ ｌ － １ ＝ ４ ， 再由 ｐ≥ｌ≥２， ｑ≥１
可知， ｐ ＝ ２， ｑ ＝ １， ｌ ＝ ２。
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图 2 G*，G′，G1′和 G2′
Fig.2 Graphs G*，G′，G1′ and G2′

选择 Ｇ∗中任意一个为 θ（２，１，２） 的块， 其中

它的顶点集为 ｛ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｖ４｝ 。 假设在 θ（２，１，２）
中， ｖ１ 和 ｖ３ 是两个顶点度为 ３ 的顶点， ｖ２ 和 ｖ４
是两个顶点度为 ２ 的顶点。 若 ｄＧ∗（ｖ１） ≥ ４ ，
ｄＧ∗（ｖ３） ≥ ４ ， ｄＧ∗（ｖ２） ≥ ３ ， ｄＧ∗（ｖ４） ≥ ３ ， 则

Ｇ∗就有了形如图 ２ａ 的结构， 其中 Ｖ（Ｈ１） ≥
２ ， Ｖ（Ｈ２） ≥２ ， Ｖ（Ｈ３） ≥２ ， Ｖ（Ｈ４） ≥２ 。

设 Ｇ′是形如图 ２ｂ 的图。 显然， Ｇ′∈Ｇ（ｎ，ｍ，
ｒ，ｓ） 。 由引理 ３， 可以得到 Ｇ∗ ＞ Ｇ′， 这和 Ｇ∗的

匹配能量是最小的性质相矛盾。 因此， 在 ｛ｖ１，
ｖ２，ｖ３，ｖ４｝ 中至少一个顶点度为 ２， 一个顶点度为

３， 分别记 ｄＧ∗（ｖ４） ＝ ２ ， ｄ∗
Ｇ （ｖ３） ＝ ３ 。

将 Ｈ１ ∪ Ｈ３ 记为 Ｈ′， Ｈ２∪Ｈ４ 记为 Ｈ″， 其中

Ｖ（Ｈ′） ≥２ ， Ｖ（Ｈ″） ≥２ 。 设 Ｇ′１ 和 Ｇ′２ 分别

是形如图 ２（ｃ）和图 ２（ｄ）的图。
Ｇ′１， Ｇ′２ 和 Ｇ 的 ｋ －匹配集可以关于是否含有边 ｖ１ｖ３ 被分成两部分。 先证明以下的结论。
结论 １　 Ｇ′ ＞ Ｇ１ ′。
一方面， 由引理 ３， 可以得到 Ｇ′ － ｖ１ｖ３ ＞ Ｇ′１ － ｖ１ｖ３ 。 另一方面， Ｇ′１ － ｖ１ － ｖ３ 可以看成是 Ｇ′ － ｖ１ －

ｖ３ 的一个真子图。 因此， 再通过引理 １， 可以知道 Ｇ′ － ｖ１ － ｖ３ ＞ Ｇ′１ － ｖ１ － ｖ３ 。 Ｇ′１， Ｇ′２ 和 Ｇ′的ｋ －匹

配数分别可以表示为 ｍ（Ｇ′，ｋ） ＝ ｍ（Ｇ′ － ｖ１ｖ３，ｋ） ＋ ｍ（Ｇ′ － ｖ１ － ｖ３，ｋ － １） 和 ｍ（Ｇ′１，ｋ） ＝ ｍ（Ｇ′１ － ｖ１ｖ３，
ｋ） ＋ ｍ（Ｇ′１ － ｖ１ － ｖ３，ｋ － １） ， 其中 ｋ≥１。 因此， 结论 １ 得证。

结论 ２　 Ｇ′２ ＞ Ｇ′１。
同理可以发现， Ｇ′２ － ｖ１ｖ３ ≌ Ｇ′ － ｖ１ｖ３ ， Ｇ′１ － ｖ１ － ｖ３ 可以看成是 Ｇ′２ － ｖ１ － ｖ３ 的一个真子图。 同结

论 １ 的证明方法， Ｇ′２ ＞ Ｇ′１。
综上， Ｇ′１ 是上述 ４ 种图类中匹配能量最小的。 换言之， Ｇ∗和 Ｇ′１（如图 ２（ｃ））具有相同的结构，

可以看出对于 Ｇ∗中的任意一个双圈图 θ（２，１，２） ， 在它的 ４ 个顶点中存在两个顶点的度为 ２， 并且最

多只有一个顶点的度超过 ３。 引理得证。
引理 ６　 设 􀭹Ｇ， 􀭹Ｇ′分别是形如图 ３ 的结构， 则 􀭹Ｇ ＞ 􀭹Ｇ′。

·５８３·



集美大学学报 （自然科学版） 第 ２１ 卷

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

w1

w2

H
w1

w2

H

a) G軒 b) G軒′

图 3 G軗和G軗′

Fig.3 Graphs G軗 and G軗′

证明　 􀭹Ｇ 和 􀭹Ｇ′的 ｋ － 匹配集

可以关于是否含有边 ｗ１ｗ２ 被分成

两个部分。 可以发现 􀭹Ｇ － ｗ１ｗ２ ≌
􀭹Ｇ′ －ｗ１ｗ２ ， 并且 􀭹Ｇ′ － ｗ１ － ｗ２ 可

以被看成 􀭹Ｇ － ｗ１ － ｗ２ 的一个真子

图。 因此， 对所有的 ｋ ＞ ０， 都有

ｍ（ 􀭹Ｇ － ｗ１ｗ２，ｋ） ＝ ｍ（ 􀭹Ｇ′ － ｗ１ｗ２，
ｋ） 。 再由引理 １， 可以得到 􀭹Ｇ －
ｗ１ － ｗ２ ＞ 􀭹Ｇ′ － ｗ１ － ｗ２ ， 那么根

据定义， 就存在一些 ｋ， 使得

ｍ（ 􀭹Ｇ － ｗ１ － ｗ２，ｋ） ＞ ｍ（ 􀭹Ｇ′ － ｗ１ －
ｗ２，ｋ） 。 因此， 􀭹Ｇ ＞ 􀭹Ｇ′。 引理得证。

２　 主要结论
设 Ｓｎ ＋ １是 ｎ ＋ １ 个顶点的星图， 其中 ｕ 是 Ｓｎ ＋ １中最大度的顶点。 把 Ｓｎ ＋ １中的每一条边由三角形 Ｃ３

替换后得到的图记为 Ｓｎ＋１（Ｃ３） ； 把 Ｓｎ ＋ １中的每一条边由 θ（２，１，２） 替换， 并且每一个 θ（２，１，２） 的顶

点度为 ３ 的顶点和 ｕ 粘合形成的图记为 Ｓｎ＋１（θ（２，１，２）） 。 设 Ｇ∗（ｎ，ｍ，ｒ，ｓ） 是由 Ｓｒ＋１（Ｃ３） ， Ｓｓ＋１（θ（２，
１，２）） 和 Ｓｎ－２ｒ－３ｓ 经由它们各自的最大度的顶点和一个公共顶点 ｖ 相粘合后形成的图（如图 ４ａ）。 因此，
Ｇ∗（ｎ，ｍ，１，（ｍ － ｎ） ／ ２） （ｍ － ｎ 是偶数） 和 Ｇ∗（ｎ，ｍ，０，（ｍ － ｎ ＋ １） ／ ２） （ｍ － ｎ 是奇数） 分别形如图 ４ｂ
和图 ４ｃ。 显然， Ｇ∗（ｎ，ｍ，ｒ，ｓ） ∈ Ｇ（ｎ，ｍ，ｒ，ｓ） 。

r s

n-2r-3s-1

(m-n)/2

(5n-3m-6)/2 (5n-3m-5)/2

(m-n+1)/2

图 4 G*(n,m,r,s),G*(n,m,1,(m-n)/2)和 G*(n,m,0,(m-n+1)/2)
Fig.4 G*(n,m,r,s),G*(n,m,1,(m-n)/2) and G*(n,m,0,(m-n+1)/2)

c) G*(n,m,0,(m-n+1)/2)a) G*(n,m,r,s) b) G*(n,m,1,(m-n)/2)

定理 ２　 设对任意的图 Ｇ ∈ Ｇ（ｎ，ｍ，ｒ，ｓ） ， 且 ｎ≥２， ｍ≥１， ｍ≥ｎ － １， ｒ≥０， ｓ≥０， 则 Ｇ ≥
Ｇ∗（ｎ，ｍ，ｒ，ｓ） ， 等号成立当且仅当 Ｇ ≌ Ｇ∗（ｎ，ｍ，ｒ，ｓ） 。

证明　 由引理 ２， 可以将图 Ｇ 变换成由 ｒ 个 Ｃ３、 ｓ 个 θ（２，１，２） 和一些悬挂边组成的图。 再应用引

理 ４ 和引理 ５ 可知， Ｇ ≥ Ｇ∗（ｎ，ｍ，ｒ，ｓ） ， 等号成立当且仅当 Ｇ∗≌Ｇ。 定理得证。
对任意一个连通图 Ｇ ∈ Ｇ（ｎ，ｍ，ｒ，ｓ） ⊂ Ｇ′（ｎ，ｍ） ， 它的余秩为 ｍ － ｎ ＋１ ＝ ｒ ＋２ｓ。 显然， Ｇ′（ｎ，ｍ） ＝

∪
（ ｒ，ｓ）

Ｇ（ｎ，ｍ，ｒ，ｓ）， 其中 （ ｒ，ｓ） 取遍 ｍ － ｎ ＋ １ ＝ ｒ ＋ ２ｓ 的所有非负整数解。

定理 ３　 对任意的图 Ｇ ∈ Ｇ′（ｎ，ｍ） 和 ｎ≥２， ｍ≥１， ｍ≥ｎ － １， 有以下结论： ⅰ） 若 ｍ － ｎ ＋ １ 是

奇数， 则 Ｇ ≥ Ｇ∗（ｎ，ｍ，１，（ｍ － ｎ） ／ ２） ， 等号成立当且仅当 Ｇ ≌ Ｇ∗（ｎ，ｍ，１，（ｍ － ｎ） ／ ２） ； ⅱ） 若

ｍ － ｎ ＋ １是偶数， 则 Ｇ ≥ Ｇ∗（ｎ，ｍ，０，（ｍ － ｎ ＋ １） ／ ２） ， 等号成立当且仅当 Ｇ ≌ Ｇ∗（ｎ，ｍ，０，（ｍ － ｎ ＋
１） ／ ２） 。

证明　 记 ｍ － ｎ ＋ １ ＝ ｒ ＋ ２ｓ 的所有非负整数解为 （ ｒ１，ｓ１），（ ｒ２，ｓ２），…，（ ｒｋ，ｓｋ） ， 其中 ｋ ＝ ⌊（ｍ － ｎ ＋

·６８３·
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１） ／ ２」 ＋ １ ， 并且 ｒ１ ＜ ｒ２ ＜ … ＜ ｒｋ 。 若 ｍ － ｎ ＋ １ 是奇数， 则 （ ｒｉ，ｓｉ） ＝ （１ ＋ ２（ ｉ － １），（ｍ － ｎ） ／ ２ －
（ ｉ － １）） ， 其中 １ ≤ ｉ≤ ｋ ＝ ⌊（ｍ － ｎ ＋ １） ／ ２」 ＋ １，ｉ∈ Ｎ ＋ 。 若 ｍ － ｎ ＋ １ 是偶数， 则 （ ｒ ｊ，ｓ ｊ） ＝ （２（ ｊ －
１），（ｍ － ｎ ＋ １） ／ ２ － （ ｊ － １）） ， 其中 １ ≤ ｊ ≤ ｋ ＝ ⌊（ｍ － ｎ ＋ １） ／ ２」 ＋ １，ｊ ∈ Ｎ ＋ 。

上述这些解对应 Ｇ（ｎ，ｍ） 中 ｋ 类 Ｇ（ｎ，ｍ，ｒ１，ｓ１），Ｇ（ｎ，ｍ，ｒ２，ｓ２），…，Ｇ（ｎ，ｍ，ｒｋ，ｓｋ） 。 通过定理 ２，
这 ｋ 类图集也分别对应有各自的匹配能量最小的图 Ｇ∗（ｎ，ｍ，ｒ１，ｓ１），Ｇ∗（ｎ，ｍ，ｒ２，ｓ２），…，Ｇ∗（ｎ，ｍ，ｒｋ，
ｓｋ） 。 由引理 ６， 可以知道它们有以下的大小顺序： Ｇ∗（ｎ，ｍ，ｒｋ，ｓｋ） ＞ … ＞ Ｇ∗（ｎ，ｍ，ｒ２，ｓ２） ＞ Ｇ∗（ｎ，
ｍ，ｒ１，ｓ１） 。 因此， 对任意的图 Ｇ ∈ Ｇ（ｎ，ｍ，ｒ，ｓ） ， 若 ｍ － ｎ ＋ １ 是奇数， 则 Ｇ ≥ Ｇ∗（ｎ，ｍ，１， （ｍ －
ｎ） ／ ２） ； 若 ｍ － ｎ ＋ １ 是偶数， 则 Ｇ ≥ Ｇ∗（ｎ，ｍ，０，（ｍ － ｎ ＋ １） ／ ２） 。 定理得证。

推论 １　 对任意的图 Ｇ∈ Ｇ（ｎ，ｍ，ｒ，ｓ） ， 其中 ｎ≥２，ｍ≥１，ｍ≥ ｎ － １，ｒ≥０，ｓ≥０ ， 则 Ｇ∗（ｎ，ｍ，
ｒ，ｓ） 是 Ｇ（ｎ，ｍ，ｒ，ｓ） 中匹配能量最小的图。

推论 ２　 对任意的图 Ｇ ∈ Ｇ′（ｎ，ｍ） ， 其中 ｎ≥２， ｍ≥１， ｍ≥ｎ － １， 则有： ⅰ） 若 ｍ － ｎ ＋ １ 是奇

数， 则 Ｇ∗（ｎ，ｍ，１， （ｍ － ｎ） ／ ２） 是 Ｇ′（ｎ，ｍ） 中匹配能量最小的图； ⅱ） 若 ｍ － ｎ ＋ １ 是偶数， 则

Ｇ∗（ｎ，ｍ，０，（ｍ － ｎ ＋ １） ／ ２） 是 Ｇ′（ｎ，ｍ） 中匹配能量最小的图。
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