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时标上具有离散时滞的 Ｗｉｌｓｏｎ － Ｃｏｗａｎ 网络同步

李嘉敏， 宾红华， 黄振坤， 储理才

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 在时标上微积分理论的基础上研究了具有离散时滞的 Ｗｉｌｓｏｎ － Ｃｏｗａｎ 网络的全局指数型同步。
通过构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数， 运用线性矩阵不等式和 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积运算等方法， 得到了时标上具有离散时滞的

Ｗｉｌｓｏｎ － Ｃｏｗａｎ 网络全局指数型同步的充分条件， 即当系统满足定理 １ 中的线性矩阵不等式时可达到全局指

数型同步。
［关键词］ 时标； Ｗｉｌｓｏｎ － Ｃｏｗａｎ 网络； 指数型同步； Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数

［中图分类号］ Ｏ １９３

Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ Ｗｉｌｓｏｎ － Ｃｏｗａｎ Ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ
Ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ｄｅｌａｙｓ ｏｎ Ｔｉｍｅ Ｓｃａｌｅｓ

ＬＩ Ｊｉａｍｉｎ， ＢＩＮ Ｈｏｎｇｈｕａ， ＨＵＡＮＧ Ｚｈｅｎｋｕｎ， ＣＨＵ Ｌｉｃａｉ
（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ， Ｊｉｍｅｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｘｉａｍｅｎ ３６１０２１， Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｆｏｒ Ｗｉｌｓｏｎ － Ｃｏｗａｎ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｄｉｓ⁃
ｃｒｅｔｅ ｄｅｌａｙ ｗａｓ ｓｔｕｄｉｅｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｔｉｍｅ ｓｃａｌｅ ｃａｌｃｕｌｕｓ． Ｔｈｅ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｇｌｏｂａｌ ｅｘｐｏ⁃
ｎｅｎｔｉａｌ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ Ｗｉｌｓｏｎ － Ｃｏｗａｎ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｅｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ
ｕｓｉｎｇ ｌｉｎｅａｒ ｍａｔｒｉｘ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ ａｎｄ Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ． Ｔｈａｔ ｉｓ ｔｏ ｓａｙ， ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｃａｎ ａｃｈｉｅｖｅ ｔｈｅ
ｇｌｏｂａｌ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｗｈｅｎ ｉｔ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｍａｔｒｉｘ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｍ １．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｏｎ ｔｉｍｅ ｓｃａｌｅｓ； Ｗｉｌｓｏｎ － Ｃｏｗａｎ ｎｅｔｗｏｒｋｓ； ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ； Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

０　 引言
近年来， 复杂网络受到了诸多领域学者的关注并被广泛研究， 其中复杂网络的同步和控制更是一

个重要的研究方向， 相关的研究成果已经有很多： 文献 ［１ － ５］ 研究了几类典型复杂网络的同步和

一致性问题； 文献 ［６］ 考虑在连续情形下具有混和耦合的时滞神经网络同步问题； 文献 ［７］ 研究

了具有脉冲干扰的线性耦合神经网络指数同步； 文献 ［８］ 研究了复杂动力网络的混沌同步； 文献

［９］ 讨论了具有随机耦合的不连续时滞网络的全局同步。 上述文献中大部分的同步问题是在连续或

者离散情形下研究的， 但是在现实中， 很多的连续情形中必定会伴随一些离散情形。 因此， 将连续和

离散两种情形统一在一起是十分有必要的。 时标理论是解决此类实际问题的有力工具， 故该理论被研

究者们广泛应用在神经网络领域的研究中： 文献 ［１０］ 研究了时标上的时滞 ＢＡＭ 网络； 文献 ［１１］
则是借助时标上的微积分理论、 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数以及线性矩阵不等式等探讨了时标上具有离散时滞的复
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杂网络同步条件。 受文献 ［１１］ 的启发， 本文将连续与离散这两种情形结合在一起， 并在统一的框

架下得到目标系统的全局指数型同步， 研究了时标上具有离散时滞的 Ｗｉｌｓｏｎ － Ｃｏｗａｎ 网络， 得到了系

统达到全局指数型同步的充分条件。

１　 预备知识及模型简介
时标 Τ 是实数集 Ｒ 的任意一个非空子集。 前后跳算子 σ，ρ ∶ Τ → Τ ， 定义为 σ（ ｔ）∶＝ ｉｎｆ｛ ｓ ∈ Τ：

ｓ ＞ ｔ｝ ； ρ（ ｔ）∶＝ ｓｕｐ｛ ｓ ∈ Τ：ｓ ＜ ｔ｝ ； 距离函数 μ：Τ → Ｒ ＋ 定义为 μ（ ｔ）∶＝ σ（ ｔ） － ｔ 。
若 ｔ ＞ ｉｎｆ Τ 且 ρ（ ｔ） ＝ ｔ ， 则点 ｔ 为左稠密点； 若 ｔ ＜ ｓｕｐ Τ 且 σ（ ｔ） ＝ ｔ ， 则点 ｔ 为右稠密点； 若

ρ（ ｔ） ＜ ｔ ， 则为左扩散点； σ（ ｔ） ＞ ｔ ， 则为右扩散点。 如果 Τ 有最大的左扩散点 ｍ ， 则定义

Τｋ ∶＝ Τ －｛ｍ｝ 。 否则 Τｋ ＝ Τ 。
函数 ｆ：Τ→Ｒ如果满足时标 Τ上的右稠密点连续， 左稠密点处存在左极限， 则称此函数为右稠连

续函数。 右稠连续函数集合表示为 Ｃｒｄ ＝ Ｃｒｄ（Τ） ＝ Ｃｒｄ（Τ，Ｒ） 。 函数 ｆ：Τ → Ｒ 如果满足 １ ＋ μ（ｔ）ｆ（ｔ） ≠
０ ， ∀ｔ ∈ Τ ， 则该函数为回归函数。

定义 １［１２］ 　 对于函数 ｆ：Τ→Ｒ ， ｔ∈Τｋ ， 满足以下条件的 ｆ Δ（ ｔ） ， 即对任意的 ε ＞ ０ ， 存在 ｔ的邻

域 Ｕ ， 有 （ ｆ（σ（ ｔ）） － ｆ（ ｓ）） － ｆ Δ（ ｔ）（σ（ ｔ） － ｓ） ＜ ε σ（ ｔ） － ｓ ， ∀ｓ ∈ Ｕ ， 则称它为 ｆ 在 ｔ 处的

Δ － 导数。 若 ｆ Δ（ ｔ） 在所有 ｔ ∈ Τｋ 均存在， 则称 ｆ 是 Δ －可微的。
对任意的 ｔ ∈ Τｋ ， 可得 ｆ（σ（ ｔ）） ＝ ｆ（ ｔ） ＋ μ（ ｔ） ｆ Δ（ ｔ） 。 若 ｆ，ｇ 是两个可微函数， 则 ｆ·ｇ 的导数为

（ ｆ·ｇ） Δ ＝ ｆ Δ·ｇ ＋ ｆ σ·ｇΔ ＝ ｆ Δ·ｇσ ＋ ｆ·ｇΔ 。
定义 ２［１２］ 　 若函数 Ｆ， ｆ：Τｋ →Ｒ ， 满足 ＦΔ（ｔ） ＝ ｆ（ｔ），∀ｔ∈Τｋ ， 则称 Ｆ（ｔ） 为 ｆ（ｔ） 的原函数。 在这

种情形下， ｆ（ｔ） 的积分被定义为 ∫ ｔ

ａ
ｆ（ｓ）Δｓ ＝ Ｆ（ｔ） － Ｆ（ａ） ， ｔ∈Τｋ ， 显然有 ∫ ｔ

ａ
ｆ（ｓ）Δｓ( )

Δ
＝ ｆ（ｔ） ， ｔ∈Τｋ。

令 Ａ ＝ （ａｉｊ） １≤ｉ≤ｍ，１≤ｊ≤ｎ 是时标 Τ 上的 ｍ × ｎ 矩阵值函数， 若 Ａ 的每个分量在时标 Τ 上均为右稠连

续函数， 则称 Ａ 在时标 Τ 上右稠密连续。 若 Ａ 的每个分量在时标 Τ 上均 Δ － 可微， 则称 Ａ 在时标 Τ
上 Δ －可微， 在此种情形下有 ＡΔ（ ｔ） ＝ （ａΔ

ｉｊ （ ｔ）） １≤ｉ≤ｍ，１≤ｊ≤ｎ ， Ａσ（ ｔ） ＝ （ａσ
ｉｊ （ ｔ）） １≤ｉ≤ｍ，１≤ｊ≤ｎ 。

引理 １［１２］ 　 假设 Φ和 Ψ为 ｎ × ｎ 阶可微的矩阵值函数， 则有： １） （Φ ＋ Ψ） Δ ＝ ΦΔ ＋ ΨΔ ； ２）
（αΦ） Δ ＝ αΦΔ ， α 为常数； ３） （ΦΨ） Δ ＝ ΦΔΨσ ＋ ΦΨΔ。

定义运算􀱇： ｐ 􀱇 ｑ ∶ ＝ ｐ ＋ ｑ ＋ μｐｑ ， Θ ： Θｐ ＝ － ｐ ／ （１ ＋ μｐ）， 则 ｐΘｑ ＝ ｐ 􀱇 （Θｐ）， ｐΘｑ ＝ － （ｐ －
ｑ） ／ （１ ＋ μｑ）。回归且右稠连续函数的集合表示为Ｒ ＝ Ｒ（Τ） ＝ Ｒ（Τ，Ｒ） ，Ｒ ＋ ＝ Ｒ ＋ （Τ，Ｒ） ＝ ｛ ｆ ∈Ｒ：
１ ＋ μ（ ｔ） ｆ（ ｔ） ＞ ０，∀ｔ ∈ Τ｝。 若 ｆ ∈ Ｒ ＋， 则 Θｆ ∈ Ｒ ＋。

定义 ３［１２］ 　 若 ｐ ∈ Ｒ ， 指数函数 ｅｐ（ ｔ，ｓ） 定义为 ｅｐ（ ｔ，ｓ） ＝ ｅｘｐ ∫ ｔ

ｓ
ξμ（τ）（ｐ（τ））Δτ{ } ， ｓ，ｔ ∈ Τ ， 其

中 ξｈ（ ｚ） ＝ Ｌｏｇ（１ ＋ ｈｚ） ／ ｈ，ｈ ≠０
ｚ，ｈ ＝ ０{ ， Ｌｏｇ 为主对数函数。

引理 ２［１２］ 　 对任意给定的时标 Τ 和函数 ｐ ， 若 ｐ ∈ Ｒ ， 那么 ｅｐ（ ｔ，ｔ０） 是初值问题 ｙΔ ＝ ｐ（ ｔ）ｙ 、
ｙ（ ｔ０） ＝ １（ ｔ ∈ Τ） 的唯一解。

时标上指数函数的一些性质： １） ｅｐ（σ（ ｔ），ｓ） ＝ （１ ＋ ｐμ（ ｔ））ｅｐ（ ｔ，ｓ） ； ２） １ ／ ｅｐ（ ｔ，ｓ） ＝ ｅΘｐ（ ｔ，ｓ） ；
３） ｅΔｐ （ ｔ，ｔ０） ＝ （ｅｐ（ ｔ，ｔ０）） Δ ＝ ｐｅｐ（ ｔ，ｔ０） ； ４） ｅｐ（ ｔ，ｓ） ＞ ０ ， ｐ ∈ Ｒ ＋ 。

定义 ４　 若存在常数 ε ＞ ０，Ｍ ＞ ０ ， 对任意的 φｉ（ ｓ） ∈ Ｃ（［ － τ，０］ Τ，Ｒｎ） ， 存在常数 Ｈ ＞ ０ ， 使

得 ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ） ≤ ＭｅΘε（ ｔ，０） ， ｔ ＞ Ｈ ， ｉ，ｊ ＝ １，２，…，Ｎ ， 则称系统 （１） 达到全局指数型同步。
引理 ３［１３］ 　 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积有如下性质： １） （αΦ） 􀱋Ψ ＝ Φ􀱋（αΨ） ； ２） （Φ ＋ Ψ） 􀱋Ρ ＝ Φ􀱋Ρ ＋

Ψ􀱋 Ρ ； ３） （Φ􀱋 Ψ）（Ρ􀱋 Γ） ＝ （ΦΡ） 􀱋 （ΨΓ） ； ４） （Φ􀱋 Ψ） Ｔ ＝ ΦＴ 􀱋 ΨＴ 。
引理 ４［１４］ 　 令 Ｕ ＝ （αｉｊ） Ｎ×Ｎ ， Ｕ ＝ ＵＴ 且行和为零， Μ ∈ Ｒｎ×ｎ ， ｘ ＝ （ｘＴ

１，ｘＴ
２，…，ｘＴ

Ｎ） Ｔ ， 其中 ｘｉ ＝

·５７·
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（ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉｎ）Ｔ ∈Ｒｎ ， ｙ ＝ （ｙＴ
１，ｙＴ

２，…，ｙＴ
Ｎ）Ｔ ， ｙｉ ＝ （ｙｉ１，ｙｉ２，…，ｙｉｎ）Ｔ ∈Ｒｎ（ｉ ＝ １，２，…，Ｎ） ， 则有 ｘＴ（Ｕ􀱋

Μ）ｙ ＝ － ∑
１≤ｉ ＜ ｊ≤Ｎ

αｉｊ （ｘｉ － ｘ ｊ） ＴΜ（ｙｉ － ｙ ｊ） 。

引理 ５［１５］ 　 线性矩阵不等式： Φ（ｘ） Ω（ｘ）
Ω （ｘ） Ｔ Ψ（ｘ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＞ ０ ， 其中Φ（ｘ） ＝ Φ（ｘ） Ｔ，Ω（ｘ） ＝ Ω （ｘ） Ｔ ， 与

以下任一条等价： １） Φ（ｘ） ＞ ０，Ψ（ｘ） － Ω （ｘ） ＴΦ （ｘ） －１Ω（ｘ） ＞ ０ ； ２） Ψ（ｘ） ＞ ０，Φ（ｘ） － Ω（ｘ）Ψ
（ｘ） －１Ω （ｘ） Ｔ ＞ ０ 。

文中， 考虑具有离散时滞的 Ｗｉｌｓｏｎ － Ｃｏｗａｎ 网络［１６］ 模型， 其动力方程由以下时标上的微分方程

表示：

ｘΔ
ｉ （ ｔ） ＝ － Ｄｘｉ（ ｔ） ＋ ｆ Ｊ（ ｔ） ＋ Ａｘｉ（ ｔ） ＋ Ｂｘｉ（ ｔ － τ） ＋ Ρ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ωｉｊ（ｘ ｊ － ｘｉ）( )，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， （１）

其中 ｔ∈ Τ ， ｘｉ（ ｔ） ＝ （ｘｉ１（ ｔ），ｘｉ２（ ｔ），…，ｘｉｎ（ ｔ）） Ｔ ∈Ｒｎ 表示 ｉ 在时刻 ｔ 的状态， Ｄ 是内部耦合矩阵， Ｊ（ ｔ）
是外部输入函数， Ａ，Ｂ是节点状态内部的连接矩阵，Ρ∈Ｒ ｎ×ｎ 是任意矩阵， 表示所有节点的内部连接，
Ｗ ＝ （ωｉｊ） Ｎ×Ｎ 是外部耦合矩阵， 常数 τ 表示时滞， 系统 （１） 的初值 ｘｉ（ ｓ） ＝ φｉ（ ｓ） ∈ Ｃｒｄ（［ － τ，０］ Τ，
Ｒｎ），ｉ ＝ １，２，…，Ｎ 。

假设 １　 系统 （１） 中的外部耦合矩阵满足 ωｉｊ ＝ ωｊｉ ≥０（ｉ ≠ ｊ） ， ωｉｉ ＝ － ∑
Ｎ

ｊ ＝ １，ｊ≠ｉ
ωｉｊ（ｉ，ｊ ＝ １，２，…，Ｎ）。

假设 ２　 函数 ｆｉ（·）（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 满足： 存在常数 ｌｉ ＞ ０ ， 使得 ０ ≤ （ ｆｉ（ｕ） － ｆｉ（ｖ）） ／ （ｕ － ｖ） ≤
ｌｉ ， ∀ｕ，ｖ ∈ Ｒ ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ 。

注 １　 若 Τ ＝ Ｒ ， 系统 （１） 为：

ｄｘｉ（ ｔ） ／ ｄｔ ＝ － Ｄｘｉ（ ｔ） ＋ ｆ Ｊ（ ｔ） ＋ Ａｘｉ（ ｔ） ＋ Ｂｘｉ（ ｔ － τ） ＋ Ρ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ωｉｊ（ｘ ｊ － ｘｉ）( )，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， （２）

对 ｔ ∈ ［ ｔ０，∞ ） 。 若 Τ ＝ Ζ ， 系统 （１） 为

Δｘｉ（ ｔ） ＝ － Ｄｘｉ（ ｔ） ＋ ｆ Ｊ（ ｔ） ＋ Ａｘｉ（ ｔ） ＋ Ｂｘｉ（ ｔ － τ） ＋ Ρ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ωｉｊ（ｘ ｊ － ｘｉ）( )，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， （３）

对 ｔ ＝ ｋ ∈ Ζ ， τ ∈ Ν ， Δｘｉ（ｋ） ＝ ｘｉ（ｋ ＋ １） － ｘｉ（ｋ） 为向前差分。

２　 主要结果
本节讨论时标上具有离散时滞的Ｗｉｌｓｏｎ － Ｃｏｗａｎ 网络模型的全局指数型同步的充分条件。 令 ｘ（ｔ） ＝

（ｘＴ
１（ ｔ），ｘＴ

２（ ｔ），…，ｘＴ
Ｎ（ ｔ）） Ｔ ， Ｆ（ｘ（ ｔ）） ＝ （ ｆ Ｔ（ｘ１（ ｔ）），ｆ Ｔ（ｘ２（ ｔ）），…，ｆ Ｔ（ｘＮ（ ｔ））） Ｔ ， ｅＮ ＝ （１，１，…，

１） Ｔ
Ｎ×１， ＩＮ 为单位矩阵。 系统 （１） 表示为如下形式：

ｘΔ（ ｔ） ＝ － （ＩＮ 􀱋 Ｄ）ｘ（ ｔ） ＋ Ｆ（ｕ（ ｔ）），ｕ（ ｔ） ＝ （ＩＮ 􀱋 Ａ ＋ Ｗ 􀱋 Ρ）ｘ（ ｔ） ＋
（ＩＮ 􀱋 Ｂ）ｘ（ ｔ － τ） ＋ ｅＮ 􀱋 Ｊ（ ｔ）。 （４）

　 　 定理 １　 在假设 １、 假设 ２ 下， 存在 ｎ × ｎ阶正定矩阵Ξ ＞ ０，Φ ＞ ０ ， 对角矩阵 Ｌ ＝ ｄｉａｇ｛ ｌ１，ｌ２，…，
ｌｎ｝ ＞ ０ ， 且 ε ＞ ０ ， 使得

∑ ｉｊ
＝ Ω１ 􀱋 （１ ＋ με）Ξ ＋ Ω２ ＜ ０， （５）

其中： Ω１ ＝

－ ２Ｄ ＋ ＬＡ ＋ ＡＴＬ ＡＴＬ － Ｄ ＬＰ ＬＢ
ＬＡ － Ｄ Ｏ ＬＰ ＬＢ
ＰＴＬ ＰＴＬ Ｏ Ｏ
ＢＴＬ ＢＴＬ Ｏ Ｏ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， Ω２ ＝

２εΞ ＋ ｅε（ ｔ ＋ τ，ｔ）Φ Ｏ Ｏ Ｏ
Ｏ Ｏ Ｏ Ｏ
Ｏ Ｏ Ｏ Ｏ
Ｏ Ｏ Ｏ － Φ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

，

Ｏ ＝ ０ｎ×ｎ ， １ ≤ ｉ ＜ ｊ ≤ Ｎ ， 则系统 （４） 可达到全局指数型同步。
证明　 构造如下 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数 Ｖ（ ｔ） ＝ ２Ｖ１（ ｔ） ＋ Ｖ２（ ｔ） ， 其中： Ｖ１（ ｔ） ＝ ｅε（ ｔ，０）ｘＴ（ ｔ）（Ｕ 􀱋
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Ξ）ｘ（ ｔ）， Ｖ２（ ｔ） ＝ ∫ ｔ

ｔ －τ
ｅε（ ｓ ＋ τ，０）ｘＴ（ ｓ）（Ｕ􀱋Φ）ｘ（ ｓ）Δｓ ， 且 Ｕ ＝

Ｎ － １ － １ … － １
－ １ Ｎ － １ … － １
︙ ︙ … ︙
－ １ － １ … Ｎ － １

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

Ｎ×Ｎ

。 由

时标上的微积分理论， 可得：
ＶΔ

１ （ ｔ） ＝ ｅΔε （ ｔ，０）ｘＴ（ ｔ）（Ｕ 􀱋 Ξ）ｘ（ ｔ） ＋ ｅε（σ（ ｔ），０）［ｘＴ（ ｔ）（Ｕ 􀱋 Ξ）ｘ（ ｔ）］ Δ ＝
εｅε（ ｔ，０）ｘＴ（ ｔ）（Ｕ 􀱋 Ξ）ｘ（ ｔ） ＋ （１ ＋ με）ｅε（ ｔ，０）（ｘ（ ｔ） ＋ ｘ（σ（ ｔ））） Ｔ（Ｕ 􀱋 Ξ）ｘΔ（ ｔ） ＝

εｅε（ ｔ，０）ｘＴ（ ｔ）（Ｕ 􀱋 Ξ）ｘ（ ｔ） ＋ （１ ＋ με）ｅε（ ｔ，０）（ｘ（ ｔ） ＋ ｘ（σ（ ｔ））） Ｔ（Ｕ 􀱋 Ξ）
［ － （ＩＮ 􀱋 Ｄ）ｘ（ ｔ） ＋ Ｆ（ｕ（ ｔ））］ ＝

ｅε（ ｔ，０）ｘＴ（ ｔ）（Ｕ 􀱋 （εΞ））ｘ（ ｔ） ＋ ｅε（ ｔ，０）（ｘ（ ｔ） ＋ ｘ（σ（ ｔ））） Ｔ

［ － （Ｕ 􀱋 （１ ＋ με）（ΞＤ））ｘ（ ｔ） ＋ （Ｕ 􀱋 （１ ＋ με）Ξ）Ｆ（ｕ（ ｔ））］ ＝
ｅε（ ｔ，０）｛ｘＴ（ ｔ）［Ｕ 􀱋 （εΞ － （１ ＋ με）（ΞＤ））］ｘ（ ｔ） ＋ ｘＴ（ ｔ）（Ｕ 􀱋 （１ ＋ με）Ξ）

Ｆ（ｕ（ ｔ）） － ｘＴ（σ（ ｔ））（Ｕ 􀱋 （１ ＋ με）（ΞＤ））ｘ（ ｔ） ＋ ｘＴ（σ（ ｔ））（Ｕ 􀱋 （１ ＋ με）Ξ）Ｆ（ｕ（ ｔ））｝ ， （６）
同时有，

ＶΔ
１ （ ｔ） ＝ ｅΔε （ ｔ，０）ｘＴ（ ｔ）（Ｕ 􀱋 Ξ）ｘ（ ｔ） ＋ ｅε（σ（ ｔ），０）［ｘＴ（ ｔ）（Ｕ 􀱋 Ξ）ｘ（ ｔ）］ Δ ＝

εｅε（ ｔ，０）ｘＴ（ ｔ）（Ｕ 􀱋 Ξ）ｘ（ ｔ） ＋ （１ ＋ με）ｅε（ ｔ，０）ｘΔＴ（ ｔ）（Ｕ 􀱋 Ξ）（ｘ（ ｔ） ＋ ｘ（σ（ ｔ））） ＝
εｅε（ ｔ，０）ｘＴ（ ｔ）（Ｕ 􀱋 Ξ）ｘ（ ｔ） ＋ （１ ＋ με）ｅε（ ｔ，０）［ － ｘＴ（ ｔ）（ＩＮ 􀱋 Ｄ） ＋

ＦＴ（ｕ（ ｔ））］（Ｕ 􀱋 Ξ）（ｘ（ ｔ） ＋ ｘ（σ（ ｔ））） ＝
ｅε（ ｔ，０）ｘＴ（ ｔ）（Ｕ 􀱋 （εΞ））ｘ（ ｔ） ＋ ｅε（ ｔ，０）［ － ｘＴ（ ｔ）（Ｕ 􀱋 （１ ＋ με）（ΞＤ））ｘ（ ｔ） ＋

ＦＴ（ｕ（ ｔ））（Ｕ 􀱋 （１ ＋ με）Ξ）ｘ（σ（ ｔ）） －
ｘＴ（ ｔ）（Ｕ 􀱋 （１ ＋ με）（ΞＤ））ｘ（σ（ ｔ）） ＋ ＦＴ（ｕ（ ｔ））（Ｕ 􀱋 （１ ＋ με）Ξ）ｘ（ ｔ）］ ＝

ｅε（ ｔ，０）｛ｘＴ（ ｔ）［Ｕ 􀱋 （εΞ － （１ ＋ με）（ΞＤ））］ｘ（ ｔ） ＋ ＦＴ（ｕ（ ｔ））（Ｕ 􀱋 （１ ＋ με）Ξ）ｘ（ ｔ） －
ｘＴ（ ｔ）（Ｕ 􀱋 （１ ＋ με）（ΞＤ））ｘ（σ（ ｔ）） ＋ ＦＴ（ｕ（ ｔ））（Ｕ 􀱋 （１ ＋ με）Ξ）ｘ（σ（ ｔ））｝ ， （７）
ＶΔ

２ （ ｔ） ＝ ｅε（ ｔ，０）［ｘＴ（ ｔ）（Ｕ 􀱋 ｅε（ ｔ ＋ τ，ｔ）Φ）ｘ（ ｔ） － ｘＴ（ ｔ － τ）（Ｕ 􀱋 Φ）ｘ（ ｔ － τ）］。 （８）
由式 （６） —式 （８） 可得：

ＶΔ（ｔ）ｅΘε（ ｔ，０） ＝ ｘＴ（ ｔ）［Ｕ 􀱋 （２εΞ － ２（１ ＋ με）（ΞＤ）） ＋ ｅε（ ｔ ＋ τ，ｔ）Φ］ｘ（ｔ） ＋
ｘＴ（ｔ）（Ｕ 􀱋 （１ ＋ με）Ξ）Ｆ（ｕ（ｔ）） ＋ ＦＴ（ｕ（ｔ））（Ｕ 􀱋 （１ ＋ με）Ξ）ｘ（ｔ） －

ｘＴ（σ（ｔ））（Ｕ 􀱋 （１ ＋ με）（ΞＤ））ｘ（ ｔ） － ｘＴ（ ｔ）（Ｕ 􀱋 （１ ＋ με）（ΞＤ））ｘ（σ（ ｔ）） ＋
ｘＴ（σ（ ｔ））（Ｕ 􀱋 （１ ＋ με）Ξ）Ｆ（ｕ（ ｔ）） ＋ ＦＴ（ｕ（ ｔ））（Ｕ 􀱋 （１ ＋ με）Ξ）ｘ（σ（ ｔ）） －

ｘＴ（ ｔ － τ）（Ｕ 􀱋 Φ）ｘ（ ｔ － τ）。
由引理 ４ 可知，

ＶΔ（ｔ）ｅΘε（ｔ，０） ＝ ∑
１≤ｉ ＜ ｊ≤Ｎ

｛（ｘｉ（ｔ） － ｘｊ（ｔ））
Ｔ
［２εΞ － ２（１ ＋ με）（ΞＤ） ＋ ｅε（ｔ ＋ τ，ｔ）Φ］（ｘｉ（ｔ） － ｘｊ（ｔ）） ＋

（ｘｉ（ｔ） － ｘｊ（ｔ））Ｔ（（１ ＋ με）Ξ）（ｆ（ｕｉ（ｔ）） － ｆ（ｕｊ（ｔ））） ＋ （ｆ（ｕｉ（ｔ）） － ｆ（ｕｊ（ｔ）））Ｔ（（１ ＋ με）Ξ）（ｘｉ（ｔ） －
ｘｊ（ｔ）） － （ｘσｉ （ｔ） － ｘσｊ （ｔ））Ｔ（（１ ＋ με）（ΞＤ））（ｘｉ（ｔ） － ｘｊ（ｔ）） － （ｘｉ（ｔ）） － ｘｊ（ｔ））Ｔ（（１ ＋ με）（ΞＤ））（ｘσｉ （ｔ） －

ｘσ
ｊ （ ｔ）） ＋ （ｘσ

ｉ （ ｔ） － ｘσｊ （ｔ））Ｔ（（１ ＋ με）Ξ）（ｆ（ｕｉ（ｔ）） － ｆ（ｕｊ（ｔ））） ＋ （ｆ（ｕｉ（ｔ）） － ｆ（ｕｊ（ｔ）））Ｔ（（１ ＋
με）Ξ）（ｘσｉ （ｔ） － ｘσｊ （ｔ）） － （ｘｉ（ ｔ － τ） － ｘ ｊ（ ｔ － τ）） ＴΦ（ｘｉ（ ｔ － τ） － ｘ ｊ（ ｔ － τ））｝。

　 　 由假设 ２ 可得，
（ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）） Ｔ（（１ ＋ με）Ξ）（ ｆ（ｕｉ（ ｔ）） － ｆ（ｕ ｊ（ ｔ）） ≤

（ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）） Ｔ（（１ ＋ με）Ξ）Ｌ（ｕｉ（ ｔ） － ｕ ｊ（ ｔ）），ｕｉ（ ｔ） － ｕ ｊ（ ｔ） ＝ Ａ（ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）） ＋

Ｂ（ｘｉ（ ｔ － τ） － ｘ ｊ（ ｔ － τ）） ＋ ∑
Ｎ

ｓ ＝ １
（ωｉｓ － ω ｊｓ）Ｐｘｓ（ ｔ）。

·７７·
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（ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）） Ｔ（（１ ＋ με）Ξ）（ ｆ（ｕｉ（ ｔ）） － ｆ（ｕ ｊ（ ｔ））） ≤
（ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）） Ｔ（（１ ＋ με）Ξ）Ｌ［Ａ（ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）） ＋ Ｂ（ｘｉ（ ｔ － τ） － ｘ ｊ（ ｔ － τ）） ＋

∑
Ｎ

ｓ ＝ １
（ωｉｓ － ω ｊｓ）Ｐｘｓ（ ｔ）］，（ ｆ（ｕｉ（ ｔ）） － ｆ（ｕｊ（ｔ）））Ｔ（（１ ＋ με）Ξ）（ｘｉ（ｔ） － ｘｊ（ｔ）） ≤

［（ｘｉ（ｔ） － ｘｊ（ｔ））ＴＡＴ ＋ （ｘｉ（ｔ － τ） － ｘｊ（ｔ － τ））ＴＢＴ ＋ ∑
Ｎ

ｓ ＝１
（ωｉｓ － ω ｊｓ）ｘＴ

ｓ （ ｔ）ＰＴ］Ｌ（（１ ＋ με）Ξ）

（ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）），（ｘσ
ｉ （ ｔ） － ｘσ

ｊ （ ｔ）） Ｔ（（１ ＋ με）Ξ）（ ｆ（ｕｉ（ ｔ）） － ｆ（ｕ ｊ（ ｔ））） ≤
（ｘσ

ｉ （ ｔ） － ｘσ
ｊ （ ｔ）） Ｔ（（１ ＋ με）Ξ）Ｌ［Ａ（ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）） ＋ Ｂ（ｘｉ（ ｔ － τ） － ｘ ｊ（ ｔ － τ）） ＋

∑
Ｎ

ｓ ＝ １
（ωｉｓ － ω ｊｓ）Ｐｘｓ（ ｔ）］，（ ｆ（ｕｉ（ ｔ）） － ｆ（ｕ ｊ（ ｔ））） Ｔ（（１ ＋ με）Ξ）（ｘσ

ｉ （ ｔ） － ｘσ
ｊ （ ｔ）） ≤

［（ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）） ＴＡＴ ＋ （ｘｉ（ ｔ － τ） － ｘ ｊ（ ｔ － τ）） ＴＢＴ ＋ ∑
Ｎ

ｓ ＝ １
（ωｉｓ － ω ｊｓ）ｘＴ

ｓ （ ｔ）ＰＴ］

Ｌ（（１ ＋ με）Ξ）（ｘσ
ｉ （ ｔ） － ｘσ

ｊ （ ｔ））。
因此， ＶΔ（ ｔ）ｅΘε（ ｔ，０） ≤ ∑

１≤ｉ ＜ ｊ≤Ｎ
｛（ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）） Ｔ［２εΞ－ ２（１ ＋ με）（ΞＤ） ＋ ｅε（ ｔ ＋ τ，ｔ）Φ ＋ （１ ＋ με）ΞＬＡ

＋ ＡＴＬ（１ ＋ με）Ξ］（ｘｉ（ｔ） － ｘｊ（ｔ）） ＋ （ｘｉ（ｔ） － ｘｊ（ｔ））Ｔ［（１ ＋ με）ΞＬＢ］（ｘｉ（ｔ － τ） － ｘｊ（ｔ － τ）） ＋ （ｘｉ（ｔ） －

ｘｊ（ｔ））Ｔ［（１ ＋ με）ΞＬＰ］∑
Ｎ

ｓ ＝ １
（ωｉｓ － ωｊｓ）ｘｓ（ｔ） ＋ （ｘｉ（ｔ － τ） － ｘｊ（ｔ － τ））Ｔ［ＢＴＬ（１ ＋ με）Ξ］（ｘｉ（ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）） ＋

∑
Ｎ

ｓ ＝ １
（ωｉｓ － ω ｊｓ）ｘＴ

ｓ （ ｔ）［ＰＴＬ（１ ＋ με）Ξ］（ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）） ＋ （ｘσ
ｉ （ ｔ） － ｘσ

ｊ （ ｔ）） Ｔ［（１ ＋ με）ΞＬＡ －

（１ ＋ με）（ΞＤ）］（ｘｉ（ｔ） － ｘｊ（ｔ）） ＋ （ｘｉ（ｔ） － ｘｊ（ｔ））Ｔ［ＡＴＬ（１ ＋ με）Ξ － （１ ＋ με）（ΞＤ）］（ｘσｉ （ｔ） － ｘσｊ （ｔ）） ＋

（ｘσｉ （ｔ） － ｘσｊ （ｔ））Ｔ［（１ ＋ με）ΞＬＢ］（ｘｉ（ｔ － τ） － ｘｊ（ｔ － τ）） ＋ （ｘσｉ （ｔ） － ｘσｊ （ｔ））Ｔ［（１ ＋ με）ΞＬＰ］∑
Ｎ

ｓ ＝ １
（ωｉｓ －

ωｊｓ）ｘｓ（ｔ） ＋ （ｘｉ（ｔ － τ） － ｘｊ（ｔ － τ））Ｔ［ＢＴＬ（１ ＋ με）Ξ］（ｘσｉ （ｔ） － ｘσｊ （ｔ）） ＋ ∑
Ｎ

ｓ ＝ １
（ωｉｓ － ωｊｓ）ｘＴ

ｓ （ｔ）［ＰＴＬ（１ ＋

με）Ξ］（ｘσ
ｉ （ ｔ） － ｘσ

ｊ （ ｔ）） － （ｘｉ（ ｔ － τ） － ｘ ｊ（ ｔ － τ）） ＴΦ（ｘｉ（ ｔ － τ） － ｘ ｊ（ ｔ － τ））｝ ＝ ∑
１≤ｉ ＜ ｊ≤Ｎ

ηＴ
ｉｊ（ ｔ）∑ ｉｊ

ηｉｊ（ ｔ）。

令 ηｉｊ（ ｔ） ＝

ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）

ｘσ
ｉ （ ｔ） － ｘσ

ｊ （ ｔ）

∑
Ｎ

ｓ ＝ １
（ωｉｓ － ω ｊｓ）ｘｓ（ ｔ）

ｘｉ（ ｔ － τ） － ｘ ｊ（ ｔ － τ）

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

， ∑ ｉｊ
是定理 １ 中定义的。 因此有， ＶΔ（ ｔ）ｅΘε（ ｔ，０） ≤

∑
１≤ｉ ＜ ｊ≤Ｎ

ηＴ
ｉｊ（ ｔ）∑ ｉｊ

ηｉｊ（ ｔ） ＜ ０ ， 则 Ｖ（ ｔ） ＜ Ｖ（０） ， 即 Ｖ（ ｔ） 是一个有界函数。 故 ｅε（ ｔ，０）ｘＴ（ ｔ）（Ｕ 􀱋

Ξ）ｘ（ ｔ） 也是有界的， 所以有： λｍｉｎ（Ξ） ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ） ２ ≤ ∑
１≤ｉ ＜ ｊ≤Ｎ

（ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）） ＴΞ（ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）） ＝

Ｏ（ｅΘε（ ｔ，０）） ， 则系统 （４） 达到全局指数型同步。
若定理 １ 中的 ε 足够小， 则可得到推论 １。
推论 １　 在假设 １ 和假设 ２ 下， 存在 ｎ × ｎ 阶正定矩阵 Ξ ＞ ０，Φ ＞ ０ ， 对角矩阵 Ｌ ＝ ｄｉａｇ｛ ｌ１，ｌ２，

…，ｌｎ｝ ＞ ０ ， 使得∑ ｉｊ
＝ Ω１ 􀱋Ξ ＋ Ω２ ＜ ０ ， 其中 Ω１ ＝

－ ２Ｄ ＋ ＬＡ ＋ ＡＴＬ ＡＴＬ － Ｄ ＬＰ ＬＢ
ＬＡ － Ｄ Ｏ ＬＰ ＬＢ
ＰＴＬ ＰＴＬ Ｏ Ｏ
ＢＴＬ ＢＴＬ Ｏ Ｏ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

，

Ω２ ＝
Φ Ｏ Ｏ Ｏ
Ｏ Ｏ Ｏ Ｏ
Ｏ Ｏ Ｏ Ｏ
Ｏ Ｏ Ｏ － Φ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
， Ｏ ＝ ０ｎ×ｎ ， １ ≤ ｉ ＜ ｊ ≤ Ｎ ， 则系统 （４） 可达到全局指数型同步。
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定理 ２　 在假设 １ 和假设 ２ 成立的情况下， 存在 ｎ × ｎ 阶正定矩阵 Ξ ＞ ０，Φ ＞ ０ ， 对角矩阵 Ｌ ＝

ｄｉａｇ｛ ｌ１，ｌ２，…，ｌｎ｝ ＞ ０ ， 使得∑ ｉｊ
＝

－ ２ΞＤ ＋ ΞＬＡ ＋ ＡＴＬΞ ＋ Φ ＡＴＬΞ － ΞＤ ΞＬＰ ΞＬＢ
ΞＬＡ － ΞＤ Ｏ ΞＬＰ ΞＬＢ

ＰＴＬΞ ＰＴＬΞ Ｏ Ｏ
ＢＴＬΞ ＢＴＬΞ Ｏ － Φ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

＜ ０ ，

其中 Ｏ ＝ ０ｎ×ｎ，１ ≤ ｉ ＜ ｊ ≤ Ｎ ， 则系统 （２） 可达到全局指数型同步。
证明　 令 Τ ＝ ［ ｔ０，∞ ） ， 则 σ（ ｔ） ＝ ｔ，μ（ ｔ） ＝ ０ ， 对 ∀ｔ∈Τ 。 对系统 （２） 构造以下 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函

数 Ｖ（ ｔ） ＝ ２Ｖ１（ ｔ） ＋ Ｖ２（ ｔ） ， 其中 Ｖ１（ ｔ） ＝ ｅεｔｘＴ（ ｔ）（Ｕ 􀱋 Ξ）ｘ（ ｔ） ， Ｖ２（ ｔ） ＝ ∫ ｔ　

ｔ －τ
ｅε（ ｓ＋τ） ｘＴ（ ｓ）（Ｕ 􀱋

Φ）ｘ（ ｓ）Δｓ 。 其余证明过程和定理 １ 类似， 此处省略。
定理 ３　 在假设 １ 和假设 ２ 下， 存在 ｎ × ｎ 阶正定矩阵 Ξ ＞ ０，Φ ＞ ０ ， 对角矩阵 Ｌ ＝ ｄｉａｇ｛ ｌ１，ｌ２，

…，ｌｎ｝ ＞ ０ ， 且 ε ＞ ０ ， 使 得 ∑ ｉｊ
＝ Ω１ 􀱋 （１ ＋ ε）Ξ ＋ Ω２ ＜ ０ ， 其 中 Ω１ ＝

－ ２Ｄ ＋ ＬＡ ＋ ＡＴＬ ＡＴＬ － Ｄ ＬＰ ＬＢ
ＬＡ － Ｄ Ｏ ＬＰ ＬＢ
ＰＴＬ ＰＴＬ Ｏ Ｏ
ＢＴＬ ＢＴＬ Ｏ Ｏ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， Ω２ ＝

２εΞ ＋ （１ ＋ ε） τΦ Ｏ Ｏ Ｏ
Ｏ Ｏ Ｏ Ｏ
Ｏ Ｏ Ｏ Ｏ
Ｏ Ｏ Ｏ － Φ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

， Ｏ ＝ ０ｎ×ｎ ， １ ≤

ｉ ＜ ｊ ≤ Ｎ ， 则系统 （３） 可达到全局指数型同步。
证明　 令 Τ ＝ Ζ ， 则 σ（ｋ） ＝ ｋ ＋ １，μ（ｋ） ＝ １ ， 对 ∀ｔ ＝ ｋ∈ Τ 。 由引理 １ 可以得到， ｅε（ ｔ，０） ＝

（１ ＋ ε） ｋ ， ｅε（ ｔ ＋ τ，ｔ） ＝ （１ ＋ ε） τ 。 其余证明过程和定理 １ 类似， 此处省略。

３　 模拟例子
考虑系统 ｘΔ

ｉ （ ｔ） ＝ － Ｄｘｉ（ ｔ） ＋ ｆ（Ｊ（ ｔ） ＋ Ａｘｉ（ ｔ） ＋ Ｂｘｉ（ ｔ － τ） ＋ Ρ∑
１２

ｊ ＝ １
ωｉｊ（ｘ ｊ － ｘｉ）） ， ｉ ＝ １，２，…，１２，

其中 ｘｉ（ ｔ） ＝ （ｘｉ１（ ｔ），ｘｉ２（ ｔ）） Ｔ（ ｉ ＝ １，２，…，１２） 是第 ｉ 个子系统的状态向量， 激活函数 ｆ ｊ（ｘｉｊ（ ｔ）） ＝
ｔａｎｈ（ｘｉｊ（ ｔ））（ ｊ ＝ １，２） ， 可见其满足假设 １、 假设 ２ 条件。 时标选择 Τ ＝∪ｋ∈Ｚ［０． ０８ｋ，０． ０８ｋ ＋ ０． ０４］ ，

Ｗ ＝
Ｉ１１ － ｅ１１

－ ｅＴ
１１ １１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｐ ＝ ０． ３５ ０． １

０． １ ０． ４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， 其余参量 Ｄ ＝ １２　 － ０． １

－ ０． １ １０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ａ ＝ ２ － ０． １

－ １． ５ ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｂ ＝ － １． ５ － ０． ２
－ ０． １ － ３． ５

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｊ（ ｔ） ＝ ０

０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， τ ＝ １ ， 则系统状态分量差模拟图见图 １， 运用 Ｍａｔｌａｂ 中的 ＬＭＩ

工具箱， 可知式 （５） 可解。

图 1 系统(1)的同步误差 xin（t）-x1n（t）
Fig.1 Synchronization error xin（t）-x1n（t） of system (1)

x i1
（ t
） -

x 1
1（
t）

x i2
（ t
） -

x 1
2（
t）

t/s

-6

-4

-2

0

2

4

6

-6
-4
-2
0
2
4
6

-8

8

0 0.05 0.10 0.15 0.25 0.350.20 0.30

t/s

0 0.05 0.10 0.15 0.25 0.350.20 0.30
a） xi1（t）-x11（t） b） xi2（t）-x12（t）
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ｐｈｉａ， ＰＡ： ＳＩＡＭ， １９９４．

［１６］ ＡＨＭＡＤＩＺＡＤＥＨ Ｓ， ＮＥＳＩＣ Ｄ， ＦＲＥＥＳＴＯＮＥ Ｄ Ｒ， ｅｔ ａｌ． Ｏｎ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｏｆ Ｗｉｌｓｏｎ⁃Ｃｏｗａｎ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｓ
ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｕｓｉｖｅ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ［Ｊ］． Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ， ２０１６， ７１： １６９⁃１７８． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ａｕｔｏｍａｔｉｃａ． ２０１６． ０４． ０３０．

［１７］ ＢＯＨＮＥＲ Ｍ， ＰＥＴＥＲＳＯＮ Ａ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ ｄｙｎａｍｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｎ ｔｉｍｅ ｓｃａｌｅｓ ［Ｍ］． Ｂｏｓｔｏｎ： Ｂｉｒｋｈ Ｗａｕｓｅｒ， ２００３．

（责任编辑　 马建华　 英文审校　 黄振坤）
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