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具有非线性食饵收获的随机捕食－食饵模型

蓝桂杰， 付盈洁， 魏春金， 张树文

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 研究了具有非线性食饵收获的随机捕食－食饵模型的动力学行为。 首先获得对于任意的正初始

值， 系统都存在唯一的全局正解， 并且正解是随机有界的， 进而得到了系统的随机持久性、 灭绝性的充分

条件； 其次通过构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数， 证明了系统存在唯一的平稳分布且具有遍历性； 最后给出数值模拟来

验证本文的主要结果。
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０　 引言
长期以来， 捕食－食饵模型的动力学行为一直是生态学与生物数学的研究热点之一。 在过去的几

十年里， 已经提出了许多捕食－食饵模型， 并获得了许多丰富的研究成果［１ － ３］ 。 文献 ［１］ 提出了以下

模型

ｄｘ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ）［ ｒ１ － ａ１ ｘ（ ｔ） － ｂ１ ｙ（ ｔ）］ｄｔ，
ｄｙ（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ）［ ｒ２ － ｂ２ ｙ（ ｔ） ／ ｘ（ ｔ）］ｄｔ，{ （１）

其中： ｘ（ ｔ） ， ｙ（ ｔ） 分别表示食饵和捕食者在 ｔ 时刻的种群密度； 模型的所有参数都是正的； ｒ１ ， ｒ２ 分

别表示食饵和捕食者的内禀增长率； ａ１ 表示食饵种群的密度制约系数； ｂ１ 是捕食者对食饵的捕获率；
ｂ２ ｙ ／ ｘ 表示具有 Ｌｅｓｌｉｅｓ 形式的捕食者数量反应。 文献 ［１］ 得到了模型 （１） 存在唯一的全局渐进稳

定的正平衡态。 文献 ［３］ 指出， 在食饵 ｘ 严重稀缺的情况下， 捕食者有其他替代的食物来源， 但由
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于食饵 ｘ 不足， 捕食者的增长仍将受到限制。 所以将模型 （１） 的 ｂ２ ｙ ／ ｘ 修改为 ｂ２ ｙ ／ （ｋ２ ＋ ｘ） ， 其中

ｋ２ 为捕食者 ｙ 的环境容纳量。
在经济和生物方面， 食饵或捕食者或两者的收获又是另一个重要研究课题［４ － １６］ 。 捕获强度对种

群的动力学行为起到了非常重要的作用。 因此， 收获函数在描述捕食－食饵模型的动力学行为中起到

了关键的作用。 文献 ［４］ 指出， 非线性收获比常数收获和比例收获更贴近实际。 此外， 在现实生态

系统中， 各种形式的环境干扰都是无时不在、 无处不在的， 生态系统中的各个种群都会受到不同形式

和不同程度的环境干扰的影响。 近年来， 涌现出大量的文献致力于研究随机生物种群与随机传染病模

型的动力学性质， 并取得了丰富的研究成果［１１ － １８］ 。 本文假设只对食饵进行捕获， 而捕食者没有经济

价值， 构建以下随机捕食－食饵系统：
ｄｘ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ）［ ｒ１ － ａ１ ｘ（ ｔ） － ｂ１ ｙ（ ｔ） － ｆ ／ （１ ＋ ｗｘ（ ｔ））］ｄｔ ＋ σ１ ｘ（ ｔ）ｄＢ１ （ ｔ），
ｄｙ（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ）［ ｒ２ － ｂ２ ｙ（ ｔ） ／ （ｋ２ ＋ ｘ（ ｔ））］ｄｔ ＋ σ２ ｙ（ ｔ）ｄＢ２ （ ｔ），{ （２）

其中： ｆｘ（ ｔ） ／ （１ ＋ ｗｘ（ ｔ）） 是非线性收获函数， ｆ 是收获系数， ｗ 是一个合适的正常数； σ２
ｉ （ ｉ ＝ １，２） 表

示白噪声强度； Ｂ１ （ ｔ） ， Ｂ２ （ ｔ） 是互相独立的标准 ｍ 维布朗运动， 定义在带有滤子 Ｆｔ 并且满足通常条

件 （即 ｛Ｆｔ｝ ｔ≥０ 是右连续单调递增， 且 Ｆ０ 包含所有零测集） 的完备概率空间 （Ω，Ｆ，｛Ｆｔ｝ ｔ≥０ ，Ｐ） 上。

１　 预备知识
给出一些基本定义、 引理及定理。 为方便起见， 给出以下记号： Ｒｎ

＋ ＝ ｛（ａ１ ，ａ２ ，…，ａｎ） ∈Ｒｎ ｜ ａｉ ＞ ０，

ｉ ＝ １，２，…，ｎ｝， Ｘ（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘ２

ｉ 。

设 Ｂ（ ｔ） ＝ （Ｂ１ （ ｔ），…，Ｂｍ（ ｔ）） 是定义在上述概率空间上 ｍ 维标准布朗运动。 设 ０ ≤ ｔ０ ≤ Ｔ ＜ ∞ ，
Ｘ０ 是 Ｆｔ０可测的 Ｒｄ 值的随机变量， 且 Ｅ［Ｘ２

０ ］ ＜ ∞ 。 设 ｆ：Ｒｄ × ［ ｔ０ ，Ｔ］ → Ｒｄ 和 ｇ：Ｒｄ × ［ ｔ０ ，Ｔ］ → Ｒｄ×ｍ

都是 Ｂｏｒｅｌ 可测函数。 设初值为 Ｘ（ ｔ０ ） ＝ Ｘ０ 的 ｄ 维随机微分方程

ｄＸ（ ｔ） ＝ ｆ（Ｘ（ ｔ），ｔ）ｄｔ ＋ ｇ（Ｘ（ ｔ），ｔ）ｄＢ（ ｔ）， ｔ０ ≤ ｔ ≤ Ｔ。 （３）
　 　 定理 １［１９ － ２０］ （存在唯一性定理） 　 假设函数 ｆ：Ｒｄ × ［ ｔ０ ，Ｔ］ → Ｒｄ 和 ｇ：Ｒｄ × ［ ｔ０ ，Ｔ］ → Ｒｄ×ｍ 关于

（Ｘ，ｔ） ∈ Ｒｄ × ［ ｔ０ ，Ｔ］ 可测。 且关于 Ｘ 满足局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件和线性增长条件。 即存在 ｃｋ ＞ ０（ｋ ＝ １，
２，…） ， 使得当 ∀Ｘ，Ｙ ∈ Ｒｄ 且 Ｘ ∨ Ｙ ≤ ｋ 满足不等式： ｆ（Ｘ，ｔ） － ｆ（Ｙ，ｔ） ∨ ｇ（Ｘ，ｔ） － ｇ（Ｙ，ｔ） ≤
ｃｋ Ｘ － Ｙ 。 同时存在 ｃ ＞ ０， 满足 ｆ（Ｘ，ｔ） ∨ ｇ（Ｘ，ｔ） ≤ ｃ（１ ＋ Ｘ ） ， 则随机微分方程 （３） 存在唯

一连续的全局解 Ｘ（ ｔ）（ ｔ ∈ ［ ｔ０ ，Ｔ）） 。 且对每个 ｐ ＞ ０， 有 Ｅ［ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤Ｔ

Ｘ（ ｓ；Ｘ０ ） ｐ］ ＜ ∞ 。

定理 ２［１９ － ２０］ （ Ｉｔô 公式） 　 设 Ｘ（ ｔ）（ ｔ ≥ ０） 是方程 （ ３ ） 的解。 Ｖ ∈ Ｃ２，１ （Ｒｎ × Ｒ ＋ ；Ｒ） ， 则

Ｖ（Ｘ（ ｔ），ｔ） 仍 是 Ｉｔô 过 程， 具 有 随 机 微 分 ｄＶ（Ｘ（ ｔ），ｔ） ＝ （Ｖｔ（Ｘ（ ｔ），ｔ） ＋ ＶＸ（Ｘ（ ｔ），ｔ） ｆ（ ｔ） ＋
０􀆰 ５ｔｒａｃｅ［ｇＴ（ ｔ）ＶＸＸ（Ｘ（ ｔ），ｔ）ｇ（ ｔ）］）ｄｔ ＋ ＶＸ（Ｘ（ ｔ），ｔ）ｇ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ），ａ． ｓ． ， 称此式为 Ｉｔô 公式。

定理 ３［１９ － ２０］ （随机微分方程比较定理） 　 设 ｘｉ（ ｔ）（ ｉ ＝ １，２） 分别是随机微分方程 ｄｘｉ（ ｔ） ＝
ｆｉ（ｘｉ（ ｔ）， ｔ）ｄｔ ＋ ｇ（ｘｉ（ ｔ），ｔ）ｄＢ（ ｔ） 的解， 其中 ｆ（ｘ，ｔ） ∈ Ｃ（［０， ＋∞ ） × Ｒ），ｇ（ｘ，ｔ） ∈ Ｃ（［０， ＋ ∞ ） × Ｒ）。

若满足： １ ） 存在定义在 ［０， ＋∞ ） 上满足 ρ（０） ＝ ０ 及 ∫ ＋∞

０ ＋
ρ（ ｓ）ｄｓ ＝ ∞ 的函数 ρ（ ｓ） ， 使得

ｇ（ｘ，ｔ） － ｇ（ｙ，ｔ） ≤ ρ（ ｘ － ｙ ），ｘ，ｙ ∈ Ｒ，ｔ ≥ ０； ２） ｆ１ （ｘ，ｔ） ≤ ｆ２ （ｘ，ｔ），ｘ ∈ Ｒ，ｔ ≥ ０ ； ３） ｘ１ （０） ≤
ｘ２ （０） ， 则依概率 １ 有 ｘ１ （ ｔ） ≤ ｘ２ （ ｔ），ｔ ≥ ０ 。

定义 １［２１］ 　 设 Ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） 是方程 （１） 满足初值 Ｘ（０） ＝ （ｘ（０），ｙ（０）） ∈ Ｒ２
＋ 的解。 若

∀ε ∈ （０，１） ， ∃δ ＝ δ（ε） ＞ ０ ， 使得 ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｐ｛ Ｘ（ ｔ） ＞ δ｝ ＜ ε 成立， 则称 Ｘ（ ｔ） 是随机一致有界。

定义 ２［２１］ 　 设 Ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） 是方程 （１） 满足初值 （ｘ（０），ｙ（０）） ∈ Ｒ２
＋ 的解。 若 ∀ε ∈

（０，１） ， ∃δ ＝ δ（ε） ＞ ０ 和 γ ＝ γ（ε） ＞ ０ ， 使得 ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｐ｛ Ｘ（ｔ） ≥ δ｝ ≥ １ － ε 和 ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｐ｛ Ｘ（ｔ） ≤ γ｝ ≥

·６８３·
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１ － ε 成立， 则称 Ｘ（ ｔ） 是随机持久的。
定义 ３［２２］ 　 设 ｘ（ ｔ） 是系统 （１） 的任意解， 则： １） 若 ｌｉｍ

ｔ→ ＋∞
ｘ（ ｔ） ＝ ０ ， 则称种群 ｘ（ ｔ） 为灭绝的；

２） 若 ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→ ＋∞

ｔ －１∫ ｔ

０
ｘ（ ｓ）ｄｓ ＞ ０ ， 则称种群 ｘ（ ｔ） 为平均持续生存的。

考虑下列随机微分方程

ｄＸ（ ｔ） ＝ Ｘ（ ｔ）［ ｒ１ － ａ１ Ｘ（ ｔ）］ｄｔ ＋ σＸ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ）， （４）
其中 ｒ１ ，ａ１ ，σ 都是正常数， Ｂ（ ｔ） 是标准的布朗运动。

引理 １［２２］ 　 Ｘ（ｔ） 是方程 （４） 的解， 并且满足初始值 Ｘ（０） ＞ ０ ， 当 ｒ１ ＞ ０． ５σ２ ， 则 ｌｉｍ
ｔ→∞

ｔ －１ｌｎ Ｘ（ｔ） ＝

０，ａ． ｓ． ， ｌｉｍ
ｔ→∞

ｔ －１∫ ｔ

０
Ｘ（ ｓ）ｄｓ ＝ （ ｒ１ － ０． ５σ２ ） ／ ａ１ ，ａ． ｓ． 。

设 Ｘ（ ｔ） 是 Ｅ ｌ（ ｌ 维欧几里得空间） 中的一个 Ｍａｒｋｏｖ 自治过程， 满足下列随机微分方程 ｄＸ（ ｔ） ＝

ｂ（Ｘ）ｄｔ ＋ ∑
ｋ

ｓ ＝ １
ｇｉ

ｓ（Ｘ）ｄＢｓ（ ｔ） 。 其扩散矩阵为 Ａ（Ｘ） ＝ ａｉｊ（Ｘ）， ａｉｊ（Ｘ） ＝ ∑
ｋ

ｓ ＝ １
ｇｉ

ｓ（Ｘ）ｇ ｊ
ｓ（Ｘ）。

作如下假设， （Ａ） 存在具有正则边界 Γ 的有界区域 Ｕ⊂Ｅ ｌ， 具有如下性质： （Ａ１） 在 Ｕ 和它的

一些邻域， 扩散矩阵 Ａ（Ｘ） 的最小特征值是非零的； （Ａ２） 当 Ｘ∈Ｅ ｌ ＼ Ｕ 时， 从 Ｘ 出发的轨道到达集

合 Ｕ 的平均时间 τ 是有限的， 且对每个紧子集 Ｋ⊂Ｅ ｌ 有 ｓｕｐ
Ｘ∈Ｋ

ＥＸτ ＜ ∞ 。

引理 ２［２３］ 　 如果假设 （Ａ） 成立， 则 Ｍａｒｋｏｖ 过程 Ｘ（ ｔ） 存在平稳分布 μ（·） 。 令 ｆ（·） 是关于测度

μ 可积的函数， 则有如下结论成立： Ｐｘ｛ ｌｉｍ
Ｔ→∞

Ｔ －１∫ Ｔ

０
ｆ（Ｘ（ ｔ））ｄｔ ＝ ∫

Ｅｌ

ｆ（ｘ）μ（ｄｘ）｝ ＝ １，ｘ ∈ Ｅ ｌ 。

为了验证 （Ａ１） 成立， 只需证明 Ｌ 在 Ｕ 中是一致椭圆的， 其中 ＬＶ ＝ ｂ（Ｘ）ＶＸ ＋ ０． ５ｔｒＡ（Ｘ）ＶＸＸ ，

即证明存在正数 Ｍ， 满足 ∑
ｋ

ｉ，ｊ ＝ １
ａｉｊ（Ｘ）ξｉξ ｊ ≥ Ｍ ξ ２ ，Ｘ ∈ Ｕ，ξ ∈ Ｒｋ 。

为了验证 （Ａ２） 成立， 只要证明存在非负的 Ｃ２ － 函数及邻域 Ｕ， 使得对于任意的 Ｘ ∈ Ｅ ｌ ＼ Ｕ ，
ＬＶ（Ｘ） 是负的。

２　 主要结果
定理 ４　 对任意给定的初值 Ｘ（０） ＝ （ｘ（０），ｙ（０）） ∈ Ｒ２＋ ， 系统 （２） 存在唯一解 Ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ（ ｔ），

ｙ（ ｔ）） ∈ Ｒ２
＋ ， 并且以概率 １ 存在于 Ｒ２

＋ 中。
证明　 令 ｕ（ ｔ） ＝ ｌｎ ｘ（ ｔ） ， ｖ（ ｔ） ＝ ｌｎ ｙ（ ｔ） 。 由 Ｉｔô 可得

ｄｕ（ ｔ） ＝ ［ ｒ１ － ａ１ ｅｕ（ ｔ） － ｂ１ ｅｖ（ ｔ） － ｆ ／ （１ ＋ ｗｅｕ（ ｔ） ） － ０． ５σ２
１ ］ｄｔ ＋ σ１ ｄＢ１ （ ｔ），

ｄｖ（ ｔ） ＝ ［ ｒ２ － ｂ２ ｅｖ（ ｔ） ／ （ｋ２ ＋ ｅｕ（ ｔ） ） － ０． ５σ２
２ ］ｄｔ ＋ σ２ ｄＢ２ （ ｔ），{ （５）

显然， 系统 （５） 满足局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件， 则系统存在唯一的局部解 （ｕ（ ｔ），ｖ（ ｔ））（ ｔ ∈ ［０，τｅ）） 。 其

中 τｅ 是爆破时间， 即 （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） ＝ （ｅｕ（ ｔ） ，ｅｖ（ ｔ） ） 是系统 （２） 满足初值 （ｘ（０），ｙ（０）） ∈ Ｒ２
＋ 的唯一

解。 为了证明这个解是全局的， 只需证明 τｅ ＝ ＋ ∞ 。
令 ｋ０ ＞ ０ 足够大， 使得 （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） ∈ ［１ ／ ｋ０ ，ｋ０ ］ × ［１ ／ ｋ０ ，ｋ０ ］ ， 对于任意的正数 ｋ≥ｋ０ ， 定义一

个停时序列 τｋ ＝ ｉｎｆ｛ ｔ ∈ ［０，τｅ）：ｘ（ ｔ） ∉ （１ ／ ｋ，ｋ） 或 ｙ（ ｔ） ∉ （１ ／ ｋ，ｋ）｝ ， 定义 ｉｎｆ Φ ＝ ＋∞ （Φ代表一

个空集） 。 显然， 当 ｋ→∞ 时， τｋ 是单调递增的， 且 τｋ ＜ τｅ， 因此有 τ∞ ＝ ｌｉｍ
ｋ→ ＋∞

τｋ ， 其中 τ∞ ≤ τｅ，

ａ． ｓ． ， 因此， 只需证明 τ∞ ＝ ∞ ，ａ． ｓ． 。 假设 τ∞ ≠∞ ，则存在常数 Ｔ≥０， 􀆠∈ （０， １） 和一个整数 ｋ１ ≥
ｋ０ ，有 Ｐ ｛τｋ≤Ｔ｝ ≥􀆠 ， ∀ｋ≥ｋ１ 。

定义一个 Ｃ２ － 函数 Ｖ： Ｒ２
＋ →Ｒ ＋ ，Ｖ（ｘ，ｙ） ＝ ｘ － ｌｎ ｘ ＋ ｙ － ｌｎ ｙ ＋ （ｋ２ ＋ ｘ）ｙ ， 由 Ｉｔô 公式可得，

ＬＶ ＝ ｘ（ｒ１ － ａ１ ｘ － ｂ１ ｙ － ｆ ／ （１ ＋ ｗｘ）） － （ｒ１ － ａ１ ｘ － ｂ１ ｙ － ｆ ／ （１ ＋ ｗｘ） － ０． ５σ２
１ ） ＋ ｙ（ｒ２ － ｂ２ ｙ ／ （ｋ２ ＋ ｘ）） －

（ｒ２ － ｂ２ ｙ ／ （ｋ２ ＋ ｘ） － ０． ５σ２
２ ） ＋ （ｋ２ ＋ ｘ）ｙ（ｒ２ － ｂ２ ｙ ／ （ｋ２ ＋ ｘ）） ＋ ｘｙ（ｒ１ － ａ１ ｘ － ｂ１ ｙ － ｆ ／ （１ ＋ ｗｘ）） ≤

·７８３·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

－ ａ１ ｘ２ －ｂ２ ｙ２ － ａ１ ｘ２ ｙ ＋ （ ｒ１ ＋ ｒ２ ）ｘｙ ＋ （ ｒ１ ＋ ａ１ ）ｘ ＋ （ ｒ２ ＋ ｋ２ ｒ２ ＋ ｂ１ ＋ ｂ２ ／ ｋ２ ）ｙ ＋ ｆ ＋ ０． ５（σ２
１ ＋ σ２

２ ）。
事实上， 对于 － ａ１ ｘ２ － ｂ２ ｙ２ － ａ１ ｘ２ ｙ ＋ （ ｒ１ ＋ ｒ２ ）ｘｙ ， 若 ｘ ≥ （ ｒ１ ＋ ｒ２ ） ／ ａ１ ， 则上式小于等于零， 即

有上界。 若 ｘ ＜ （ ｒ１ ＋ ｒ２ ） ／ ａ１ ， 则 － ａ１ ｘ２ － ｂ２ ｙ２ － ａ１ ｘ２ ｙ ＋ （ ｒ１ ＋ ｒ２ ）ｘｙ ≤ － ｂ２ ｙ２ ＋ （（ ｒ１ ＋ ｒ２ ） ２ ／ ａ１ ）ｙ 依然

有上界。 类似的可证存在常数 Ｎ１ ∈ Ｒ ， 使得

ＬＶ ≤ Ｎ１ 。 （６）
　 　 下面的证明与文献 ［２１］ 的相似， 省略。

定理 ５　 对于任意给定的初值 Ｘ（０） ＝ （ｘ（０），ｙ（０）） ∈ Ｒ２
＋ ， 系统 （１） 的解 Ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ））

是随机一致有界。
证明　 定义一个 Ｃ２ － 函数 Ｖ：Ｒ２

＋ → Ｒ＋ ， Ｖ ＝ ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ （ｋ２ ＋ ｘ）ｙ２ 。 由 Ｉｔô 公式可得， ＬＶ ＝ ２ｘ２ （ｒ１ －
ａ１ ｘ － ｂ１ ｙ － ｆ ／ （１ ＋ ｗｘ） ＋ ０． ５σ２

１ ） ＋ ２ｙ２ （ ｒ２ － ｂ２ ｙ ／ （ｋ２ ＋ ｘ） ＋ ０． ５σ２
２ ） ＋ ２（ｋ２ ＋ ｘ）ｙ２ （ ｒ２ － ｂ２ ｙ ／ （ｋ２ ＋ ｘ） ＋

０． ５σ２
２ ） ＋ ｘｙ２ （ ｒ１ － ａ１ ｘ － ｂ１ ｙ － ｆ ／ （１ ＋ ｗｘ）） ≤ － ２ａ１ ｘ３ － ２ｂ２ ｙ３ － ａ１ ｘ２ ｙ２ ＋ （２ｒ１ ＋ σ２

１ ）ｘ２ ＋ ２ｒ２ ｙ２ ＋ σ２
２ ｙ２ ＋

２ｒ２ （ｋ２ ＋ ｘ）ｙ２ ＋ ｒ１ ｘｙ２ ＋ ｋ２ σ２
２ ｙ２ ＋ σ２

２ ｘｙ２ 。
定义 Ｗ ＝ ｅｔＶ ， 对 Ｗ 应用 Ｉｔô 公式可得， ＬＷ ＝ ｅｔ（Ｖ ＋ ＬＶ） ≤ ｅｔ（ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ （ｋ２ ＋ ｘ）ｙ２ － ２ａ１ ｘ３ －

２ｂ２ ｙ３ －ａ１ ｘ２ ｙ２ ＋ （２ｒ１ ＋ σ２
１ ）ｘ２ ＋ ２ｒ２ ｙ２ ＋ σ２

２ ｙ２ ＋ ２ｒ２ （ｋ２ ＋ ｘ）ｙ２ ＋ ｒ１ ｘｙ２ ＋ ｋ２ σ２
２ ｙ２ ＋ σ２

２ ｘｙ２ ） ， 与不等式 （６）
的证明类似， 存在 Ｎ２ ＞０ 使得 ＬＷ ≤ Ｎ２ｅｔ， 即 ｄＷ ＝ ｅｔ（ＬＶ ｄｔ ＋ （２σ１ｘ２ ＋ σ１ｘｙ２）ｄＢ１（ｔ） ＋ （２σ２（ｋ２ ＋ ｘ）ｙ２ ＋
σ２ ｙ２ ）ｄＢ２ （ ｔ） ＋ Ｖ ｄｔ）， 上式两端从 ０ 到 ｔ 积分， 并取均值可得 Ｅ（Ｗ（ ｔ）） ≤ Ｗ（０） ＋ Ｎ２ （ｅｔ － １）， 即

Ｅ（ｘ２ ＋ｙ２ ＋ （ｋ２ ＋ ｘ）ｙ２ ） ≤ Ｗ（０）ｅ －ｔ ＋ Ｎ２ （１ － ｅ －ｔ） ＜ ＋ ∞ 。 因此 Ｅ２ Ｘ ≤ Ｅ Ｘ ２ ＜ ＋ ∞ ， 最后应用

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 不等式就能得到结论， 所以省略。
定理 ６　 设 Ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） 是系统 （２） 的解， 并且满足初始条件 Ｘ（０） ＝ （ｘ（０），ｙ（０）） 和

ｍｉｎ｛ ｒ１ － ｆ，ｒ２ ｝ － ０． ５（θ ＋ １）ｍａｘ｛σ２
１ ，σ２

２ ｝ ＞ ０ ， 其中 ０ ＜ θ ＜ ２， 则有 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

Ｅ（１ ／ Ｘ（ ｔ） ） ＜ ＋∞ 。

证明　 定义一个 Ｃ２ －函数 Ｖ：Ｒ２
＋ → Ｒ＋ ， Ｖ ＝ ｘ ＋ ｙ 。 由 Ｉｔô 公式可得， ｄＶ ＝ ［ｘ（ｒ１ － ａ１ｘ － ｂ１ｙ － ｆ ／ （１ ＋

ｗｘ）） ＋ ｙ（ｒ２ － ｂ２ ｙ ／ （ｋ２ ＋ ｘ））］ｄｔ ＋ σ１ ｘｄＢ１ （ｔ） ＋ σ２ ｙｄＢ２ （ｔ） 。 设 Ｕ ＝ １ ／ Ｖ ， 类似地有， ｄＵ ＝ － Ｕ２ ［ｘ（ｒ１ －
ａ１ ｘ － ｂ１ ｙ － ｆ ／ （１ ＋ ｗｘ）） ＋ ｙ（ｒ２ － ｂ２ ｙ ／ （ｋ２ ＋ ｘ））］ ＋ Ｕ３ （σ２

１ ｘ２ ＋ σ２
２ ｙ２ ）ｄｔ － Ｕ２ ［σ１ ｘｄＢ１ （ｔ） ＋ σ２ ｙｄＢ２ （ｔ）］ ＝

ＬＵｄｔ － Ｕ２ ［σ１ ｘｄＢ１ （ ｔ） ＋ σ２ ｙｄＢ２ （ ｔ）］ ， 其中， ＬＵ ＝ － Ｕ２ ［ｘ（ ｒ１ － ａ１ ｘ － ｂ１ ｙ － ｆ ／ （１ ＋ ｗｘ）） ＋ ｙ（ ｒ２ － ｂ２ ｙ ／
（ｋ２ ＋ ｘ））］ ＋ Ｕ３ （σ２

１ ｘ２ ＋ σ２
２ ｙ２ ）。

令 Ｗ ＝ （１ ＋ Ｕ） θ ， 同理可得 ｄＷ ＝ ＬＷｄｔ － θ（１ ＋ Ｕ） θ－１ Ｕ２ （σ１ ｘｄＢ１ （ ｔ） ＋ σ２ ｙｄＢ２ （ ｔ）） ， 其中 ＬＷ ＝
θ（１ ＋ Ｕ） θ－２ （ － （１ ＋ Ｕ）Ｕ２ ［ｘ（ｒ１ － ａ１ ｘ － ｂ１ ｙ － ｆ ／ （１ ＋ ｗｘ）） ＋ ｙ（ｒ２ － ｂ２ ｙ ／ （ｋ２ ＋ ｘ））］ ＋ Ｕ３ （σ２

１ ｘ２ ＋ σ２
２ ｙ２ ） ＋

Ｕ４ （σ２
１ ｘ２ ＋ σ２

２ ｙ２ ） ＋ ０． ５（θ － １）Ｕ４ （σ２
１ ｘ２ ＋ σ２

２ ｙ２ ）） ≤ θ（１ ＋ Ｕ） θ－２ （（１ ＋ Ｕ）Ｕ２ ［ － ｍｉｎ｛ｒ１ － ｆ，ｒ２ ｝（ｘ ＋ ｙ） ＋
ｍａｘ｛ａ１ ，ｂ２ ／ ｋ２ ｝（ｘ２ ＋ ｙ２ ） ＋ ０． ５ｂ１ （ｘ２ ＋ ｙ２ ）］ ＋ ｍａｘ｛σ２

１ ，σ２
２ ｝Ｕ ＋ ０． ５（θ ＋ １）ｍａｘ｛σ２

１ ，σ２
２ ｝Ｕ２ ） ≤ θ（１ ＋

Ｕ） θ－２ （ － （ｍｉｎ｛ ｒ１ － ｆ，ｒ２ ｝ － ０． ５（θ ＋ １）ｍａｘ｛σ２
１ ，σ２

２ ｝）Ｕ２ － （ｍｉｎ｛ ｒ１ － ｆ，ｒ２ ｝ － ｍａｘ｛ａ１ ，ｂ２ ／ ｋ２ ｝ － ０． ５ｂ１ ＋
ｍａｘ｛σ２

１ ，σ２
２ ｝）Ｕ ＋ ｍａｘ｛ａ１ ，ｂ２ ／ ｋ２ ＋ ０． ５ｂ１ ｝）。

由于 ｍｉｎ｛ ｒ１ － ｆ，ｒ２ ｝ － ０． ５（θ ＋ １）ｍａｘ｛σ２
１ ，σ２

２ ｝ ＞ ０ ， 可以找到一个常数 ｋ ＞ ０， 使得 ０ ＜ ｋ ＜
θ（ｍｉｎ｛ｒ１ － ｆ，ｒ２ ｝ － ０． ５（θ ＋ １）ｍａｘ｛σ２

１ ，σ２
２ ｝） 。 最后再定义 Ｚ ＝ ｅｋｔＷ ， 通过 Ｉｔô 公式可得， ＬＺ ＝ ｅｋｔ（ｋＷ ＋

ＬＷ） ＝ ｅｋｔ（ｋ（１ ＋ Ｕ） θ ＋ ＬＷ） ≤ θ（１ ＋ Ｕ） θ－２ ｅｋｔ（ｋ（１ ＋ ２Ｕ ＋ Ｕ２ ） ／ θ － （ｍｉｎ｛ ｒ１ － ｆ，ｒ２ ｝ － ０． ５（θ ＋ １）ｍａｘ｛σ２
１ ，

σ２
２ ｝）Ｕ２ － （ｍｉｎ｛ ｒ１ － ｆ，ｒ２ ｝ － ｍａｘ｛ａ１ ，ｂ２ ／ ｋ２ ｝ － ０． ５ｂ１ ＋ ｍａｘ｛σ２

１ ，σ２
２ ｝）Ｕ ＋ ｍａｘ｛ａ１ ，ｂ２ ／ ｋ２ ＋ ０􀆰 ５ｂ１ ｝）。 由

ｋ 和 θ 的定义可知， 存在一个常数 Ｎ３ ＞ ０， 使得 ＬＺ ≤ Ｎ３ ｅｋｔ ， 与定理 ５ 的证明类似， 可得 Ｅ［（１ ＋ Ｕ） θ］
有界， 不妨设其上界为 Ｎ４ ， 即 ｌｉｍ ｓｕｐ

ｔ→∞
Ｅ（Ｕ） ≤ ｌｉｍ ｓｕｐ

ｔ→∞
Ｅ（１ ＋ Ｕ） θ ≤ Ｎ４ 。 由于 （ｘ ＋ ｙ） θ ≤

２（ｘ２ ＋ ｙ２ ） ０． ５θ ， 所以 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

Ｅ（１ ／ Ｘ θ） ＜ ＋∞ 。

定理 ７　 若系统 （２） 满足 ｍｉｎ｛ ｒ１ － ｆ，ｒ２ ｝ － ０． ５（θ ＋ １）ｍａｘ｛σ２
１ ，σ２

２ ｝ ＞ ０ ， 其中 ０ ＜ θ ＜ ２ ， 则系

统 （２） 是随机持久的。

·８８３·
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结合定理 ５、 定理 ６ 及 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 不等式， 可以得到结论。
定理 ８　 设 Ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） 是系统 （２） 满足初始条件 ｘ（０） ＞ ０ ， ｙ（０） ＞ ０ 的任意解， ⅰ）

当 ｆ ≥ ａ１ ／ （４ｗ） ， ｒ１ ＜ ２ ａ１ ｆ ／ ｗ － ａ１ ／ ｗ ＋ ０． ５σ２
１ 或者 ｆ ＜ ａ１ ／ （４ｗ） ， ｒ１ ＜ ０． ５σ２

１ 时， ｒ２ ＞ ０． ５σ２
２ ， 则种

群 ｘ 是灭绝的， 种群 ｙ 是平均持续生存的； ⅱ） 若 ｒ２ ＜ ０． ５σ２
２ ， ｒ１ ＞ ｆ ＋ ０． ５σ２

１ ， 则种群 ｙ 是灭绝的，

种群 ｘ 是平均持续生存的； ⅲ） 当 ｆ ≥ ａ１ ／ （４ｗ） ， ｒ１ ＜ ２ ａ１ ｆ ／ ｗ － ａ１ ／ ｗ ＋ ０． ５σ２
１ 或者 ｆ ＜ ａ１ ／ （４ｗ） ，

ｒ１ ＜ ０． ５σ２
１ 时， ｒ２ ＜ ０． ５σ２ ， 则种群 ｘ 和种群 ｙ 均灭绝。

证明　 ⅰ） 对 ｌｎ ｘ 应用 Ｉｔô 公式可得， ｄ ｌｎ ｘ ＝ （ｒ１ － ａ１ｘ － ｂ１ｙ － ｆ ／ （１ ＋ ｗｘ） － ０． ５σ２
１）ｄｔ ＋ σ１ｄＢ１（ｔ） ≤

（ｒ１ － ａ１ ｘ － ｆ ／ （１ ＋ ｗｘ） － ０． ５σ２
１ ）ｄｔ ＋ σ１ ｄＢ１ （ｔ） ≤ （ｒ１ － ａ１ ／ ｗ（１ ＋ ｗｘ） ＋ ａ１ ／ ｗ － ｆ ／ （１ ＋ ｗｘ） － ０． ５σ２

１ ） ＋
σ１ ｄＢ１ （ ｔ）。

当 ｆ ≥ ａ１ ／ （４ｗ） 时， ｄ ｌｎ ｘ ≤ （ ｒ１ － ２ ａ１ ｆ ／ ｗ ＋ ａ１ ／ ｗ － ０． ５σ２
１ ）ｄｔ ＋ σ１ ｄＢ１ （ ｔ） ， 两边同时从 ０ 到 ｔ 积

分并除以 ｔ 再取极限， 由强大数定律可得： ｌｉｍ
ｔ→∞

ｔ －１ ｌｎ ｘ（ ｔ） ≤ （ ｒ１ － ２ ａ１ ｆ ／ ｗ ＋ ａ１ ／ ｗ － ０． ５σ２
１ ） ＜ ０， 即

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｘ（ ｔ） ＝ ０，ａ． ｓ． 。 当 ｆ ＜ ａ１ ／ （４ｗ） 时， ｄ ｌｎ ｘ ≤ （ ｒ１ － ０． ５σ２
１ ）ｄｔ ＋ σ１ ｄＢ１ （ ｔ） ， 两边同时从 ０ 到 ｔ 积分

并除以 ｔ 再取极限， 由强大数定律可得： ｌｉｍ
ｔ→∞

ｔ －１ ｌｎ ｘ（ｔ） ≤ （ｒ１ － ０． ５σ２
１ ） ＜ ０，ａ． ｓ． ， 即 ｌｉｍ

ｔ→∞
ｘ（ｔ） ＝ ０，ａ． ｓ． ，

即对于任意的 ε ＞ ０， 存在 ｔ０ 和 Ωε， 当 ｔ ＞ ｔ０ 和 ω∈Ωε， 都有 Ｐ（Ωε） ≥ １ － ε 和 ｘ ／ （ｋ２ ＋ ｘ） ≤ ε 成立。
又因为 ｄｙ ＝ ｙ（ ｒ２ － ｂ２ ｙ ／ （ｋ２ ＋ ｘ））ｄｔ ＋ σ２ ｙｄＢ２ ＝ ｙ（ ｒ２ － ｂ２ ｙ ／ ｋ２ ＋ ｂ２ ｘｙ ／ （（ｋ２ ＋ ｘ）ｋ２ ））ｄｔ ＋ σ２ ｙｄＢ２ 。 可得

ｙ（ ｒ２ － ｂ２ ｙ ／ ｋ２ ）ｄｔ ＋ σ２ ｙｄＢ２ ≤ ｄｙ ≤ ｙ（ ｒ２ － ｂ２ ｙ（１ － ε） ／ ｋ２ ）ｄｔ ＋ σ２ ｙｄＢ２ 。 又因为 ｒ２ ＞ ０． ５σ２
２ ， 根据引理

２ 和随机微分方程的比较定理， 则有 ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→∞

ｔ －１∫ ｔ

０
ｙ（ｓ）ｄｓ ≥ ｋ２ （ｒ２ － ０． ５σ２

２ ） ／ ｂ２ ，ａ． ｓ． ，ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

ｔ －１∫ ｔ

０
ｙ（ ｓ）ｄｓ ≤

ｋ２ （ ｒ２ － ０． ５σ２
２ ） ／ （（１ － ε）ｂ２ ），ａ． ｓ． ， 由于 ε 的任意性， 则有 ｌｉｍ

ｔ→∞
ｔ －１∫ ｔ

０
ｙ（ ｓ）ｄｓ ＝ ｋ２ （ ｒ２ － ０􀆰 ５σ２

２ ） ／ ｂ２ ＞ ０，

ａ． ｓ． ， 这就意味在ⅰ） 成立的情况下， 种群 ｘ 是灭绝的， 种群 ｙ 是平均持续生存的。
ⅱ） 对 ｌｎ ｙ 应用 Ｉｔô 公式可得， ｄ ｌｎ ｙ ＝ （ｒ２ － ｂ２ｙ ／ （ｋ２ ＋ ｘ） － ０． ５σ２

２）ｄｔ ＋ σ２ｄＢ２（ｔ） ≤ （ｒ２ － ０􀆰 ５σ２
２）ｄｔ ＋

σ２ ｄＢ２ （ ｔ）， 两边同时从 ０ 到 ｔ 积分并除以 ｔ 再取极限， 由强大数定律可得， ｌｉｍ
ｔ→∞

ｔ －１ ｌｎ ｙ（ ｔ） ≤ （ ｒ２ －

０􀆰 ５σ２
２ ） ＜ ０，ａ． ｓ． ， 即 ｌｉｍ

ｔ→∞
ｙ（ ｔ） ＝ ０，ａ． ｓ． 。 类似地， 对于任意的 ε ＞ ０， 存在 Ｔ０ 和 Ωε， 当 ｔ ＞ ｔ０ 和 ω∈

Ωε， 都有 Ｐ（Ωε） ≥ １ － ε 和 ｂ１ｙ ≤ ε 。 所以有 ｘ（ｒ１ － ａ１ｘ － ｆ ／ （１ ＋ ｗｘ） － ε）ｄｔ ＋ σ１ｘｄＢ１（ｔ） ≤ ｄｘ ≤ ｘ（ｒ１ －
ａ１ ｘ － ｆ ／ （１ ＋ ｗｘ））ｄｔ ＋ σ１ ｘｄＢ１ （ ｔ）。

由于 ε 的任意性可得 ｄｘ ＝ ｘ（ ｒ１ － ａ１ ｘ － ｆ ／ （１ ＋ ｗｘ））ｄｔ ＋ σ１ ｘｄＢ１ （ ｔ） ≥ ｘ（ ｒ１ － ａ１ ｘ － ｆ）ｄｔ ＋

σ１ ｘｄＢ１ （ ｔ）， 当 ｒ１ － ｆ ＞ ０． ５σ２
１ ， 根据引理 ２ 和随机微分方程比较定理可得， ｌｉｍ ｉｎｆ

ｔ→∞
ｔ －１∫ ｔ

０
ｘ（ ｓ）ｄｓ ≥ （ ｒ１ －

ｆ － ０． ５σ２
１ ） ／ ａ１ ＞ ０，ａ． ｓ． 。 所以， 当 ｒ２ ＜ ０． ５σ２

２ ， ｒ１ ＞ ｆ ＋ ０． ５σ２
１ 时， 种群 ｙ 是灭绝的， ｘ 是平均持续生

存的。
ⅲ） 从ⅰ） 和ⅱ） 的讨论容易得到 ｌｉｍ

ｔ→∞
ｘ（ ｔ） ＝ ０ ， ｌｉｍ

ｔ→∞
ｙ（ ｔ） ＝ ０，ａ． ｓ． 。 这就意味在ⅲ） 成立的情

况下， 种群 ｘ 和 ｙ 都是灭绝的。
定理 ９　 设系统 （２） 满足 （ ｒ１ － ｆ） ／ ｂ１ ＞ ｒ２ ｋ２ ／ ｂ２ ，ａ１ ＞ ｆｗ ，

ｂ１ Ｍ２
２ ／ （４ｒ２ （ａ１ － ｆｗ） ＋ Ｍ２ （ｘ∗ ＋ ｋ２ ）） ＜ ｍｉｎ｛ ｒ２ ／ ｂ１ （ａ１ － ｆｗ）［ｘ∗ ＋

ｂ１ Ｍ２ ／ （２ｒ２ （ａ１ － ｆｗ））］ ２ ，ｂ２ （ｙ∗） ２ ｝ （７）
其中 Ｍ２ ＝ ０． ５σ２

２ ｙ∗ ＋ ｂ２ ｙ∗σ２
１ ／ （ｂ１ ｋ２ ） 。 则对于任意的正初始值， 系统 （２） 存在唯一的平稳分布

μ（·） ， 而且是遍历的。
证明　 首先考虑下面二元方程组

ｒ１ － ａ１ ｘ － ｂ１ ｙ － ｆ ／ （１ ＋ ｗｘ） ＝ ０，
ｒ２ － ｂ２ ｙ ／ （ｋ２ ＋ ｘ） ＝ ０，{ （８）

·９８３·
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将上述方程组的第二个方程代入第一个方程可得 ａｘ２ ＋ ｂｘ ＋ ｃ ＝ ０ ， 其中 ａ ＝ － （ａ１ ＋ ｂ１ ｒ２ ／ ｂ２ ）ｗ ， ｂ ＝
－ （ａ１ ＋ ｂ１ ｒ２ ／ ｂ２ ＋ （ ｒ１ － ｂ１ ｒ２ ｋ２ ／ ｂ２ ）ｗ） ， ｃ ＝ ｒ１ － ｆ － ｂ１ ｒ２ ｋ２ ／ ｂ２ 。

注意到 ａ ＜ ０， ｃ ＞ ０ 并由求根公式得： ｘ∗ ＝ （ － ｂ － ｂ２ － ４ａｃ） ／ （４ａ） 或者 ｘ∗ ＝ （ － ｂ ＋

ｂ２ － ４ａｃ） ／ （４ａ） ＜ ０（舍去） 。
显然当 （ ｒ１ － ｆ） ／ ｂ１ ＞ ｒ２ ｋ２ ／ ｂ２ ， 方程 （８） 存在唯一的正解， 不妨设为 （ｘ∗，ｙ∗） 。

定义 Ｃ２ － 函数 Ｖ（ｘ，ｙ）：Ｒ２
＋ → Ｒ＋ ： Ｖ（ｘ，ｙ） ＝ ｂ２ ｙ∗ ／ ｂ１∫ ｘ

ｘ∗
（１ ／ （ｘ∗ ＋ ｋ２ ） － １ ／ （ｘ ＋ ｋ２ ）） ／ ｘｄｘ ＋ ∫ ｙ

ｙ∗
（ｙ －

ｙ∗） ／ ｙｄｙ ＝ Ｖ１ ＋ Ｖ２ ， 其中 Ｖ１ ＝ ｂ２ ｙ∗ ／ ｂ１∫ ｘ

ｘ∗
（１ ／ （ｘ∗ ＋ ｋ２ ） － １ ／ （ｘ ＋ ｋ２ ）） ／ ｘｄｘ ， Ｖ２ ＝ ∫ ｙ

ｙ∗
（ｙ － ｙ∗） ／ ｙｄｙ。

由 Ｉｔô 公式可得， ＬＶ１ ＝ ｂ２ ｙ∗ ／ ｂ１ ［（１ ／ （ｘ∗ ＋ ｋ２ ） － １ ／ （ｘ ＋ ｋ２ ））（ ｒ１ － ａ１ ｘ － ｂ１ ｙ － ｆ ／ （１ ＋ ｗｘ）） ＋
σ２

１ （１ ／ （ｘ ＋ ｋ２ ） － １ ／ （ｘ∗ ＋ ｋ２ ） ＋ ｘ ／ （ｘ ＋ ｋ２ ） ２ ） ／ ２］ ≤ ｂ２ ｙ∗ ／ ｂ１ ［（１ ／ （ｘ∗ ＋ ｋ２ ） － １ ／ （ｘ ＋ ｋ２ ））（ ｒ１ － ａ１ ｘ －
ｂ１ ｙ － ｆ ／ （１ ＋ ｗｘ）） ＋ σ２

１ ／ ｋ２ ］ ≤ ｂ２ ｙ∗ ／ ｂ１ ［ － ａ１ （ｘ － ｘ∗） ２ ／ （（ｋ２ ＋ ｘ）（ｋ２ ＋ ｘ∗）） ＋ ｂ１ （ｙ∗ － ｙ） ＋ ｆｗ（ｘ －
ｘ∗） ／ （（１ ＋ ｗｘ）（１ ＋ ｗｘ∗）） ＋ σ２

１ ／ ｋ２ ］ ＝ ｂ２ ｙ∗ ／ ｂ１ ｛［ － ａ１ （ｘ － ｘ∗） ２ － ｂ１ （ｙ － ｙ∗）（ｘ － ｘ∗） ＋ ｆｗ（ｘ －
ｘ∗） ２ ］ ／ ［（（ｋ２ ＋ ｘ）（ｋ２ ＋ ｘ）） ＋ σ２

１ ／ ｋ２ ］｝ ＝ （ － ｒ２ ／ ｂ１ （ａ１ － ｆｗ）（ｘ － ｘ∗） ２ － ｒ２ （ｙ － ｙ∗）（ｘ － ｘ∗）） ／ （ｋ２ ＋
ｘ） ＋ ｂ２ ｙ∗σ２

１ ／ （ｂ１ ｋ２ ）。
类似地可得， ＬＶ２ ＝ （ｙ － ｙ∗）（ ｒ２ － ｂ２ ｙ ／ （ｋ２ ＋ ｘ）） ＋ ０． ５σ２

２ ｙ∗ ＝ － ｂ２ （ｙ∗ － ｙ） ２ ／ （ｋ２ ＋ ｘ） ＋ ｒ２ （ｙ －
ｙ∗）（ｘ － ｘ∗） ／ （ｋ２ ＋ ｘ） ＋ ０． ５σ２

２ ｙ∗。 因此有 ＬＶ ＝ ＬＶ１ ＋ ＬＶ２ ≤ － ｒ２ ／ ｂ１ （ａ１ － ｆｗ）（ｘ － ｘ∗） ２ ／ （ｋ２ ＋ ｘ） －
ｂ２ （ｙ∗ － ｙ）２ ／ （ｋ２ ＋ ｘ） ＋ Ｍ２ ， 即 （ｋ２ ＋ ｘ）ＬＶ ＝ － ｒ２ ／ ｂ１ （ａ１ － ｆｗ）（ｘ － ｘ∗）２ － ｂ２ （ｙ∗ － ｙ）２ ＋ Ｍ２ （ｋ２ ＋ ｘ） ＝
－ ｒ２ ／ ｂ１ （ａ１ － ｆｗ）［ｘ － ｘ∗ － ｂ１ Ｍ２ ／ （２ｒ２ （ａ１ － ｆｗ））］ ２ － ｂ２ （ｙ∗ － ｙ） ２ ＋ ｂ１ Ｍ２

２ ／ （４ｒ２ （ａ１ － ｆｗ）） ＋ Ｍ２ （ｘ∗ ＋
ｋ２） ＝ ｒ２ ／ ｂ１（ａ１ｆｗ）［ｘ － ｘ∗ － ｂ１Ｍ２ ／ （２ｒ２（ａ１ － ｆｗ））］２ － ｂ２（ｙ∗ － ｙ）２ ＋ δ ， 其中 δ ＝ ｂ１Ｍ２

２ ／ （４ｒ２（ａ１ － ｆｗ）） ＋
Ｍ２ （ｘ∗ ＋ ｋ２ ） 。 直接对不等式 （７） 化简可得 （ｘ∗） ２ ＞ Ｍ２ ｂ１ ｋ２ ／ （ ｒ２ （ａ１ － ｆｗ）），（ｙ∗） ２ ＞ δ ／ ｂ２ 。

下面证明椭圆 － ｒ２ ／ ｂ１ （ａ１ － ｆｗ）［ｘ － ｘ∗ － ｂ１ Ｍ２ ／ （２ｒ２ （ａ１ － ｆｗ））］ ２ － ｂ２ （ｙ∗ － ｙ） ２ ＋ δ ＝ ０ 完全在 Ｒ２
＋

里面。
不防设 ｅ２ ＝ ｂ１ δ ／ （ｒ２ （ａ１ － ｆｗ）） ， ｄ２ ＝ δ ／ ｂ２ 。 上述椭圆变成 ［ｘ∗ － ｘ － ｂ１ Ｍ２ ／ （２ｒ２ （ａ１ － ｆｗ））］２ ／ ｅ２ ＋

（ｙ∗ － ｙ）２ ／ ｄ２ ＝ １ 。 由于椭圆中心 （ｘ∗ ＋ ｂ１ Ｍ２ ／ （２ｒ２ （ａ１ － ｆｗ）），ｙ∗） ∈ Ｒ２
＋ ， 并且 ［ｘ∗ ＋ ｂ１ Ｍ２ ／ （２ｒ２ （ａ１ －

ｆｗ））］ － ｅ２ ＝ （ｘ∗） ２ － Ｍ２ ｂ１ ｋ２ ／ （ ｒ２ （ａ１ － ｆｗ）） ＞ ０ ， （ｙ∗） ２ － ｄ２ ＝ （ｙ∗） ２ － δ ／ ｂ２ ＞ ０ 。 这就证明了椭

圆 － ｒ２ ／ ｂ１ （ａ１ － ｆｗ）［ｘ － ｘ∗ － ｂ１ Ｍ２ ／ （２ｒ２ （ａ１ － ｆｗ））］ ２ － ｂ２ （ｙ∗ － ｙ） ２ ＋ δ ＝ ０ 完全在 Ｒ２
＋ 里面。

取椭圆的一个邻域 Ｕ， 并且 􀭺Ｕ ⊆ Ｒ２
＋ 。 显然对任意的 （ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２

＋ ／ Ｕ ， 有 ＬＶ ＜ － Ｃ（Ｃ 是一个正常

数）。 因此条件 Ａ２ 得到满足。
此外， 可以找到一个常数 Ｍ ＝ ｍｉｎ

（ｘ，ｙ）∈􀭺Ｕ
｛σ２

１ ｘ２ ，σ２
２ ｙ２ ｝ ＞ ０ ， 使得对于任意的 （ｘ，ｙ） ∈􀭺Ｕ ， ξ ＝ （ξ１ ，ξ２ ） ∈

Ｒ２
＋ ， 有 ∑

２

ｉ，ｊ ＝ １
ａｉｊ（ｘ，ｙ）ξｉξ ｊ ＝ σ２

１ ｘ２ ξ２
１ ＋ σ２

２ ｙ２ ξ２
２ ≥ Ｍ ξ ２ ， 因此条件 Ａ１ 也满足。 所以， 系统 （２） 存在平

稳分布， 且具有遍历性。
定理 １０　 设系统 （２） 满足 （ ｒ１ － ｆ） ／ ｂ１ ＞ ｒ２ ｋ２ ／ ｂ２ ， ａ１ ＞ ｆｗ ， 则系统 （２） 的确定系统存在唯一的

全局渐近稳定的正平衡态。
证明　 由定理 ９ 可得， 当 （ ｒ１ － ｆ） ／ ｂ１ ＞ ｒ２ ｋ２ ／ ｂ２ ， 系统 （２） 的确定系统存在唯一的正平衡态。 下

面证明该正平衡态是全局渐近稳定的。 定义 Ｃ２ － 函数 Ｖ（ｘ，ｙ）：Ｒ２
＋ → Ｒ＋ ：Ｖ（ｘ，ｙ） ＝ ｂ２ ｙ∗ ／ ｂ１∫ ｘ

ｘ∗
（１ ／ （ｘ∗ ＋

ｋ２ ） － １ ／ （ｘ ＋ ｋ２ ）） ／ ｘｄｘ ＋ ∫ ｙ

ｙ∗
（ｙ － ｙ∗） ／ ｙｄｙ。 由定理 ９ 可得， ｄＶ ／ ｄｔ ≤ （ － ｒ２ ／ ｂ１ （ａ１ － ｆｗ）（ｘ － ｘ∗） ２ －

ｂ２ （ｙ∗ － ｙ） ２ ） ／ （ｋ２ ＋ ｘ） ≤ ０ 。 应用常微分方程渐近稳定性理论， 就可得到系统 （２） 的确定系统的正

平衡态是全局渐近稳定的。

·０９３·
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３　 数值模拟
本文研究了在白噪声扰动下的具有食饵收获的随机捕食－食饵系统。 利用随机分析的方法， 证明了

系统 （２） 对于任意的正初始值存在唯一的全局正解， 并且该正解是随机有界的， 进而得到了系统的随

机持久性； 同时也证明了当 ｆ ≥ ａ１ ／ （４ｗ） ， ｒ１ ＜ ２ ａ１ ｆ ／ ｗ － ａ１ ／ ｗ ＋ ０． ５σ２
１ 或者 ｆ ＜ ａ１ ／ （４ｗ） ， ｒ１ ＜ ０􀆰 ５σ２

１

成立时， 都会使食饵灭绝。 这就意味着， 过度的捕获或者过大的白噪声都将使物种趋于灭绝 （当 ｒ２ ＜
０􀆰 ５σ２

２ 时， 捕食者灭绝）； 最后使用 Ｈａｓ􀆳ｍｉｎｓｋｉｉ 的平稳分布理论得到了系统 （２） 满足一定条件， 存在平

稳分布并且是遍历的， 这些条件反映了大幅度环境噪声和过度捕获可能会使系统变得不稳定。
为了验证理论结果， 采用 Ｍｉｌｓｔｅｉｎ 高阶方法［２４］ 对随机系统 （２） 进行数值模拟。 取 ｒ１ ＝ １． ２ ，

ｒ２ ＝ ０． ３ ， ｋ２ ＝ １ ， ｂ２ ＝ ０． ５ ， ｂ１ ＝ ０． １ ， ｗ ＝ ０． ６ ， ａ１ ＝ ０． １ 和初值 （７，４） ， 通过取不同的 σ１ ， σ２ ， ｆ
来研究白噪声和收获对系统 （２） 的影响。

１） 取 σ１ ＝ ０． ０２ ， σ２ ＝ ０． ０２ ， ｆ ＝ ０． １ ， 通过计算可得 ｂ１ Ｍ２
２ ／ （４ｒ２ （ａ１ － ｆｗ）） ＋ Ｍ２ （ｘ∗ ＋ ｋ２ ） ≈

０􀆰 ０８４ ８ ， ｒ２ ／ ｂ１ （ａ１ － ｆｗ）［ｘ∗ ＋ ｂ１ Ｍ２ ／ （２ｒ２ （ａ１ － ｆｗ））］ ２ ≈ ５． ９６２ ７ ， ｂ２ （ｙ∗） ２ ≈ １１． ５３４ ４ 。 显然参数的

选择满足定理 ７ 和定理 ９ 的要求， 即系统 （２） 是随机持久的并且存在平稳分布。 从图 １ 和图 ２ 可知，
系统 （２） 的解围绕其确定性方程的解在小邻域内波动且存在平稳分布。

图 1 系统(2)及其相对应确定系统的解(σ1=σ2=0.02,f=0.1)
Fig.1 The solutions of stochastic system (2) and its corresponding deterministic system(σ1=σ2=0.02,f=0.1)
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图 2 系统(2)的频率直方图(σ1=σ2=0.02,f=0.1)
Fig.2 The frequency histogram of system (2)(σ1=σ2=0.02,f=0.1)
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２） 取 σ１ ＝ ０． ２ ， σ２ ＝ ０． ２ ， ｆ ＝ ０． １ ， 通过计算可得： ｂ１ Ｍ２
２ ／ （４ｒ２ （ａ１ － ｆｗ）） ＋ Ｍ２ （ｘ∗ ＋ ｋ２ ） ≈

１０􀆰 ７８４ ７ ， ｒ２ ／ ｂ１ （ａ１ － ｆｗ）［ｘ∗ ＋ ｂ１ Ｍ２ ／ （２ｒ２ （ａ１ － ｆｗ））］ ２ ≈ １５． ６１６ ４ ， ｂ２ （ｙ∗） ２ ≈ １１． ５３４ ４ 。 参数的选

择同样满足定理 ７ 和定理 ９ 的要求。 从图 ３ 和图 ４ 可知系统 （２） 的解围绕其确定性方程的解在小邻

域内波动， 并且波动的范围比图 １ 来的大。
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３） 取 σ１ ＝ １． ８ ， σ２ ＝ ０． ２ ， ｆ ＝ ０． １ ， 显然满足定理 ８ 条件ⅰ）， 即食饵灭绝， 捕食者平均持续

生存 （见图 ５）。 从图 ５ 可知食饵 ｘ 灭绝， 捕食者 ｙ 平均持续生存。
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图 3 系统(2)及其相对应确定系统的解(σ1=σ2=0.2,f=0.1)
Fig.3 The solutions of stochastic system (2) and its corresponding deterministic system(σ1=σ2=0.2,f=0.1)
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图 4 系统(2)的频率直方图(σ1=σ2=0.2,f=0.1)
Fig.4 The frequency histogram of system (2)(σ1=σ2=0.2,f=0.1)
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图 5 系统(2)及其相对应确定系统的解(σ1=1.8，σ2=0.2,f=0.1)
Fig.5 The solutions of stochastic system (2) and its corresponding deterministic system(σ1=1.8，σ2=0.2,f=0.1)
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４） 取 σ１ ＝ ０． ２ ， σ２ ＝ ０． ８ ， ｆ ＝ ０． １ ， 显然满足定理 ８ 条件ⅱ）， 即捕食者灭绝， 食饵平均持续

生存 （见图 ６）。 从图 ６ 可知食饵 ｘ 灭绝， 捕食者 ｙ 平均持续生存。
５） 取 σ１ ＝ １． ８ ， σ２ ＝ ０． ８ ， ｆ ＝ ０． １ ， 显然满足定理 ８ 条件ⅲ）， 即食饵和捕食者均灭绝 （见图

７）。 从图 ７ 可知食饵 ｘ 灭绝， 捕食者 ｙ 平均持续生存。

６） 取 σ１ ＝ ０． ２ ， σ２ ＝ ０． ２ ， ｆ ＝ ３ ， 通过计算可得 ａ１ ／ （４ｗ） ≈ ０． ０４１ ７ ＜ ｆ ， ２ ａ１ ｆ ／ ｗ － ａ１ ／ ｗ ＋

·２９３·



　 第 ５ 期 蓝桂杰， 等： 具有非线性食饵收获的随机捕食－食饵模型

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

０􀆰 ５σ２
１ ≈ １． ２６７ ５ ＞ ｒ ， 显然满足定理 ８ 条件ⅰ）， 即食饵灭绝， 捕食者平均持续生存 （见图 ８）。
数值模拟结果显示， 白噪声强度的大小和人类的捕捞活动都对物种的生存起着至关重要的作用，

即过大的干扰会使物种灭绝， 过度的捕获食饵， 食饵也将灭绝。
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图 6 系统(2)及其相对应确定系统的解(σ1=0.2，σ2=0.8,f=0.1)
Fig.6 The solutions of stochastic system (2) and its corresponding deterministic system(σ1=0.2，σ2=0.8,f=0.1)

图 7 系统(2)及其相对应确定系统的解(σ1=1.8，σ2=0.8,f=0.1)
Fig.7 The solutions of stochastic system (2) and its corresponding deterministic system(σ1=1.8，σ2=0.8,f=0.1)
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图 8 系统(2)及其相对应确定系统的解(σ1=0.2，σ2=0.2,f=3)
Fig.8 The solutions of stochastic system (2) and its corresponding deterministic system(σ1=0.2，σ2=0.2,f=3)

a） x(t) b） y(t)

随机 Stochastic
确定 Deterministic 随机 Stochastic

确定 Deterministic

a） x(t) b） y(t)

随机 Stochastic
确定 Deterministic

随机 Stochastic
确定 Deterministic

a） x(t) b） y(t)

随机 Stochastic
确定 Deterministic

随机 Stochastic
确定 Deterministic

［ 参考文献 ］

［１］ ＨＳＵ Ｓ Ｂ， ＨＵＡＮＧ Ｔ Ｗ． Ｇｌｏｂａｌ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｐｒｅｄａｔｏｒ⁃ｐｒｅｙ ｓｙｓｔｅｍｓ ［Ｊ］． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔ⁃
ｉｃｓ， １９９５， ５５（３）： ７６３⁃７８３． ＤＯＩ：１０． １１３７ ／ Ｓ００３６１３９９９３２５３２０１．

［２］ ＸＵ Ｙ， ＬＩＵ Ｍ， ＹＡＮＧ Ｙ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｔｗｏ⁃ｐｒｅｄａｔｏｒｓ ｏｎｅ⁃ｐｒｅｙ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｍｏｄｉfiｅｄ Ｌｅｓｌｉｅ⁃Ｇｏｗｅｒ ａｎｄ Ｈｏｌｌｉｎｇ⁃
ｔｙｐｅ ＩＩ ｓｃｈｅｍｅｓ ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ａｎａｌｙｓｉｓ ＆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， ２０１７， ７（２）： ７１３⁃７２７． ＤＯＩ：１０． １１９４８ ／ ２０１７０４５．

［３］ ＡＺＩＺ⁃ＡＬＡＯＵＩ Ｍ Ａ， ＯＫＩＹＥ Ｍ Ｄ． Ｂｏｕｎｄｅｄｎｅｓｓ ａｎｄ ｇｌｏｂａｌ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｆｏｒ ａ ｐｒｅｄａｔｏｒ⁃ｐｒｅｙ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｍｏｄｉfiｅｄ Ｌｅｓｌｉｅ⁃Ｇｏｗｅｒ
ａｎｄ Ｈｏｌｌｉｎｇ⁃ｔｙｐｅ ＩＩ ｓｃｈｅｍｅｓ ［Ｊ］． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２００３， １６（７）： １０６９⁃１０７５． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ Ｓ０８９３⁃９６５９
（０３）００１４５⁃９．

·３９３·



集美大学学报 （自然科学版） 第 ２３ 卷

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

［４］ ＧＵＰＴＡ Ｒ， ＣＨＡＮＤＲＡ Ｐ， ＢＡＮＥＲＪＥＥ Ｍ． Ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ ｏｆ ｐｒｅｙ⁃ｐｒｅｄａｔｏｒ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｅｄａｔｏｒ ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ
［Ｊ］． Ｄｉｓｃｒｅｔｅ ａｎｄ Ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｄｙｎａｍｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ⁃Ｓｅｒｉｅｓ Ａ， ２０１５， ２０（２）： ４２３⁃４４３． ＤＯＩ：１０． ３９３４ ／ ｄ⁃ ｃｄｓｂ． ２０１５． ２０． ４２３．

［５］ ＬＩＮＧ Ｌ， ＷＡＮＧ Ｗ Ｍ． Ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ａ Ｉｖｌｅｖ⁃ｔｙｐｅ ｐｒｅｄａｔｏｒ⁃ｐｒｅｙ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｒａｔｅ ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ ［ Ｊ］． Ｃｈａｏｓ Ｓｏｌｉｔｏｎｓ
＆ Ｆｒａｃｔａｌｓ， ２００９， ４１（４）： ２１３９⁃２１５３． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｃｈａｏｓ． ２００８． ０８． ０２４．

［６］ ＺＨＡＯ Ｋ， ＹＥ Ｙ． Ｆｏｕｒ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ａ ｐｅｒｉｏｄｉｃ Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ ｐｒｅｄａｔｏｒｙ⁃ｐｒｅｙ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ ｔｅｒｍｓ
［Ｊ］． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｒｅａｌ Ｗｏｒｌｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１０， １１（４）： ２４４８⁃２４５５． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｎｏｎｒｗａ． ２００９． ０８． ００１．

［７］ ＺＨＡＮＧ Ｚ， ＨＯＵ Ｚ． Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｆｏｕｒ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ ｒａｔｉｏ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｐｒｅｄａｔｏｒ⁃ｐｒｅｙ ｓｙｓ⁃ ｔｅｍ ｗｉｔｈ ｍｕｌｔｉｐｌｅ
ｅｘｐｌｏｉｔｅｄ （ｏｒ ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ） ｔｅｒｍｓ ［Ｊ］． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｒｅａｌ Ｗｏｒｌｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１０， １１（３）： １５６０⁃１５７１． ＤＯＩ：１０．
１０１６ ／ ｊ． ｎｏｎｒｗａ． ２００９． ０３． ００１．

［８］ ＷＥＩ Ｆ Ｙ． Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ａ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｐｒｅｄａｔｏｒ⁃ｐｒｅｙ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ ｔｅｒｍｓ ａｎｄ
Ｈｏｌｌｉｎｇ ＩＩＩ ｔｙｐｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ［Ｊ］． Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ ＆ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ， ２０１１， １６（４）：
２１３０⁃２１３８． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｃｎｓｎｓ． ２０１０． ０８． ０２８．

［９］ ＬＩ Ｚ Ｈ， ＺＨＡＯ Ｋ Ｈ， ＬＩ Ｙ Ｋ． Ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ ｎｏｎ⁃ａｕｔｏｎｏｍｏｕｓ ｓｔａｇｅ⁃ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｐｒｅｄａｔｏｒｙ⁃ｐｒｅｙ
ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ ｔｅｒｍｓ ［ Ｊ］． Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ ＆ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ， ２０１０， １５（８）： ２１４０⁃
２１４８． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｃｎｓｎｓ． ２００９． ０８． ０１９．

［１０］ ＨＵ Ｄ， ＺＨＡＮＧ Ｚ． Ｆｏｕｒ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ａ Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ ｃｏｏｐｅｒａｔｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ ｔｅｒｍｓ ［ Ｊ］．
Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｒｅａｌ Ｗｏｒｌｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１０， １１（２）： １１１５⁃１１２１． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｎｏｎｒｗａ． ２００９． ０２． ００２．

［１１］ ＬＩ Ｗ， ＷＡＮＧ Ｋ． Ｏｐｔｉｍａｌ ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ ｐｏｌｉｃｙ ｆｏｒ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｌｏｇｉｓｔｉｃ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ［Ｊ］． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ＆ Ｃｏｍ⁃
ｐｕｔａｔｉｏｎ， ２０１１， ２１８（１）： １５７⁃１６２． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ａｍｃ． ２０１１． ０５． ０７９．

［１２］ ＬＩＵ Ｍ， ＢＡＩ Ｃ． Ｏｐｔｉｍａｌ ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ ｐｏｌｉｃｙ ｏｆ ａ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｆｏｏｄ ｃｈａｉｎ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ［ Ｊ］． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ＆
Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， ２０１４， ２４５（２４５）： ２６５⁃２７０． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ａｍｃ． ２０１４． ０７． １０３．

［１３］ ＬＩＵ Ｍ． Ｏｐｔｉｍａｌ ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ ｐｏｌｉｃｙ ｏｆ ａ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｐｒｅｄａｔｏｒ⁃ｐｒｅｙ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙ ［Ｊ］． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ，
２０１５， ４８（１）： １０２⁃１０８． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ａｍｌ． ２０１４． １０． ００７．

［１４］ ＺＵＯ Ｗ Ｊ， ＪＩＡＮＧ Ｄ Ｑ． Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｐｒｅｄａｔｏｒ⁃ｐｒｅｙ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｐｒｅｄａｔｏｒ ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ ［Ｊ］． Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ， ２０１６， ３６： ６５⁃８０． ＤＯＩ：１０．
１０１６ ／ ｊ． ｃｎｓｎｓ． ２０１５． １１． ０１４．

［１５］ ＬＩＵ Ｍ， ＢＡＩ Ｃ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｔｒｉ⁃ｔｒｏｐｈｉｃ ｆｏｏｄ⁃ｃｈａｉｎ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｂｉｏｌ⁃
ｏｇｙ， ２０１６， ７３（３）： ５９７⁃６２５． ＤＯＩ：１０． １００７ ／ ｓ００２８５⁃０１６⁃０９７０⁃ｚ．

［１６］ ＬＩＵ Ｍ， ＸＩＮ Ｈ， ＹＵ Ｊ Ｙ． Ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ａ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｒｅｇｉｍｅ⁃ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ ｐｒｅｄａｔｏｒ⁃ｐｒｅｙ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ ａｎｄ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ
ｄｅｌａｙｓ ［Ｊ］． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ａｎａｌｙｓｉｓ： Ｈｙｂｒｉｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０１８， ２８： ８７⁃１０４． ＤＯＩ． １０． １０１６ ／ ｊ． ｎａｈｓ． ２０１７． １０． ００４．

［１７］ ＧＵＯ Ｗ Ｊ， ＣＡＩ Ｙ Ｌ， ＺＨＡＮＧ Ｑ Ｍ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｐｅｒｓｉｓｔｅｎｃｅ ａｎｄ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｉｎ ａｎ ＳＩＳ ｅｐｉｄｅｍｉｃ ｍｏｄｅｌ
ｗｉｔｈ ｍｅｄｉａ ｃｏｖｅｒａｇｅ ［ Ｊ］． Ｐｈｙｓｉｃａ Ａ： Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ＆ Ｉｔｓ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１８， ４９２： ２２２０⁃２２３６． ＤＯＩ：１０．
１０１６ ／ ｊ． ｐｈｙｓａ． ２０１７． １１． １３７．

［１８］ ＣＡＯ Ｂ Ｑ， ＳＨＡＮ Ｍ Ｊ， ＺＨＡＮＧ Ｑ Ｍ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ＳＩＳ ｅｐｉｄｅｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｖａｃｃｉｎａｔｉｏｎ ［Ｊ］． Ｐｈｙｓｉｃａ Ａ： Ｓｔａ⁃
ｔｉｓｔｉｃａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ＆ Ｉｔｓ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１７， ４８６： １２７⁃１４３． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｐｈｙｓａ． ２０１７． ０５． ０８３．

［１９］ 王克． 随机生物数学模型 ［Ｍ］． 北京： 科学出版社， ２０１０．
［２０］ 季春燕． 随机生物模型和传染病模型的渐近行为 ［Ｄ］． 长春： 东北师范大学， ２０１１．
［２１］ ＬＹＵ Ｊ， ＷＡＮＧ Ｋ． Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ａ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｐｒｅｄａｔｏｒ⁃ｐｒｅｙ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ Ｈｏｌｌｉｎｇ ＩＩ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ［ Ｊ］．

Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ ＆ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ， ２０１１， １６（１０）： ４０３７⁃ ４０４８． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｃｎｓｎｓ．
２０１１． ０１． ０１５．

［２２］ ＪＩ Ｃ Ｙ， ＪＩＡＮＧ Ｄ Ｑ， ＳＨＩ Ｎ Ｚ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｐｒｅｄａｔｏｒ⁃ｐｒｅｙ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｍｏｄｉfiｅｄ Ｌｅｓｌｉｅ⁃Ｇｏｗｅｒ ａｎｄ Ｈｏｌｌｉｎｇ⁃ ｔｙｐｅ ＩＩ
ｓｃｈｅｍｅｓ ｗｉｔｈ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２００９， ３５９（２）： ４８２⁃４９８．
ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｊｍａａ． ２００９． ０５． ０３９．

［２３］ ＫＨＡＳＭＩＮＳＫＩＩ Ｒ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ［Ｍ］． Ｂｅｒｌｉｎ： Ｓｐｒｉｎｇｅｒ， １９８０．
［２４］ ＫＬＯＥＤＥＮ Ｐ Ｅ， ＰＬＡＴＥＮ Ｅ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ［Ｍ］． Ｂｅｒｌｉｎ： Ｓｐｒｉｎｇｅｒ， １９９２．

（责任编辑　 马建华　 英文审校　 黄振坤）

·４９３·




