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具有心理效应的随机扰动捕食－食饵模型

陈哲文， 魏春金， 张树文
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［摘要］ 考虑了具有心理效应的随机扰动捕食－食饵模型。 通过构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数证明系统的全局正解的

存在唯一性， 并且给出了系统平均持续生存和灭绝的充分条件。 最后， 通过数值模拟来证实理论结果。
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０　 引言
捕食－食饵模型一直是生态学和生物数学的重要研究内容， 有很多文献研究了该模型， 并获得了

很好的研究成果［１ － ４］ 。 众所周知， 心理效应［４ － ６］也会对种群的持久和灭绝造成一定影响。 当捕食者在

某一区域聚集过多时， 就会给食饵带来一定的心理影响， 导致其不太愿意在该区域出现。 由此， 提出

了以下模型

ｄｘ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ）［ ｒ１ － ａ１ｘ（ ｔ） － ｂ１ｙ（ ｔ） ／ ｆ（ｙ（ ｔ））］ｄｔ，
ｄｙ（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ）［ ｒ２ － ｂ２ｙ（ ｔ） ／ ｘ（ ｔ）］ｄｔ。{ （１）

其中： ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ） 分别表示食饵和捕食者在 ｔ 时刻的种群密度； 模型的所有参数都是正的； ｒ１ ， ｒ２ 分别

表示食饵和捕食者的内禀增长率； ａ１表示食饵种群的密度制约系数； ｂ１ 是捕食者对食饵的捕获率； ｂ２

与 ｂ１ 有相似的意义； ｙ（ ｔ） ／ ｆ（ｙ（ ｔ）） 可以用来描述 “心理效应” ［５］ ， 其中， ｙ（ ｔ） ／ ｆ（ｙ（ ｔ）） 满足以下 ２ 个

条件： １） ｙ（ ｔ） ／ ｆ（ｙ（ ｔ）） ＞ ０ ； ２） ｙ（ ｔ） ／ ｆ（ｙ（ ｔ）） 在（０，ξ） 单调递增， 在 ［ξ， ＋∞ ） 单调递减。
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食饵 ｘ（ ｔ） 会随着 ｙ（ ｔ） ／ ｆ（ｙ（ ｔ）） 的增加而减少。 ｙ（ ｔ） ／ ［ａｘ（ ｔ）］ 是 Ｌｅｓｌｉｅ⁃Ｇｏｗｅｒ 项， Ａｚｉｚ［３］指出， 它

是衡量捕食者 ｙ（ ｔ） 随着它最喜欢的食饵 ｘ（ ｔ） 的稀缺而减少。 在食饵 ｘ（ ｔ） 严重稀缺的情况下， 捕食者

ｙ（ ｔ） 有其他替代的食物来源， 但它的增长仍将受到其最喜爱的食物 ｘ（ ｔ） 数量不足的限制。 这种情况

可以通过在分母上加上一个正常数 ｋ２ 来处理。 因此， 式 （ １ ） 的方程变为 ｄｙ（ ｔ） ＝ ［（ ｒ２ －
ｂ２ｙ（ ｔ）） ／ （（ｘ（ ｔ） ＋ ｋ２））ｙ（ ｔ）］ｄｔ 。 此外， 在现实生态系统中， 各种形式的环境干扰都是无时不在、 无

处不在的， 种群的增长率经常受到随机波动的影响。 一般来说， 环境中的随机波动可以用白噪声来描

述［７］ 。 于是， 得到了下述模型：
ｄｘ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ）［ ｒ１ － ａ１ｘ（ ｔ） － ｂ１ｙ（ ｔ） ／ ｆ（ｙ（ ｔ））］ｄｔ ＋ σ１ｘ（ ｔ）ｄＢ１ （ ｔ），
ｄｙ（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ）［ ｒ２ － ｂ２ｙ（ ｔ） ／ （ｋ２ ＋ ｘ（ ｔ））］ｄｔ ＋ σ２ｙ（ ｔ）ｄＢ２ （ ｔ）。{ （２）

其中： σ２
ｉ （ ｉ ＝ １，２） 表示白噪声强度； Ｂ１ （ ｔ），Ｂ２ （ ｔ） 是互相独立的标准的布朗运动， 定义在带有滤子 Ｆｔ

并且满足通常条件 （即 ｛Ｆｔ｝ ｔ０ 是右连续单调递增， 且 Ｆ０ 包含所有零测集） 的完备概率空间 （Ω，Ｆ，
｛Ｆｔ｝ ｔ ≥ ０，Ｐ） 上。

１　 预备知识
为方便起见， 给出以下记号： Ｒｎ

＋ ＝ ｛（ａ１ ，ａ２ ，… ，ａｎ） ∈ Ｒｎ ａｉ ＞ ０，ｉ ＝ １，２，… ，ｎ｝ ， Ｘ（ ｔ） ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘ２

ｉ 。

ａ􀆰 ｓ􀆰 ： ＝ 几乎处处， ｔｒ Ａ（Ａ 是矩阵）： ＝ 矩阵 Ａ 的秩 。
设 Ｂ（ ｔ） ＝ （Ｂ１ （ ｔ），… ，Ｂｍ（ ｔ）） 是定义在上述概率空间上 ｍ 维标准布朗运动。 设 ０ ≤ ｔ０ ≤ Ｔ ＜ ∞ ，

Ｘ０ 是 Ｆｔ０可测的 Ｒｄ 值的随机变量， 且 Ｅ［Ｘ２
０ ］ ＜ ∞ 。 设 ｆ：Ｒｄ × ［ ｔ０ ，Ｔ］ → Ｒｄ 和 ｇ：Ｒｄ × ［ ｔ０ ，Ｔ］ → Ｒｄ×ｍ 都

是 Ｂｏｒｅｌ 可测函数。
初值为 Ｘ（ ｔ０ ） ＝ Ｘ０ 的 ｄ 维随机微分方程

ｄＸ（ ｔ） ＝ ｆ（Ｘ（ ｔ），ｔ）ｄｔ ＋ ｇ（Ｘ（ ｔ），ｔ）ｄＢ（ ｔ），ｔ０ ≤ ｔ ≤ Ｔ。 （３）
　 　 设 Ｘ（ ｔ）（ ｔ ≥ ０） 是方程 （３） 的解， Ｖ ∈ Ｃ２，１ （Ｒｎ × Ｒ ＋ ；Ｒ） ， 则 Ｖ（Ｘ（ ｔ），ｔ） 仍是 Ｉｔô 过程， 具有随

机微 分 ｄＶ（Ｘ（ ｔ），ｔ） ＝ （Ｖｔ（Ｘ（ ｔ），ｔ） ＋ ＶＸ（Ｘ（ ｔ），ｔ） ｆ（ ｔ） ＋ １ ／ ２ ｔｒ［ｇＴ（ ｔ）ＶＸＸ（Ｘ（ ｔ），ｔ）ｇ（ ｔ）］）ｄｔ ＋
ＶＸ（Ｘ（ ｔ），ｔ）ｇ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ），ａ． ｓ． ， 称此式为 Ｉｔô 公式［８］ 。

定义 １［９］ 　 １） 若满足 ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→∞ ∫ ｔ

０
ｘ（ ｓ）ｄｓ ／ ｔ ＞ ０ ， 则称种群 ｘ（ ｔ） 是平均持续生存的； ２） 若满足

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｘ（ ｔ） ＝ ０ ， 则称种群 ｘ（ ｔ） 是灭绝的。

引理 １［４］ （存在唯一性定理） 　 假设 ｆ（ｘ（ ｔ），ｔ）， ｇ（ｘ（ ｔ），ｔ） 关于 ｘ（ ｔ） 满足以下条件： ⅰ） 局部

Ｌｉｐｓｃｈｉｚｔ 条件， 存在 ｃｋ ＞ ０（ｋ ＝ １，２，…） ， 使得对 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｒｎ 且 ｘ ∨ ｙ ≤ ｋ ， 有不等式

ｆ（ｘ，ｔ） － ｆ（ｙ，ｔ） ∨ ｇ（ｘ，ｔ） － ｇ（ｙ，ｔ） ≤ ｃｋ ｘ － ｙ 成立； ⅱ） 线性增长条件， 存在 ｃ ＞ ０， 使得

ｆ（ｘ，ｔ） ∨ ｇ（ｘ，ｔ） ≤ ｃ １ ＋ ｘ ， ∀（ｘ，ｔ） ∈ Ｒｎ × Ｒ ＋ ， 则初始条件为 ｘ（０） ＝ ｘ０ ∈ Ｒｎ 的系统 （３）
存在唯一连续的局部解 ｘ（ ｔ），ｔ ∈ ［０，τｅ） ， 其中 τｅ 是爆破时。

引理 ２［１０］ 　 考虑下列随机微分方程

ｄＸ（ ｔ） ＝ Ｘ（ ｔ）［ ｒ１ － ａ１Ｘ（ ｔ）］ｄｔ ＋ σＸ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ）， （４）
其中： ｒ１ ， ａ１ ， σ 都是正常数； Ｂ（ ｔ） 是标准的布朗运动； Ｘ（ ｔ） ∈ Ｃ（Ω × ［０， ＋∞ ），Ｒ ＋ ） 。 存在正常数

ｔ０ ， β 和 β０ ， 使 得 对 所 有 的 ｔ ≥ ｔ０ ， ⅰ ） 若 ｌｎ Ｘ（ ｔ） ≤ βｔ － β０∫ ｔ

０
Ｘ（ ｓ）ｄｓ ＋ σｉＢ ｉ（ ｔ） ， 那 么

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞ ∫ ｔ

０
Ｘ（ ｓ）ｄｓ ≤ β ／ β０ ，ａ． ｓ． ； ⅱ） 若 ｌｎ Ｘ（ ｔ） ≥ βｔ － β０∫ ｔ

０
Ｘ（ ｓ）ｄｓ ＋ σｉＢ ｉ（ ｔ） ， 那么 ｌｉｍ ｉｎｆ

ｔ→∞ ∫ ｔ

０
Ｘ（ ｓ）ｄｓ ≥

β ／ β０ ，ａ． ｓ． 。

·０７·
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２　 主要结果
定理 １　 对任意给定的初值 Ｘ（０） ＝ （ｘ（０），ｙ（０）） ∈ Ｒ２

＋ ， 系统 （２） 存在唯一解 Ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ（ ｔ），
ｙ（ ｔ）） ∈ Ｒ２

＋ ， 并且以概率 １ 存在于 Ｒ２
＋ 中。

证明　 令 ｕ（ ｔ） ＝ ｌｎ ｘ（ ｔ） ， ｖ（ ｔ） ＝ ｌｎ ｙ（ ｔ） 。 由 Ｉｔô 公式可得

ｄｕ（ ｔ） ＝ ［ ｒ１ － ａ１ ｅｕ（ ｔ） － ｂ１ ｅｖ（ ｔ） ／ ｆ（ｅｖ（ ｔ） ） － σ２
１ ／ ２］ｄｔ ＋ σ１ ｄＢ１ （ ｔ），

ｄｖ（ ｔ） ＝ ［ ｒ２ － ｂ２ ｅｖ（ ｔ） ／ （ｋ２ ＋ ｅｕ（ ｔ） ） － σ２
２ ／ ２］ｄｔ ＋ σ２ ｄＢ２ （ ｔ）。{ （５）

　 　 显然， 系统 （５） 满足线性增长条件和局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件。 根据引理 １， 系统 （５） 存在唯一的

局部解 （ｕ（ ｔ），ｖ（ ｔ））（ ｔ ∈ ［０，τｅ）） 。 其中 τｅ 是爆破时间， 即 （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） ＝ （ｅｕ（ ｔ） ，ｅｖ（ ｔ） ） 是系统 （５）
满足初值 （ｘ（０），ｙ（０）） ∈ Ｒ２

＋ 的唯一解。 为了证明这个解是全局的， 只需证明 τｅ ＝ ＋∞ 。
令 ｎ０ ＞ ０ 足够大， 使得 （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） ∈ ［１ ／ ｎ０ ，ｎ０ ］ × ［１ ／ ｎ０ ，ｎ０ ］ ， 对于任意的正数 ｎ≥ｎ０ ， 定义一

个停时序列 τｎ ＝ ｉｎｆ｛ ｔ ∈ ［０，τｅ）：ｘ（ ｔ） ∉ （１ ／ ｎ，ｎ） 或 ｙ（ ｔ） ∉ （１ ／ ｎ，ｎ）｝ ， 定义 ｉｎｆ Φ ＝ ＋∞ （Φ 代表一

个空集） 。 显然， 当 ｎ→∞时， τｎ 是单调递增的， 且 τｎ ＜ τｅ， 所以有 τ∞ ＝ ｌｉｍ
ｎ→＋∞

τｎ ， 其中 τ∞ ≤ τｅ，ａ． ｓ． ，

则只需证明 τ∞ ＝ ∞ ，ａ． ｓ． 。 假设 τ∞ ≠ ∞ ， 那么存在常数 Ｔ ≥ ０，ε ∈ （０，１） 和整数 ｎ１ ≥ｎ０ ， 使得 Ｐ（τｎ ≤
Ｔ） ≥ ε，∀ｎ ≥ ｎ１ 。

定义一个 Ｃ２ － 函数 Ｖ：Ｒ２
＋ → Ｒ＋ ， Ｖ （ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）） ＝ ｘ（ｔ） － ｌｎ ｘ（ｔ） － １ － ｌｎ ｙ（ｔ） ＋ （ｋ２ ＋ ｘ（ｔ））ｙ（ｔ） －

（１ ＋ ｌｎ ｋ２ ） 。 由 Ｉｔô 公式可得，
ｄＶ （ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）） ＝ ＬＶ ｄｔ ＋ （ｘ － １ ＋ ｘｙ）σ１ ｄＢ１ ＋ （ｘｙ － １ ＋ ｋ２ｙ）σ２ ｄＢ２ ，

ＬＶ （ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）） ＝ ｘ（ｔ）（１ － １ ／ ｘ（ｔ） ＋ ｙ（ｔ））（ｒ１ － ａ１ － ｂ１ｙ（ｔ） ／ ｆ（ｙ（ｔ）） ＋ ｙ（ｔ）（ｋ２ ＋ ｘ（ｔ） － １ ／ ｙ（ｔ））（ｒ２ －
ｂ２ｙ（ｔ） ／ （ｋ２ ＋ ｘ（ｔ））） ＋ （σ２

１ ＋ σ２
２） ／ ２ ≤－ ｂ２ｙ（ｔ）２ － ａ１ｘ（ｔ）２ｙ（ｔ） ＋ （ｒ１ ＋ ｒ２）ｘ（ｔ）ｙ（ｔ） ＋ ｋ２ｒ２ｙ（ｔ） ＋ ｂ２ｙ ／ ｋ２ －

ａ１ｘ（ ｔ） ２ ＋ （ ｒ１ ＋ ａ１ ）ｘ（ ｔ） － ｒ１ － ｒ２ ＋ ｂ１ξ ／ ｆ（ξ） ＋ （σ２
１ ＋ σ２

２ ） ／ ２ ＝ － ｂ２ｙ（ ｔ） ２ ＋ ［ － ａ１ｘ（ ｔ） ２ ＋ （ ｒ１ ＋
ｒ２ ）ｘ（ ｔ）］ｙ（ ｔ） ＋ ｒ２ｋ２ｙ（ ｔ） ＋ ｂ２ｙ（ ｔ） ／ ｋ２ － ａ１ｘ（ ｔ） ２ ＋ （ａ１ ＋ ｒ１ ）ｘ（ ｔ） － ｒ１ － ｒ２ ＋ ｂ１ξ ／ ｆ（ξ） ＋ （σ２

１ ＋ σ２
２ ） ／ ２ ≤

－ ｂ２ｙ（ｔ）２ ＋［（ｒ１ ＋ ｒ２ ）２ ／ ４ａ１ ＋ ｒ２ｋ２ ＋ ｂ２ ／ ｋ２ ］ｙ（ｔ） ＋ （ａ１ ＋ ｒ１ ）２ ／ ４ａ１ － ｒ１ － ｒ２ ＋ ｂ１ξ ／ ｆ（ξ） ＋ （σ２
１ ＋ σ２

２ ） ／ ２ ≤
［（ ｒ１ ＋ ｒ２ ） ２ ／ ４ａ１ ＋ ｒ２ｋ２ ＋ ｂ２ ／ ｋ２ ］ ２ ／ （４ｂ１ ） ＋ （ａ１ ＋ ｒ１ ） ２ ／ （４ａ１ ） － ｒ１ － ｒ２ ＋ ｂ１ξ ／ ｆ（ξ） ＋ （σ２

１ ＋ σ２
２ ） ／ ２：＝ Ｍ。

因此可得， ｄＶ（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）） ＝ Ｍｄｔ ＋ （ｘ － １ ＋ ｘｙ）σ１ ｄＢ１ ＋ （ｘｙ － １ ＋ ｋ２ｙ）σ２ ｄＢ２ 。 将上式两边从 ０ 到 Ｔ∧τｎ

进行积分取期望可得， Ｅ（Ｖ（ｘ（Ｔ ∧ τｎ），ｙ（Ｔ ∧ τｎ））） ≤ Ｖ（ｘ（０），ｙ（０）） ＋ Ｅ∫Ｔ∧τｎ

　 ０
Ｍｄｓ ＋ Ｅ∫Ｔ∧τｎ

　 ０
（ｘ － １ ＋

ｘｙ）σ１ ｄＢ１ ＋ Ｅ∫Ｔ∧τｎ

　 ０
（ｘｙ － １ ＋ ｋ２ｙ）σ２ ｄＢ２ ≤ Ｖ （ｘ（０），ｙ（０）） ＋ ＭＴ 。

让 Ωｎ ＝ ｛τｎ ≤ Ｔ｝ ， 当 ｎ≥ｎ１ 时， 由上述 Ｐ（τｎ ≤ Ｔ） ≥ ε ， ∀ｎ ≥ ｎ１ ， 有 ｐ（Ωｎ） ≥ ε 。 由停时的定

义， 把 ｎ 和 １ ／ ｎ 代入 Ｖ（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）） ， 易得 Ｖ（ｘ（Ｔ ∧ τｎ），ｙ（Ｔ ∧ τｎ）） ≥ ｍｉｎ｛ｎ － ｌｎ ｎ － １ ，１ ／ ｎ ＋ ｌｎ ｎ －
１， － ｌｎ ｎ ＋ （ｋ２ ＋ ｎ）ｎ － （１ ＋ ｌｎ ｋ２），ｌｎ ｎ ＋ （ｋ２ ＋ １ ／ ｎ）１ ／ ｎ － （１ ＋ ｌｎ ｋ２）｝： ＝ Ｑ 。 则 Ｖ（ｘ（０），ｙ（０）） ＋ ＭＴ ≥
Ｅ（Ｖ（ｘ（Ｔ ∧ τｎ） ， ｙ（Ｔ ∧ τｎ））） ＝ Ｅ（１Ωｋ（λ）

Ｖ（ｘ（Ｔ ∧ τｎ），ｙ（Ｔ ∧ τｎ））） ≥ εＱ 。 其中，１Ωｋ（λ）
是Ωｋ 的指标函数。

令 ｎ→∞ ， 得到 ∞ ＞ Ｖ（ｘ（０） ， ｙ（０）） ＋ ＭＴ ＝ ∞ ， 与假设矛盾， 即 τ∞ ＝ ∞ ， ａ􀆰 ｓ􀆰 。 证毕。
定理 ２　 设 Ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） 是系统 （２） 满足初始条件 ｘ（０） ＞ ０ ， ｙ（０） ＞ ０ 的任意解， ⅰ）

如果 ｒ１ ＜ σ２
１ ／ ２，ｒ２ ＜ σ２

２ ／ ２ ， 则种群 ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ） 均灭绝； ⅱ） 如果 ｒ１ ＜ σ２
１ ／ ２，ｒ２ ＞ σ２

２ ／ ２ ， 则种群 ｘ（ ｔ）
是灭绝的， 种群 ｙ（ ｔ） 是平均持续生存的； ⅲ） 如果 ｒ２ ＜ σ２

２ ／ ２，ｒ１ ＞ σ２
１ ／ ２ ， 则种群 ｙ（ ｔ） 是灭绝的， 种

群 ｘ（ ｔ） 是平均持续生存的； ⅳ） 如果 ｒ１ ＞ ｂ１ξ ／ ｆ（ξ） ＋ σ２
１ ／ ２，ｒ２ ＞ σ２

２ ／ ２ ， 则种群 ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ） 均是平均持

续生存的。
证明　 ⅰ） 对 ｌｎ ｘ（ ｔ） 应用 Ｉｔô 公式可得

ｄ ｌｎ ｘ（ ｔ） ＝ （ ｒ１ － ａ１ｘ（ ｔ） － ｂ１ｙ（ ｔ） ／ ｆ（ｙ（ ｔ）） － σ２
１ ／ ２）ｄｔ ＋ σ１ ｄＢ１ （ ｔ）， （６）

两边同时从 ０ 到 ｔ 积分

·１７·
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ｌｎ ｘ（ ｔ） － ｌｎ ｘ（０） ＝ ｒ１ ｔ － ａ１∫ ｔ

０
ｘ（ ｓ）ｄｓ － ｂ１∫ ｔ

０
ｙ（ ｓ） ／ ｆ（ｙ（ ｓ））ｄｓ － σ２

１ ｔ ／ ２ ＋ σ１Ｂ１

≤ ｒ１ ｔ － σ２
１ ｔ ／ ２ ＋ σ１Ｂ１ 。 （７）

对式 （７） 两端除以 ｔ， 并取极限得 ｌｉｍ
ｔ→∞

ｌｎ ｘ（ｔ） ／ ｔ ≤ ｒ１ － σ２
１ ／ ２　 ａ． ｓ． 。 因为 ｒ１ ＜ σ２

１ ／ ２， 所以 ｌｉｍ
ｔ→∞

ｌｎ ｘ（ｔ） ／ ｔ ＜

０，ａ． ｓ． 。 即 ｌｉｍ
ｔ→∞

ｘ（ ｔ） ＝ ０，ａ． ｓ． ， 种群 ｘ（ ｔ） 是灭绝的。

对 ｌｎ ｙ（ ｔ） 应用 Ｉｔô 公式可得 ｄ ｌｎ ｙ（ ｔ） ＝ （ ｒ２ － ｂ２ｙ（ ｔ） ／ （ｋ２ ＋ ｘ（ ｔ）） － σ２
２ ／ ２）ｄｔ ＋ σ２Ｂ２ （ ｔ）， 两边同

时从 ０ 到 ｔ 积分

ｌｎ ｙ（ ｔ） － ｌｎ ｙ（０） ＝ ｒ２ ｔ － ｂ２∫ ｔ

０
ｙ（ ｓ） ／ （ｋ２ ＋ ｘ（ ｓ））ｄｓ － σ２

２ ｔ ／ ２ ＋ σ２Ｂ２

≤ ｒ２ ｔ － σ２
２ ｔ ／ ２ ＋ σ２Ｂ２ 。 （８）

对式 （８） 两端除以 ｔ， 并取极限得， ｌｉｍ
ｔ→∞

ｌｎ ｙ（ｔ） ／ ｔ ≤ ｒ２ － σ２
１ ／ ２，ａ． ｓ． 。 因为 ｒ２ ＜ σ２

２ ／ ２ ， 所以 ｌｉｍ
ｔ→∞

ｌｎ ｙ（ｔ） ／

ｔ ＜ ０，ａ． ｓ． 。 即 ｌｉｍ ｙ（ ｔ） ＝ ０，ａ． ｓ． ， 种群 ｙ（ ｔ） 也是灭绝的。
ⅱ） 当 ｒ１ ＜ σ２

１ ／ ２ 时， 证明过程与ⅰ） 完全一样， 所以种群 ｘ（ ｔ） 是灭绝的。 由式 （８） 得

ｌｎ ｙ（ ｔ） － ｌｎ ｙ（０） ≥ ｒ２ ｔ － ｂ２∫ ｔ

０
ｙ（ ｓ） ／ ｋ２ ｄｓ － σ２

２ ｔ ／ ２ ＋ σ２Ｂ２ ， （９）

对式 （９ ） 应用引理可得， ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→∞ ∫ ｔ

０
ｙ（ ｓ）ｄｓ ／ ｔ ≥ （ ｒ２ － ξ２ ／ ２）ｋ２ ／ ｂ２ ａ． ｓ． 。 因为 ｒ２ ＞ σ２

２ ／ ２ ， 所以

ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→∞ ∫ ｔ

０
ｙ（ ｓ）ｄｓ ／ ｔ ＞ ０，ａ． ｓ． ， 即种群 ｙ（ ｔ） 是平均持续生存的。

ⅲ） 当 ｒ２ ＜ σ２
２ ／ ２ 时， 证明过程与ⅰ） 完全一样， 可得到种群 ｙ（ ｔ） 是灭绝的。 由于 ｌｉｍ

ｔ→∞
ｙ（ ｔ） ＝ ０，

再应用引理可以将式 （７） 化为 ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→∞ ∫ ｔ

０
ｙ（ ｓ）ｄｓ ／ ｔ ≥ （ ｒ１ － σ２

１ ／ ２） ／ ａ１ ，ａ． ｓ． ， 由条件 ｒ１ ＞ σ２
１ ／ ２ ， 得

ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→∞ ∫ ｔ

０
ｙ（ ｓ）ｄｓ ／ ｔ ≥ ０，ａ． ｓ． 。 所以种群 ｘ（ ｔ） 是平均持续生存的。

ⅳ） 当 ｒ１ ＞ ｂ１ξ ／ ｆ（ξ） ＋ σ２
１ ／ ２ 时， 式 （７） 可以化为

ｌｎ ｘ（ ｔ） － ｌｎ ｘ（０） ≥ ｒ１ ｔ － ａ１∫ ｔ

０
ｘ（ ｓ）ｄｓ － ｂ１∫ ｔ

０
ξ ／ ｆ（ξ）ｄｓ － σ２

１ ｔ ／ ２ ＋ σ１Ｂ１ ， （１０）

对式 （１０） 应用引理可得， ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→∞ ∫ ｔ

０
ｙ（ ｓ）ｄｓ ／ ｔ ≥ （ ｒ１ － ｂ１ξ ／ ｆ（ξ） － σ２

１ ／ ２） ／ ａ１ ，ａ． ｓ． ， 所以种群 ｘ（ ｔ） 是平

均持续生存的。 当 ｒ２ ＞ σ２
２ ／ ２ 时， 证明过程与ⅱ） 完全一样， 所以种群 ｙ（ ｔ） 是平均持续生存的。

３　 数值模拟
为了验证结果的正确性， 采用 Ｍｉｌｓｔｅｉｎ 高阶方法［１１］ 对随机系统 （２） 进行数值模拟。 取 ｆ（ｙ） ＝

１ ＋αｙ（ ｔ） ２ ， α 是测量心理或抑制作用的参数。 显然它满足 ｙ（ ｔ） ／ ｆ（ｙ（ ｔ）） 在 ｙ（ ｔ） 较小的时候递增，
在 ｙ（ ｔ） 较大的时候递减。 另取 ｒ１ ＝ ０． ４ ， ｒ２ ＝ ０． ３ ， ｋ２ ＝ １ ， ｂ２ ＝ ０． ３ ， ｂ１ ＝ ０． ４ ， ａ１ ＝ ０． １ 和初值 （１，
０． ８） ， 通过取不同的 σ１ ，σ２ ，α 来研究白噪声和心理效应对系统 （２） 的影响。

１） 取 σ１ ＝ ２，σ２ ＝ ２，α ＝ ３ 时， 通过计算可得 ｒ１ ＜ σ２
１ ／ ２ ， ｒ２ ＜ σ２

２ ／ ２ ， 显然参数的选择满足定理 ２
的第ⅰ）个要求， 即种群 ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ） 均是灭绝的， 见图 １。

２） 取 σ１ ＝ ２，σ２ ＝ ０． １，α ＝ ３ 时， 通过计算可得 ｒ１ ＜ σ２
１ ／ ２，ｒ２ ＞ σ２

２ ／ ２ ， 显然参数的选择满足定

理 ２ 的第ⅱ）个要求， 即种群 ｘ（ ｔ） 是灭绝的， 种群 ｙ（ ｔ） 是平均持续生存的， 见图 ２。
３） 取 σ１ ＝ ０． １，σ２ ＝ ２，α ＝ ３ 时， 通过计算可得 ｒ２ ＜ σ２

２ ／ ２，ｒ１ ＞ σ２
１ ／ ２ ， 显然参数的选择满足定

理 ２ 的第ⅲ）个要求， 即种群 ｙ（ ｔ） 是灭绝的， 种群 ｘ（ ｔ） 是平均持续生存的， 见图 ３。

·２７·
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说明:彩色曲线代表系统(2)的解,黑色线代表其相应的确定性模型的解。
Notes：The colour curve represent the solution of system(2),the black curve represent the solution of the corresponding deterministic system.

图 1 系统(2)及相应的确定性模型在初值为(1,0.8)下的时间序列图（σ1=2,σ2=2,α=3)
Fig.1 Time series of system (2) and it蒺s corresponding deterministic system with initial value(1,0.8)（σ1=2,σ2=2,α=3）
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图 2 系统(2)及相应的确定性模型在初值为(1,0.8)下的时间序列图（σ1=2,σ2=0.1,α=3)
Fig.2 Time series of system (2) and it蒺s corresponding deterministic system with initial value(1,0.8)（σ1=2,σ2=0.1,α=3）
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说明:彩色曲线代表系统(2)的解,黑色线代表其相应的确定性模型的解。
Notes：The colour curve represent the solution of system(2),the black curve represent the solution of the corresponding deterministic system
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图 3 系统(2)及相应的确定性模型在初值为(1,0.8)下的时间序列图(σ1=0.1,σ2=2,α=3)
Fig.3 Time series of system (2) and it蒺s corresponding deterministic system with initial value(1,0.8)（σ1=0.1,σ2=2,α=3）
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Notes：The colour curve represent the solution of system(2),the black curve represent the solution of the corresponding deterministic system.
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４） 取 σ１ ＝ ０． １，σ２ ＝ ０． １，α ＝ ３ 时， 通过计算可得 ｒ１ － ｂ１ξ ／ ｆ（ξ） ＞ σ２
１ ／ ２，ｒ２ ＞ σ２

２ ／ ２ ， 显然参数

的选择满足定理 ２ 的第ⅳ） 个要求， 即种群 ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ） 均是平均持续生存的， 见图 ４。
５） 取 σ１ ＝ ０． １，σ２ ＝ ０． １，α ＝ ０． ０１ 时， 通过计算可得 ｒ１ － ｂ１ξ ／ ｆ（ξ） ＜ σ２

１ ／ ２，ｒ２ ＞ σ２
２ ／ ２ ， 即种群

ｘ（ ｔ） 是趋于灭绝的， 种群 ｙ（ ｔ） 是平均持续生存的， 见图 ５。
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图 4 系统(2)及相应的确定性模型在初值为(1,0.8)下的时间序列图(σ1=0.1,σ2=0.1,α=3)
Fig.4 Time series of system (2) and it蒺s corresponding deterministic system with initial value(1,0.8)（σ1=0.1,σ2=0.1,α=3）
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说明:彩色曲线代表系统(2)的解,黑色线代表其相应的确定性模型的解。
Notes：The colour curve represent the solution of system(2),the black curve represent the solution of the corresponding deterministic system.
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图 5 系统(2)及相应的确定性模型在初值为(1,0.8)下的时间序列图(σ1=0.1,σ2=0.1,α=0.01)
Fig.5 Time series of system (2) and it蒺s corresponding deterministic system with initial value(1,0.8)（σ1=0.1,σ2=0.1,α=0.01）
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说明:彩色曲线代表系统(2)的解,黑色线代表其相应的确定性模型的解。
Notes：The colour curve represent the solution of system(2),the black curve represent the solution of the corresponding deterministic system.
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比较图 １、 图 ２ 可以发现， 当 σ１与 α 不变，σ２ 变动时， 种群 ｘ（ ｔ） 始终灭绝， 而种群 ｙ（ ｔ） 则由灭

绝变为平均持续生存。 比较图 １、 图 ３ 可以发现， 当 σ２与α 不变， σ１ 变动时， 种群 ｘ（ ｔ） 由灭绝变为平

均持续生存， 而种群 ｙ（ ｔ） 始终灭绝。 由此可知， 白噪声过大时， 种群趋于灭绝； 白噪声较小时， 种

群可以平均持续生存。 而将图 ４ 与图 ５ 进行比较， 当 σ１与 σ２ 均不变， 将 α 的取值改变， 在 “心理效

应” 较小的时候， 种群 ｘ（ ｔ） 是平均持续生存的， 在 “心理效应” 较大的时候， 则种群 ｘ（ ｔ） 趋于灭

绝。 而种群 ｙ（ ｔ） 始终是平均持续生存的。 可以看出， 心理效应也会对种群 ｘ（ ｔ） 的平均持续生存和灭

绝造成一定影响， 即较强的心理效应不利于种群 ｘ（ ｔ） 的生存。

·４７·
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４　 结论
本文研究了具有心理效应的随机扰动捕食－食饵系统。 通过构造合适的 Ｌｉａｐｕｎｏｖ 函数并运用 Ｉｔô

公式， 证明了系统 （２） 全局正解的存在唯一性， 给出了种群 ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ） 灭绝与平均持续生存的充分

条件。 最后通过数值模拟验证结果的正确性， 得到： 随机扰动对种群的生存与灭绝扮演着重要的角

色， 当白噪声较大时， 种群 ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ） 更快地趋于灭绝； 当白噪声较小时， 种群 ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ） 相对缓慢

减少， 并持续生存； 种群 ｘ（ ｔ） 也会受到心理效应的影响， 当心理效应较大时， 种群 ｘ（ ｔ） 会不太愿意

在该区域出现， 从而导致数量减少。
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