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ｌ 步信息脉冲牵引控制的多智能体一致性分析

李智勇， 黄振坤， 宾红华
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［摘要］ 应用矩阵论和代数图论， 分析 ｌ 步信息脉冲牵引控制的多智能体一致性问题。 把具有单个脉冲

控制器的多智能体的一致性系统推广到只对一个智能体实施 ｌ 步信息脉冲牵引控制的系统。 在通讯拓扑是

无向连通图的情况下， 给出使多智能体达到一致性的一个充分条件。 选择恰当的 ｌ 有助于减少使多智能体

系统达到一致性所需的脉冲次数。 最后， 仿真实例验证了理论结果。
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０　 引言
由于多智能体系统的一致性问题被广泛地应用到许多领域， 如编队控制、 无人机、 传感器网络和

卫星姿态控制等［１ － ４］ ， 所以近年来许多学者开始关注和研究这一问题。 一致性控制的基本思想是根据

邻接点的状态和自己的状态调整自己的状态， 最终使所有智能体的状态趋于一个常数［５］ 。 所以多智

能体系统的一致性问题也可以看成一个特殊的神经网络同步问题［６ － ７］ 。 文献 ［８］ 给出了一致性问题

的理论框架和一个具有一致性协议的多智能体系统。 在一定条件下， 这个系统中的所有智能体的状态

都收敛到初始状态的平均值。



　 第 ２ 期 李智勇， 等： ｌ 步信息脉冲牵引控制的多智能体一致性分析

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

然而， 在实际应用中， 经常要求所有智能体的状态都收敛到某个给定的值［９］ 。 牵引控制是通过

对网络中的一些节点实施控制， 从而达到协调控制整个网络的目的， 是一种很有效的方法。 这种方法

被成功地应用于解决多智能体网络的一致性控制问题［１０］ 和复杂网络的牵引同步问题［６］ 。 文献 ［６］
的研究结果表明， 在一定条件下， 只要对单个节点实施牵引控制就可实现对整个网络的控制。 但是，
它要对单个节点进行连续地牵引控制， 成本较高。 由于脉冲控制具有成本较低、 易于实现等优点， 所

以它被广泛地应用于许多领域， 如航天器控制、 神经网络和多智能体等［１１ － １６］ 。 文献 ［５， １３］ 把牵

引控制和脉冲控制结合起来， 证明了在一定条件下只需要对一个智能体实施脉冲牵引控制就能使多智

能体系统达到一致性。
在实际应用中， 信息交流经常存在时延， 所以许多学者研究了存在时滞情形下的多智能体的一致

性问题［８，１６］ 。 受此启发， 如果掌握了脉冲前智能体的状态信息和前 ｌ － １ 次脉冲前智能体的状态信息，
这将有助于得到更精确的脉冲牵引控制。 把这个思想和文献 ［５， １３］ 的方法相结合， 本文提出了用

基于 ｌ 步信息脉冲牵引控制的方法来研究多智能体系统的一致性， 并且给出了一个使系统达到一致性

的充分条件， 并且选择恰当的 ｌ 有助于减少使多智能体系统达到一致性所需的脉冲次数。

１　 预备知识
多智能体系统的网络拓扑结构通常用图来描述。 假设无向图 Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ） ， 其中顶点集 Ｖ ＝ ｛１，２，

…，ｎ｝ ， 边的集合 Ｅ ＝ ｛（ｉ，ｊ）：ｉ，ｊ ∈ Ｖ，ｉ ≠ ｊ｝ ⊆ Ｖ × Ｖ 。 如果图包含边 （ｉ１ ，ｉ２ ），（ｉ２ ，ｉ３ ），…，（ｉｋ，ｉｋ＋１ ） ， 且

顶点 ｉ１ ，ｉ２ ，…，ｉｋ＋１ 各不相同， 则边的集合 ｛（ｉ１ ，ｉ２ ），（ｉ２ ，ｉ３ ），…，（ｉｋ，ｉｋ＋１ ）｝ 称为顶点 ｉ１ 与顶点 ｉｋ ＋ １之间的一

条路。 若图中的任意两个顶点之间至少存在一条路， 则称该图为连通图。 无向图 Ｇ 的加权邻接矩阵记为

Ａ ＝ ［ａｉｊ］ ｎ×ｎ ， 若 （ ｊ，ｉ），（ｉ，ｊ） ∈ Ｅ ， 则 ａｉｊ ＝ ａｊｉ ＞ ０ ； 否则， ａｉｊ ＝ ａｊｉ ＝ ０ ， 并且 ａｉｉ ＝ ０（ｉ ＝ １，２，…，ｎ）。

无向图 Ｇ 的拉普拉斯 （Ｌａｐｌａｃｉａｎ） 矩阵记为 Ｌ ＝ ［ｌｉｊ］ ｎ×ｎ ， 其中 ｌｉｉ ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ 且 ｌｉｊ ＝ － ａｉｊ（ｉ ≠ ｊ） ， 则 Ｌ 是

实对称矩阵。 记 １ｎ ＝ （１，１，…，１）Ｔ ∈ Ｒｎ ， 其中 １Ｔ
ｎ 表示 １ｎ 的转置， 则 Ｌ·１ｎ ＝ ０。

本文总是假设网络通讯拓扑结构图 Ｇ 是无向连通的， 所以有下面的引理 １ 成立。
引理 １［１３］ 　 拉普拉斯矩阵 Ｌ 有单重特征根 ０， 其余特征根均大于 ０。
考虑如下的基于 ｌ 步信息脉冲牵引控制的多智能体系统：

ｘ̇ｉ（ ｔ） ＝ － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ ｌｉｊｘ ｊ（ ｔ））， ｉ ＝ ２，３，…，ｎ，

ｘ̇１ （ ｔ） ＝ － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ ｌ１ｊｘ ｊ（ ｔ））， ｔ ≠ ｔｋ，ｋ ∈ Ｚ ＋ ，

ｘ１ （ ｔ ＋
ｋ ） ＝ ｘ１ （ ｔｋ） － ∑

ｍｋ

ｊ ＝ ０
（ｂｋｊ·（ｘ１ （ ｔｋ－ｊ） － ｓ））， ｋ ∈ Ｚ ＋ ，

ｘ（ ｔｋ） ＝ ｘ（ ｔ －
ｋ ）， ｋ ∈ Ｚ ＋ ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（１）

其中： ０ ≤ ｔｋ－１ ＜ ｔｋ ； ∀ｋ ∈ Ｚ＋ ：＝ ｛１，２，…｝ ； 常数 ｎ，ｌ ∈ Ｚ＋ 且 ｎ ≥ ２；ｍｋ ＝ ｍｉｎ｛ｌ － １，ｋ｝ ； ｂｋｊ，ｘｉ（ｔ） ∈
Ｒ 且初始值 ｘ（ ｔ ＋

０ ） ＝ ｘ（ ｔ０ ） 。
注 １　 若 ｌ ＝ １， 则系统 （１） 就是文献 ［１３］ 所研究的系统。
假设 １　 存在常数 δ，Δ，ｂ０ ∈ Ｒ ， 使得 ∀ｋ ∈ Ｚ ＋ ， 都有 １ － ｂｋ０

≤ １ － ｂ０ ＜ １ ， 且 ０ ＜ δ ≤ ｔｋ －
ｔｋ－１ ≤ Δ ＜ ＋∞ 。

·９０１·
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为了方便， 本文中所有的范数 · 都是指 · ２ 。 设 Ｄ ∈ Ｒｍ×ｎ，ｘ ＝ （ｘ１ ，ｘ２ ，…，ｘｎ） Ｔ ∈ Ｒｎ ， 则

Ｄ ＝ （λｍａｘ（ＤＴＤ）） １ ／ ２ ， ｘ ＝ （∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘ２

ｉ ） １ ／ ２ 。 Ｉ 表示单位矩阵。 由引理 １ 可知， 存在正交矩阵 Ｕ ＝

［ｕｉｊ］ ｎ×ｎ ， 使得 Ｌ ＝ ＵＪＵＴ ， 其中 Ｊ ＝ ｄｉａｇ（０，λ２ ，…，λｎ） ， ０ ＝ λ１ ＜ λ２ ≤ λ３ ≤ … ≤ λｎ 。 设 Φ（ ｔ） ＝
ｄｉａｇ（１，ｅ －λ２ｔ，…，ｅ －λｎｔ），Ｂ０ ＝ ｄｉａｇ（ｂ０ ，０，…，０） ∈ Ｒｎ×ｎ，Ｂｋｊ ＝ ｄｉａｇ（ｂｋｊ，０，…，０） ∈ Ｒｎ×ｎ，ｋ ∈ Ｚ ＋ ，ｊ ＝ ０，１，
２，…，ｍｋ。

定义 １［５］ 　 若存在常数 ｓ， 使得 ｌｉｍ
ｔ→∞

ｘｉ（ ｔ） ＝ ｓ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ ， 则称系统 （１） 在 ｓ 上达到一致性。

引理 ２［１３］ 　 若 假 设 １ 成 立， 则 存 在 常 数 γ ＜ １， 使 得 ∀ｋ ∈ Ｚ ＋ ， 都 有

ＵＴ（Ｉ － Ｂ０ ）ＵΦ（ ｔｋ － ｔｋ－１ ） ≤ γ ＜ １ 。

２　 主要结果

定理 １　 若假设 １ 成立， 且存在非负常数 ｂ ｊ ∈ Ｒ，ｊ ＝ １，２，…，ｌ － １ ， 使得 γ ＋ ∑
ｌ －１

ｊ ＝ １
ｂ ｊ ＜ １ 且 ∀ｋ ∈

Ｚ ＋ ， 都有 ｂｋｊ ≤ ｂ ｊ，ｊ ＝ １，２，…，ｍｋ ， 则系统 （１） 在 ｓ 上达到一致性， 其中 γ 与引理 ２ 中的定义相

同， ∑
０

ｊ ＝ １
ｂ ｊ ＝ ０。

证明　 设一致性误差 ｅｉ（ ｔ） ＝ ｘｉ（ ｔ） － ｓ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ 。 设 ｅ（ ｔ） ＝ （ｅ１ （ ｔ），ｅ２ （ ｔ），…，ｅｎ（ ｔ）） Ｔ ， 则

由 Ｌ·１ｎ ＝ ０ 和系统 （１） 可知 ｅ（ ｔ ＋
０ ） ＝ ｅ（ ｔ０ ） ， 且

ｅ̇ｉ（ ｔ） ＝ － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ ｌｉｊｅｊ（ ｔ））， ｉ ＝ ２，３，…，ｎ，

ｅ̇１ （ ｔ） ＝ － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ ｌ１ｊｅｊ（ ｔ））， ｔ ≠ ｔｋ，ｋ ∈ Ｚ ＋ ，

ｅ１ （ ｔ ＋
ｋ ） ＝ ｅ１ （ ｔｋ） － ∑

ｍｋ

ｊ ＝ ０
（ｂｋｊ·ｅ１ （ ｔｋ－ｊ））， ｋ ∈ Ｚ ＋ ，

ｅ（ ｔｋ） ＝ ｅ（ ｔ －
ｋ ）， ｋ ∈ Ｚ ＋ 。

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（２）

当 ｔ ∈ （ ｔｋ－１ ，ｔｋ） 时， 系统 （２） 可化为

ｅ̇（ ｔ） ＝ － Ｌ·ｅ（ ｔ）。 （３）

注意到， ｅｘｐ（ － Ｌ·（ ｔ － ｔｋ－１ ）） ＝ ∑
∞

ｉ ＝ ０
［（ － Ｌ·（ ｔ － ｔｋ－１ ）） ｉ ／ ｉ！］ ＝ ∑

∞

ｉ ＝ ０
［（ － ＵＪＵＴ·（ ｔ － ｔｋ－１ ）） ｉ ／ ｉ！］ ＝ Ｕ｛ Ｉ

＋ ∑
∞

ｉ ＝ １
［（ － Ｊ·（ ｔ － ｔｋ－１ ）） ｉ ／ ｉ！｝ＵＴ ＝ Ｕ｛Ｉ ＋ ∑

∞

ｉ ＝ １
［［ｄｉａｇ（０， － λ２·（ ｔ － ｔｋ－１ ），…， － λｎ·（ ｔ － ｔｋ－１ ））］ ｉ ／ ｉ！］｝ＵＴ

＝ Ｕｄｉａｇ（１，∑
∞

ｉ ＝ ０
［（ － λ２·（ ｔ － ｔｋ－１ ）） ｉ ／ ｉ！］，…，∑

∞

ｉ ＝ ０
［（ － λｎ·（ ｔ － ｔｋ－１ ）） ｉ ／ ｉ！］）ＵＴ ＝ ＵΦ（ ｔ － ｔｋ－１ ）ＵＴ 。 又

ｅ（ ｔｋ） ＝ ｅ（ ｔ －
ｋ ） ， 故 ∀ｔ ∈ （ ｔｋ－１ ，ｔｋ］ ， 都有

ｅ（ ｔ） ＝ ｅｘｐ（ － Ｌ·（ ｔ － ｔｋ－１ ））·ｅ（ ｔ ＋
ｋ－１ ） ＝ ＵΦ（ ｔ － ｔｋ－１ ）ＵＴ·ｅ（ ｔ ＋

ｋ－１ ）。 （４）
由 １ － ｂｋ０ ≤ １ － ｂ０ ＜ １ 可知

（ Ｉ － Ｂｋ０
）ｅ（ ｔｋ） ≤ （ Ｉ － Ｂ０ ）ｅ（ ｔｋ） 。 （５）

由 ｂｋｊ ≤ ｂ ｊ 、 式 （４） ～ 式 （５） 和引理 ２， 可知

ｅ（ ｔ ＋
ｋ ） ＝ （Ｉ － Ｂｋ０

）ｅ（ ｔｋ） － ∑
ｍｋ

ｊ ＝ １
（Ｂｋｊ·ｅ（ ｔｋ－ｊ）） ≤ （Ｉ － Ｂ０ ）ｅ（ ｔｋ） ＋ ∑

ｍｋ

ｊ ＝ １
Ｂｋｊ · ｅ（ ｔｋ－ｊ） ＝

·０１１·
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（Ｉ － Ｂ０ ）ＵΦ（ ｔｋ － ｔｋ－１ ）ＵＴ·ｅ（ ｔ ＋
ｋ－１ ） ＋ ∑

ｍｋ

ｊ ＝ １
Ｂｋｊ · ｅ（ ｔｋ－ｊ） ≤ γ ｅ（ ｔ ＋

ｋ－１ ） ＋ ∑
ｍｋ

ｊ ＝ １
ｂ ｊ· ｅ（ ｔｋ－ｊ） 。 （６）

　 　 下面用数学归纳法证明： ∀ｋ ∈ Ｚ ＋ 都有

ｅ（ ｔ ＋
ｋ－１ ） ≤ （γ ＋ ∑

ｌ －１

ｊ ＝ １
ｂ ｊ） （ｋ－１） ／ ｌ· ｅ（ ｔ０ ） 。 （７）

　 　 当 ｋ ＝ １ 时， 式 （７） 显然成立。
假设当 ｋ≤􀭰ｋ 且 􀭰ｋ∈Ｚ ＋ 时， 式 （７） 成立。 下面证明当 ｋ ＝ 􀭰ｋ ＋ １ 时， 式 （７） 成立。 由 Ｕ 是正交矩

阵和 ｔｋ － ｔｋ－１ ＞ ０ 可知， ＵΦ（ ｔｋ － ｔｋ－１ ）ＵＴ ＝ （λｍａｘ（ＵΦ（ ｔｋ － ｔｋ． －１ ）ＵＴＵΦ（ ｔｋ － ｔｋ－１ ）ＵＴ ） １ ／ ２ ＝
［λｍａｘ（（Φ（ ｔｋ － ｔｋ－１ ）） ２ ）］ １ ／ ２ ＝ １ 。 又注意到式 （４）， 故

ｅ（ ｔｋ） ≤ ｅ（ ｔ ＋
ｋ－１ ） 。 （８）

由 γ ＋ ∑
ｌ －１

ｊ ＝ １
ｂ ｊ ＜ １ 和式 （７） —式 （８） 可知， 当 ｋ ≤ 􀭰ｋ 且 􀭰ｋ ∈ Ｚ ＋ 时，

ｅ（ ｔｋ） ≤ ｅ（ ｔ ＋
ｋ－１ ） ≤ （γ ＋ ∑

ｌ －１

ｊ ＝ １
ｂ ｊ） （ｋ－１） ／ ｌ· ｅ（ ｔ０ ） ≤ ｅ（ ｔ０ ） 。 （９）

　 　 当 􀭰ｋ ≤ ｌ － １ 时， ｍ􀭰ｋ ＝ 􀭰ｋ 。 由 γ ＋ ∑
ｌ －１

ｊ ＝ １
ｂ ｊ ＜ １ 、 􀭰ｋ ／ ｌ ＜ １ 、 式 （６） 和式 （９） 可知， ｅ（ ｔ ＋

􀭰ｋ ） ≤

γ ｅ（ ｔ ＋
􀭰ｋ－１ ） ＋ ∑

􀭰ｋ

ｊ ＝ １
（ｂ ｊ· ｅ（ ｔ􀭰ｋ－ｊ） ） ≤ （γ ＋ ∑

ｌ －１

ｊ ＝ １
ｂ ｊ） ｅ（ ｔ０ ） ≤ （γ ＋ ∑

ｌ －１

ｊ ＝ １
ｂ ｊ）

􀭰ｋ ／ ｌ· ｅ（ ｔ０ ） 。

　 　 当 􀭰ｋ ＞ ｌ － １ 时， ｍ􀭰ｋ ＝ ｌ － １ 。 当 ｌ ＝ １ 时， 由式 （６） 和式 （９） 可知， ｅ（ ｔ ＋
􀭰ｋ ） ≤ γ ｅ（ ｔ ＋

􀭰ｋ－１ ） ≤
γ·γ（ 􀭰ｋ－１） ／ ｌ· ｅ（ ｔ０ ） ≤ γ􀭰ｋ· ｅ（ ｔ０ ） 。

　 　 当 ｌ ＞ １ 时， 由 γ ＋ ∑
ｌ －１

ｊ ＝ １
ｂ ｊ ＜ １ 、 式 （６） 和式 （９） 可知， ｅ（ ｔ ＋

􀭰ｋ ） ≤ γ ｅ（ ｔ ＋
􀭰ｋ－１ ） ＋ ∑

ｌ －１

ｊ ＝ １
（ｂ ｊ ·

ｅ（ｔ􀭰ｋ－ｊ） ） ≤ ［γ（γ ＋ ∑
ｌ－１

ｊ ＝１
ｂｊ）（􀭰ｋ－１） ／ ｌ ＋ ∑

ｌ－１

ｊ ＝１
ｂｊ（γ ＋ ∑

ｌ－１

ｊ ＝１
ｂｊ）（􀭰ｋ－ｊ－１） ／ ｌ］· ｅ（ｔ０） ≤ ［γ（γ ＋ ∑

ｌ－１

ｊ ＝１
ｂｊ）（􀭰ｋ－ｌ） ／ ｌ ＋ ∑

ｌ－１

ｊ ＝１
ｂｊ（γ ＋

∑
ｌ －１

ｊ ＝ １
ｂ ｊ） （ 􀭰ｋ－ｌ） ／ ｌ］· ｅ（ ｔ０ ） ≤ （γ ＋ ∑

ｌ －１

ｊ ＝ １
ｂ ｊ）

􀭰ｋ ／ ｌ· ｅ（ ｔ０ ） 。

由数学归纳法可知， ∀ｋ ∈ Ｚ ＋ 都有式 （７） 成立。 由 γ ＋ ∑
ｌ －１

ｊ ＝ １
ｂ ｊ ＜ １ 和式 （７） 可知，

ｌｉｍ
ｋ→∞

ｅ（ ｔ ＋
ｋ－１ ） ＝ ０。 （１０）

　 　 由假设 １ 可知， ∀ｋ ∈ Ｚ ＋ 都有 ｔｋ － ｔｋ－１ ≤ Δ ＜ ＋∞ ， 所以当 ｔ → ∞ 时， ｋ → ∞ 。 当 ｔ ∈ （ ｔｋ－１ ，ｔｋ］
时， 由式 （ ４ ） 可知 ｅ（ ｔ） ＝ ＵΦ（ ｔ － ｔｋ－１ ）ＵＴ·ｅ（ ｔ ＋

ｋ－１ ） ≤ ｅ（ ｔ ＋
ｋ－１ ） ， 所以由式 （ １０ ） 可知

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｅ（ ｔ） ＝ ０。 所以系统 （１） 在 ｓ 上达到一致性。

注 ２　 若 ｌ ＝ １， 则定理 １ 的条件就变为只需要假设 １ 成立， 文献 ［１３］ 所得到的结论就是定理 １
的一种特例。

３　 仿真实例
考虑由 ６ 个智能体构成的系统， 网络通讯拓扑结构图 Ｇ 如图 １ 所示。 假设每条边的权重都为 １，

则对应的拉普拉斯矩阵为： Ｌ ＝

２ － １ ０ ０ ０ － １
－ １ ２ － １ ０ ０ ０

０ － １ ２ － １ ０ ０
０ ０ － １ ２ － １ ０
０ ０ ０ － １ ２ － １

－ １ ０ ０ ０ － １ ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

。

·１１１·
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　 　 在下面的仿真实验里， 都是取 ｔ０ ＝ ０，ｓ ＝ ０． １，ｘ（ ｔ０ ） ＝ （１． ８，１． ５，１． ２，０． ９，０． ６，０． ３） Ｔ ， 取所有

ｔｋ － ｔｋ－１ ＝ δ ＝ Δ ＝ １ ， 取所有 ｂｋ０
＝ ｂ０ ＝ ０． ５ ， 则 γ ＝ ０． ９３８ ４ 。 都取 ε ＝ ０． ００１ ， 终止准则 （即停

止脉冲的准则） 都为 ｘ（ ｔ ＋
ｋ ） － ｓ·１ｎ ≤ ε 。

当 ｌ ＞ １ 时， 取所有 ｂｋｊ ＝ ｂ ｊ ＝ （１ － γ － ０． ００１） ／ （ ｌ － １），ｊ ＝ １，２，…，ｍｋ ， 显然定理 １ 的条件成立。
可得到满足终止准则所需的脉冲次数与 ｌ 的关系如图 ２ 所示。

21 3

456
图 1 网络图 G

Fig.1 Network graph G
图 2 脉冲次数与 l 的关系

Fig.2 The relation between l and times of impulses

脉
冲

次
数

Im
pn
lse

tim
es

取 ｌ ＝ １， 所有智能体的状态轨迹如图 ３ａ 所示。 取 ｌ ＝ ２９， 取所有 ｂｋｊ ＝ ｂｊ ＝ （１ － γ － ０． ００１） ／ （２９ －
１），ｊ ＝ １，２，…，２８， 所有智能体的状态轨迹如图 ３ｂ 所示。

图 3 所有智能体的状态轨迹

Fig.3 The state trajectories of all agents

a) l=1 b) l=29

４　 结论
本文把具有单个脉冲控制器的多智能体的一致性系统推广到只对一个智能体实施基于 ｌ 步信息脉

冲牵引控制的系统。 在通讯拓扑是无向连通图的情况下， 给出了使多智能体达到一致性的一个充分条

件， 仿真实例验证了理论结果。 本文是对文献 ［１３］ 的一种推广。 由仿真实例可知， 在使多智能体

系统达到一致性的条件下， 本文在选择恰当的 ｌ 后所需的脉冲次数比文献 ［１３］ 的少得多。

·２１１·
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