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周期随机捕食⁃食饵系统的周期解的存在性
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［摘要］ 利用随机分析的方法， 研究捕食者具有 Ｈｏｌｌｉｎｇ Ⅱ增长函数的周期随机捕食⁃食饵系统的周期解

的存在性。 通过李雅普诺夫泛函方法证明， 对于给定的任意正初始值， 系统都存在唯一的全局正解。 给出

系统存在非平凡的正周期解的充分条件， 得到系统持久性与灭绝的充分条件。 最后， 给出数值模拟来验证

主要结果。
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０　 引言
近年来， 种群关系是生物数学研究的一个方向， 对捕食⁃食饵模型的研究己经成为生物数学领域

的热点之一， 许多学者对其进行了深入的研究， 并取得丰富的成果［１ － ４］ 。 但实际上， 各种随机干扰随

处可见， 它是生态系统中必不可少的重要组成部分。 出生率、 死亡率、 环境最大承载量和其他参数都

会受随机扰动的影响［５］ 。 具有随机扰动的种群动力系统具有丰富的动力学行为， 因此受到生物数学

研究者的青睐。
在实际的生态系统中， 周期现象普遍存在。 比如种群受到昼夜更替、 四季更替、 个体生命周期、
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食物供应等的影响［６］ ， 出生率、 死亡率和其他系数并不是保持一成不变的， 而是可能会呈现一定的

周期性［５］ 。 因此， 研究具有周期系数的动力学系统也是非常重要的。
文献 ［７］ 在研究害虫管理时提出了一个捕食⁃食饵模型假设： 随着食饵密度的增加， 捕食者种群

将会逐渐消耗更小比例的食饵。 该基础模型为

ｄｘ ＝ ｘ（ ｒ － ｂｙ）ｄｔ，
ｄｙ ＝ ｙ［λｂｘ ／ （１ ＋ ｂｈｘ） － ｄ］ｄｔ，{ （１）

其中： ｘ， ｙ 分别表示食饵和捕食者在 ｔ 时刻的种群密度； ｒ 表示食饵的内禀增长率； ｂ 表示捕食者的

捕获率； ｄ 表示捕食者的死亡率； λｂｘ ／ （１ ＋ ｂｈｘ） 是 Ｈｏｌｌｉｎｇ Ⅱ功能反应函数， λ 和 ｈ 分别表示营养转

化率和处理时间； 所有参数都是正数。 文献 ［７ － ９］ 在这个基础模型上考虑脉冲作用， 进一步研究

了系统的种群动力学行为。 基于模型 （１） 和上述工作， 考虑了密度制约项， 即

ｄｘ ＝ ｘ（ ｒ － ｒｘ ／ Ｋ － ｂｙ）ｄｔ，
ｄｙ ＝ ｙ［λｂｘ ／ （１ ＋ ｂｈｘ） － ｄ］ｄｔ，{ （２）

其中 Ｋ ＞ ０ 表示最大环境容纳量。 Ｓｕｎ 等［２］ 在系统 （２） 中考虑经济阈值， 研究系统的动力学性质，
对害虫管理提供了一定的参考。

本文考虑下列带有密度制约与随机干扰的捕食⁃食饵模型的非自治系统， 有

ｄｘ ＝ ｘ［ ｒ（ ｔ） － ｒ（ ｔ）ｘ ／ Ｋ（ ｔ） － ｂ（ ｔ）ｙ］ｄｔ ＋ σ１ （ ｔ）ｘｄＢ１ （ ｔ），
ｄｙ ＝ ｙ［λ（ ｔ）ｂ（ ｔ）ｘ ／ （１ ＋ ｂ（ ｔ）ｈ（ ｔ）ｘ） － ｕ（ ｔ）ｙ － ｄ（ ｔ）］ｄｔ ＋ σ２ （ ｔ）ｙｄＢ２ （ ｔ），{ （３）

其中： σ２
ｉ （ ｉ ＝ １，２） 表示白噪声强度； Ｂ１ （ ｔ），Ｂ２ （ ｔ） 是相互独立的标准布朗运动； ｒ（ ｔ），Ｋ（ ｔ），ｂ（ ｔ），

λ（ ｔ），ｈ（ ｔ），ｕ（ ｔ），ｄ（ ｔ），σ１ （ ｔ），σ２ （ ｔ ） 均为正的、 有界的、 连续的正 Ｔ 周期函数。
文中， 总假设 （Ω，Ｆ，｛Ｆｔ｝ ｔ≥０ ，Ｐ） 是一个带有滤子 Ｆｔ 并且满足通常条件 （即 ｛Ｆｔ｝ ｔ≥０ 是右连续单

调递增， 且 Ｆ０ 包含所有零测集） 的完备概率空间。

１　 预备知识
给出本文所需要的一些记号如下： １） Ｒｎ

＋ ＝ ｛（ｘ１ ，ｘ２ ，…，ｘｎ） ∈ Ｒｎ ｘｉ ＞ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｎ｝； ２） 对

于一个在 Ｒ ＋ 上连续有界的函数 ｆ（ ｔ） ， 定义 ｆ̌ ＝ ｉｎｆ
ｔ∈Ｒ ＋

ｆ（ ｔ） ， ｆ^ ＝ ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ ＋

ｆ（ ｔ）； ３） 对于一个在 ｔ ∈ ［０，∞ ） 的

函数 ｚ（ ｔ） ， 定义 〈 ｚ（ ｔ）〉 ∗ ＝ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

ｔ －１∫ ｔ

０
ｚ（ ｓ）ｄｓ， 〈 ｚ（ ｔ）〉 ∗ ＝ ｌｉｍ ｉｎｆ

ｔ→∞
ｔ －１∫ ｔ

０
ｚ（ ｓ）ｄｓ； ４ ） 定义 ｍ１ ＝

Ｔ －１∫ Ｔ

０
［ ｒ（ ｓ） － σ２

１ （ ｓ） ／ ２］ｄｓ， ｍ２ ＝ Ｔ －１∫ Ｔ

０
［ λ^ ／ ｈ̌ － σ２

２ （ ｓ） ／ ２ － ｄ（ ｓ）］ｄｓ ， λ１ ＝ λ^ｂ^（ ｒ^ ＋ ｒ̌） － ４ ｒ̌ｍ２ ／ Ｋ^ ， λ２ ＝

ｕ̌ｈ̌ｍ１ ／ （ λ^ － ｄ̌ｈ̌） － ｂ^。
　 　 随机微分方程

ｄｘ（ ｔ） ＝ ｆ（ｘ（ ｔ），ｔ）ｄｔ ＋ ｇ（ｘ（ ｔ），ｔ）ｄＢ（ ｔ） （４）
的解记作 ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ１ （ ｔ），ｘ２ （ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ））（ ｔ ≥ ０） ， 其中： ｆ ∈ Ｌ１ （Ｒｎ × Ｒ ＋ ，Ｒｎ）；ｇ ∈ Ｌ２ （Ｒｎ × Ｒ ＋ ，
Ｒｎ×ｍ）； Ｂ（ ｔ） 是 ｎ 维布朗运动。

定理 １［１０］ （存在唯一性定理） 　 假设 ｆ（ｘ（ ｔ），ｔ） 和 ｇ（ｘ（ ｔ），ｔ） 关于 ｘ（ ｔ） 满足下列条件： １） 局部

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件， 存 在 ｃｋ ＞ ０（ｋ ＝ １，２，…） ， 使 得 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｒｎ 且 ｘ ∨ ｙ ≤ ｋ 有 不 等 式

ｆ（ｘ，ｔ） － ｆ（ｙ，ｔ） ∨ ｇ（ｘ，ｔ） － ｇ（ｙ，ｔ） ≤ ｃｋ ｘ － ｙ 成立； ２ ） 线性增长条件， 存在 ｃ ＞ ０， 使得

ｆ（ｘ，ｔ） ∨ ｇ（ｘ，ｔ） ≤ ｃ １ ＋ ｘ ，∀（ｘ，ｔ） ∈ Ｒｎ × Ｒ ＋ ， 则初始条件为 ｘ（０） ＝ ｘ０ ∈ Ｒｎ 的系统 （４） 存

在唯一连续的局部解 ｘ（ ｔ）（ ｔ ∈ ［０，τｅ），τｅ 是爆破时间） 。
定理 ２［１０］ （Ｉｔô 公式）　 设 ｘ（ ｔ）（ ｔ ≥ ０） 是 Ｉｔô 过程， 其随机微分为 ｄｘ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ）ｄｔ ＋ ｇ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ）， 其

中： ｆ ∈ Ｌ１ （Ｒ ＋ ，Ｒｎ） ； ｇ ∈ Ｌ２ （Ｒ ＋ ，Ｒｎ×ｍ） 。 若 Ｖ（ｘ（ ｔ），ｔ） ∈ Ｃ２，１ （Ｒｎ × Ｒ ＋ ；Ｒ） ， 则 Ｖ（ｘ（ ｔ），ｔ） 仍然是

·２７１·
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Ｉｔô 过程， 具有如下随机微分： ｄＶ（ｘ（ ｔ），ｔ） ＝ Ｖｔ（ｘ（ ｔ），ｔ）ｄｔ ＋ Ｖｘ（ｘ（ ｔ），ｔ）ｄｘ（ ｔ） ＋ ｄｘＴ（ ｔ）Ｖｘｘ（ｘ（ ｔ），
ｔ）ｄｘ（ ｔ） ／ ２。

定义 １［１１ － １２］ 　 设 ｘ（ ｔ） 是系统 （３） 的任意解， 则： １） 若 ｌｉｍ
ｔ→ ＋∞

ｘ（ ｔ） ＝ ０ ， 则称种群 ｘ（ ｔ） 灭绝；

２） 若 〈ｘ（ ｔ）〉 ∗ ＞ ０ ， 则称种群 ｘ（ ｔ） 弱平均持久； ３） 若 〈ｘ（ ｔ）〉 ∗ ＞ ０ ， 则称种群 ｘ（ ｔ） 强平均持久。
引理 １［１３］ 　 设 Ｍ ＝ ｛Ｍｔ｝ ｔ≥０ 是一个实值连续局部鞅， 则有： １） 如果 ｌｉｍ

ｔ→∞
〈Ｍ，Ｍ〉 ｔ ＝ ∞ ， 则

ｌｉｍ
ｔ→∞

［Ｍｔ ／ 〈Ｍ，Ｍ〉 ｔ］ ＝ ０； ２） 如果 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

［〈Ｍ，Ｍ〉 ｔ ／ ｔ］ ＝ ∞ ， 则 ｌｉｍ
ｔ→∞

（Ｍｔ ／ ｔ） ＝ ０。

引理 ２［１４ － １５］ 　 对 ｘ ∈ Ｃ［０，∞ ） × Ω，（０，∞ ）］ ， 存在 Ｆ ∈ Ｃ［０，∞ ） × Ω，Ｒ］ 及 ｌｉｍ
ｔ→∞

（Ｆ（ ｔ） ／ ｔ） ＝ ０ 。

１） 如果对任意的 ｔ ≥ ０ ， 存在常数 λ 和正常数 Ｔ、λ０ ， 使得对所有的 ｔ ≥ Ｔ ， 都有 ｌｎ ｘ（ｔ） ≤ λｔ －

λ０∫ ｔ

０
ｘ（ｓ）ｄｓ ＋ Ｆ（ｔ） ， 则

〈ｘ（ ｔ）〉 ∗ ≤ λ ／ λ０ ， 如果 λ ≥ ０
ｌｉｍ
ｔ→∞

ｘ（ ｔ） ＝ ０， 如果 λ ＜ ０{ ； ２） 如果对任意的 ｔ ≥０ ， 存在常数 λ 和正

常数 Ｔ、 λ０ ， 使得对所有的 ｔ≥Ｔ， 几乎都有 ｌｎ ｘ（ ｔ） ≥ λｔ － λ０∫ ｔ

０
ｘ（ ｓ）ｄｓ ＋ Ｆ（ ｔ）， 则 〈 ｆ（ ｔ）〉 ∗ ≥ λ ／ λ０ 。

考虑方程

Ｘ（ ｔ） ＝ Ｘ（ ｔ０ ） ＋ ∫ ｔ

０
ｂ（ ｓ，Ｘ（ ｓ））ｄｓ ＋ ∑

ｋ

ｒ ＝ １
∫ ｔ

ｔ０
σｒ（ ｓ，Ｘ（ ｓ））ｄＢｒ（ ｓ），Ｘ ∈ Ｒｌ。 （５）

假设下列条件成立：

ｂ（ ｓ，Ｘ） － ｂ（ ｓ，Ｙ） ＋ ∑
ｋ

ｒ ＝ １
σｒ（ ｓ，Ｘ） － σｒ（ ｓ，Ｙ ） ≤ Ｂ Ｘ － Ｙ ， （６）

ｂ（ ｓ，Ｘ） ＋ ∑
ｋ

ｒ ＝ １
σｒ（ ｓ，Ｘ） ≤ Ｂ（１ ＋ Ｘ ）， （７）

其中 Ｂ 是一个常数。
引理 ３［１６］ 　 设方程 （５） 的所有系数关于 ｔ 是 Ｔ 周期的， 且在每个柱形 Ｉ × Ｕ 中条件 （６） 和 （７）

成立， 并且假设存在一个 Ｃ２ ⁃函数 Ｖ（ ｔ，ｘ） 关于 ｔ 是 Ｔ 周期的， 且下列条件在某个紧集外成立：
ｉｎｆ
ｘ ＞ Ｒ

Ｖ → ∞ ，Ｒ → ∞ ， （８）

ＬＶ（ ｔ，ｘ） ≤ － １， （９）
则方程 （５） 存在一个 Ｔ 周期解， 即该解是一个 Ｔ 周期的 Ｍａｒｋｏｖ 过程。

２　 主要结果及其证明
定理 ３　 对任意给定的初值 （ｘ（０），ｙ（０）） ∈ Ｒ２

＋ ， 系统 （３） 在 ｔ ∈ ［０，∞ ） 上存在唯一正解

（ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） ， 并且该解以概率 １ 存在于 Ｒ２
＋ 中。

证明　 首先考虑如下方程

ｄｕ（ ｔ） ＝ ［ ｒ（ ｔ） － ｒ（ ｔ）ｅｕ（ ｔ） ／ Ｋ（ ｔ） － ｂ（ ｔ）ｅｖ（ ｔ） － σ２
１ （ ｔ） ／ ２］ｄｔ ＋ σ１ （ ｔ）ｄＢ１ （ ｔ），

ｄｖ（ ｔ） ＝ ［λ（ ｔ）ｂ（ ｔ）ｅｕ（ ｔ） ／ （１ ＋ ｂ（ ｔ）ｈ（ ｔ）ｅｕ（ ｔ） ） － ｕ（ ｔ）ｅｖ（ ｔ） － ｄ（ ｔ） － σ２
２ （ ｔ） ／ ２］ｄｔ ＋ σ２ （ ｔ）ｄＢ２ （ ｔ），{ （１０）

其中： ｕ（０） ＝ ｌｎ ｘ（０），ｖ（０） ＝ ｌｎ ｙ（０） 。 显然， 系统 （１０） 满足局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件， 则系统存在唯一

的局部解 （ｕ（ ｔ），ｖ（ ｔ）） ∈ Ｒ２
＋ ，ｔ ∈ ［０，τｅ） ， 其中 τｅ 是爆破时间。 由 Ｉｔô 公式得， （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） ＝ （ｅｕ（ ｔ） ，

ｅｖ（ ｔ） ） 是模型 （３） 存在满足初始条件 （ｘ（０），ｙ（０）） ∈ Ｒ２
＋ 的唯一局部解。 为了证明该解是全局的， 只

需证明 τｅ ＝ ＋ ∞ 。
令 ｋ０ ＞ ０ 足够大， 使得 （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） ∈ Ｄｋ ＝ ［１ ／ ｋ０ ，ｋ０ ］ × ［１ ／ ｋ０ ，ｋ０ ］， 对于任意的正数 ｋ≥ｋ０ ， 定

义一个停时序列 τｋ ＝ ｉｎｆ｛ ｔ ∈ ［０，τｅ）：ｍｉｎ｛ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）｝ ≤ １ ／ ｋ 或 ｍａｘ｛ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）｝ ≥ ｋ｝。 定义 ｉｎｆ Ø ＝
∞ （Ø 代表一个空集） 。 显然， 当 ｋ→∞ 时， τｋ 是单调递增的， 且 τｋ ＜ τｅ， 因此有 τ∞ ＝ ｌｉｍ

ｔ→∞
τｋ ， 其中

·３７１·
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τ∞ ≤ τｅ， 本文只需证明 τ∞ →∞ 。
假设 τ∞ →∞ 成立， 否则存在常数 Ｔ ＞ ０、 ε ∈ （０，１） 和一个正整数 ｋ１ ≥ ｋ０ ， 有 Ｐ｛τｋ ≤ Ｔ｝ ≥ ε，

∀ｋ ≥ｋ１ 。
定义一个非负 Ｃ２ ⁃函数 Ｖ（ｘ，ｙ）：Ｒ２

＋ → Ｒ ＋ ， 使 ｌｉｍ
ｋ→∞

ｉｎｆ
（ｘ，ｙ）∈Ｒ２＋ ＼ Ｄｋ

Ｖ（ｘ，ｙ） ＝ ＋ ∞ 和 ＬＶ（ｘ，ｙ） ≤ Ｍ 成立，

其中 Ｍ 是一个正常数。 令 Ｖ（ｘ，ｙ） ＝ （ｘ ＋ １ － ｌｎ ｘ） ＋ （ｙ ＋ １ － ｌｎ ｙ） 。 则由 Ｉｔô 公式可得 ｄＶ ＝ ＬＶ ｄｔ ＋
σ１ （ ｔ）（ｘ － １）ｄＢ１ （ ｔ） ＋ σ２ （ ｔ）（ｙ － １）ｄＢ２ （ ｔ）， 其中，
ＬＶ ＝ ｒ（ ｔ）ｘ － ｒ（ ｔ）ｘ２ ／ Ｋ（ ｔ） － ｂ（ ｔ）ｘｙ － ｒ（ ｔ） ＋ ｒ（ ｔ）ｘ ／ Ｋ（ ｔ） ＋ ｂ（ ｔ）ｙ ＋ λ（ ｔ）ｂ（ ｔ）ｘｙ ／ （１ ＋ ｂ（ ｔ）ｈ（ ｔ）ｘ） －

ｕ（ ｔ）ｙ２ － ｄ（ ｔ）ｙ ＋ ｕ（ ｔ）ｙ － λ（ ｔ）ｂ（ ｔ）ｘ ／ （１ ＋ ｂ（ ｔ）ｈ（ ｔ）ｘ） ＋ ｄ（ ｔ） ＋ σ２
１ （ ｔ） ／ ２ ＋ σ２

２ （ ｔ） ／ ２ ≤ 　

（ ｒ^ ＋ ｒ^ ／ Ｋ̌）ｘ ＋ （ ｂ^ ＋ λ^ ／ ｈ̌ ＋ ｕ^）ｙ ＋ ｄ^ － ｒ̌ ＋ σ^２
１ ／ ２ ＋ σ^２

２ （ ｔ） ／ ２。
　 　 根据文献 ［１６］ 中的引理 ４􀆰 １ 得 ｘｉ ≤ ２（ｘｉ ＋ １ － ｌｎ ｘｉ） － （４ － ２ ｌｎ ２） ≤ ２（ｘｉ ＋ １ － ｌｎ ｘｉ） 。 因此，

不等式 （ ｒ^ ＋ ｒ^ ／ Ｋ̌）ｘ ＋ （ ｂ^ ＋ λ^ ／ ｈ̌ ＋ ｕ^）ｙ ≤ ２（ ｒ^ ＋ ｒ^ ／ Ｋ̌）（ｘ ＋ １ － ｌｎ ｘ） ＋ ２（ ｂ^ ＋ λ^ ／ ｈ̌ ＋ ｕ^）（ｙ ＋ １ － ｌｎ ｙ） 成立。

令 Ｃ１ ＝ ｄ^ － ｒ̌ ＋ σ^２
１ ／ ２ ＋ σ^２

２ ／ ２ 和 Ｃ２ ＝ ｍａｘ｛ ｒ^ ＋ ｒ^ ／ Ｋ̌，ｂ^ ＋ λ^ ／ ｈ̌ ＋ ｕ^｝， 并取 Ｃ３ ＝ ｍａｘ｛Ｃ１ ，２Ｃ２ ｝ ， 故

ｄＶ ≤Ｃ３ （Ｖ ＋ １）ｄｔ ＋ σ１ （ ｔ）（ｘ － １）ｄＢ１ （ ｔ） ＋ σ２ （ ｔ）（ｙ － １）ｄＢ２ （ ｔ）。 将上式从 ０ 到 τｋ∧Ｔ 积分并取期望以

及应用 Ｇｒｏｗｎｗａｌｌ 不等式得，

ＥＶ（ｘ（τｋ ∧ Ｔ ），ｙ（τｋ ∧ Ｔ ）） ≤ Ｖ（ｘ（０），ｙ（０）） ＋ Ｅ∫ τｋ∧Ｔ

　 ０
Ｃ３ ［Ｖ（ｘ（ｓ），ｙ（ｓ）） ＋ １］ｄｓ ≤

Ｖ（ｘ（０），ｙ（０）） ＋ Ｃ３ Ｔ ＋ Ｃ３∫ τｋ∧Ｔ

　 ０
ＥＶ（ｘ（ ｓ），ｙ（ ｓ））ｄｓ ≤ ［Ｖ（ｘ（０），ｙ（０）） ＋ Ｃ３ Ｔ］ｅＣ３Ｔ ＝ Ｍ。

因此， Ｖ（ｘ（τｋ ∧ Ｔ），ｙ（τｋ ∧ Ｔ）） ≥ （ｋ － １ － ｌｎ ｋ） ∧ （１ ／ ｋ － １ － ｌｎ １ ／ ｋ）。 则 Ｍ ≥ Ｅ［１Ωｔ
（θ）Ｖ（ｘ（τｋ ∧ Ｔ），

ｙ（τｋ ∧ Ｔ ））］ ≥ε（［ｋ － １ － ｌｎ ｋ］ ∧ ［１ ／ ｋ － １ － ｌｎ １ ／ ｋ］）， 其中 １Ωｔ
（θ） 是在 Ωｋ 上的一个指示函数。 令

ｋ → ∞ ， 则 ∞ ＞ Ｍ ＝ ∞ 。 这与假设相矛盾， 证毕。

定理 ４　 Ｈ１） ｍ１ ＞ ０， ｍ２ ＞ ０； Ｈ２） λ１ ＞ ０， （λ１ ／ λ^ｂ^）２ ＞ （ ｒ^ ＋ ｒ̌）２ ／ ８ － ｒ̌２ Ｋ̌ｍ１ ／ （２ｒ^Ｋ^）； Ｈ３）λ２ ＞ ０，

ｒ̌Ｋ̌λ２ ／ ｒ^ ＞ ４λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ （ ｕ^ － ｕ̌ｈ̌ｍ２ ／ （λ^ － ｄ̌ｈ̌））， 若条件 Ｈ１） ～ Ｈ３） 成立， 则系统 （３） 存在一个正 Ｔ 周期解。
证明　 根据引理 ３， 只要找到一个 Ｃ２ ⁃函数 Ｖ（ｔ，ｘ，ｙ） 和一个闭集 Ｕ ∈ Ｒ２

＋ ， 使式 （８） 和式 （９） 成

立即可。 定义一个非负的 Ｃ２ ⁃函数 Ｖ（ｔ，ｘ，ｙ） ＝ ｘ － ｒ̌Ｋ̌ ｒ^ －１ ｌｎ ｘ ＋ ｒ̌Ｋ̌ｒ^ －１ ω１ － ４λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ｌｎ ｙ ＋ ４λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ω２ ＋

ｐｙ ＝ Ｖ１ ＋ Ｖ２ ＋ Ｖ３ ， 其中： Ｖ１ ＝ ｘ － ｒ̌Ｋ̌ ｒ^ －１ ｌｎ ｘ ＋ ｒ̌Ｋ̌ｒ^ －１ ω１ ； Ｖ２ ＝ － ４λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ｌｎ ｙ ＋ ４λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ω２ ； Ｖ３ ＝ ｐｙ；

ｐ ＝ ２ｕ̌ｈ̌２ （ λ^ － ｄ̌ｈ̌） －２ （ ｒ̌Ｋ̌ｍ１ ｒ^ －１ ／ ２ ＋ ２λ１ ｍ２ λ^ －２ ｂ^ －２ ）； ω１ （ ｔ） 和 ω２ （ ｔ） 是定义在 ［０，∞ ） 上的函数且满足

ω１ （ｔ）′ ＝ ｒ（ｔ） － σ２
１ （ｔ） ／ ２ － ｍ１ ， ω２ （ｔ）′ ＝ λ^ ／ ｈ̌ － σ２

２ （ｔ） ／ ２ － ｄ（ｔ） － ｍ２ 和 ω１ （０） ＝ ω２ （０） ＝ ０ 。 容易证

明 ω１ （ ｔ） 和 ω２ （ ｔ） 都是 Ｔ⁃周期函数， 且 ω１ （ ｔ ＋ Ｔ） － ω１ （ ｔ） ＝ ０ 和 ω２ （ ｔ ＋ Ｔ） － ω２ （ ｔ） ＝ ０ 。 因此得到

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｉｎｆ
（ｘ，ｙ）∈Ｒ２＋ ＼ Ｕｋ

＋ Ｖ（ ｔ，ｘ，ｙ） ＝ ＋∞ ， 其中 Ｕｋ ＝ ｛（ｘ，ｙ）：（ｘ，ｙ） ∈ （１ ／ ｋ，ｋ） × （１ ／ ｋ，ｋ）｝ 。 所以 Ｖ（ ｔ，ｘ，ｙ）

是一个 Ｔ⁃周期函数且满足式 （８）。 下面只需要找到一个闭集 Ｕ ∈ Ｒ２
＋ ， 使当 （ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２

＋ ＼ Ｕ 时 ， 有

ＬＶ（ ｔ，ｘ，ｙ） ≤ － １ 即可。 由 Ｉｔô 公式得：

ＬＶ１ ＝ ｒ（ ｔ）ｘ － ｒ（ ｔ）ｘ２ ／ Ｋ（ ｔ） － ｂ（ ｔ）ｘｙ － ｒ̌Ｋ̌ｒ^ －１ ［ ｒ（ ｔ） － ｒ（ ｔ）ｘ ／ Ｋ（ ｔ） － ｂ（ ｔ）ｙ － σ２
１ （ ｔ） ／ ２］ ＋

ｒ̌Ｋ̌ ｒ^ －１ ω′１ （ ｔ） ≤ － ｒ̌Ｋ^ －１ ｘ２ ＋ ｒ^ｘ － ｒ̌Ｋ̌ｒ^ －１ ｒ（ ｔ） ＋ ｒ̌ｘ ＋ ｒ̌Ｋ̌ｂ^ｒ^ －１ ｙ ＋ ｒ̌Ｋ̌ｒ^ －１ σ２
２ （ ｔ） ／ ２ ＋ ｒ̌Ｋ̌ ｒ^ －１ ω′２ （ ｔ） ＝

－ ｒ̌Ｋ^ －１ ｘ２ ＋ （ ｒ̌ ＋ ｒ^）ｘ ＋ ｒ̌Ｋ̌ｂ^ｒ^ －１ ｙ － ｒ̌Ｋ̌ ｒ^ －１ ｍ１ ，

ＬＶ２ ＝ － ４λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ［λ（ ｔ）ｂ（ ｔ）ｘ ／ （１ ＋ ｂ（ ｔ）ｈ（ ｔ）ｘ） － ｄ（ ｔ） － ｕ（ ｔ）ｙ － σ２
２ （ ｔ） ／ ２］ ＋

４λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ω′２ （ ｔ） ≤ ４λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ （ λ^ｂ^ｘ ／ ２ － λ^ｈ̌ －１ ） ＋ ４λ１ ｕ^λ^ －２ ｂ^ －２ ｙ ＋ ４λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ （ｄ（ ｔ） ＋

·４７１·
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σ２
２ （ ｔ） ／ ２ ＋ ω′２ （ ｔ）） ＝ ２λ１ λ^ －１ ｂ^ －１ ｘ ＋ ４λ１ ｕ^λ^ －２ ｂ^ －２ ｙ － ４λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ｍ２ ，

ＬＶ３ ＝ ｐ［λ（ ｔ）ｂ（ ｔ）ｘｙ ／ （１ ＋ ｂ（ ｔ）ｈ（ ｔ）ｘ） － ｄ（ ｔ）ｙ － ｕ（ ｔ）ｙ２ ］ ≤ － ｐｕ̌ｙ２ ＋ （ｐλ^ｈ̌ －１ － ｐｄ̌）ｙ。

　 　 因此， ＬＶ ≤－ ｒ̌Ｋ^－１ｘ２ ＋ （ｒ̌ ＋ ｒ^ ＋ ２λ１λ^－１ ｂ^－１）ｘ － ｐｕ̌ｙ２ ＋ （ｒ̌Ｋ̌ｂ^ｒ^－１ ＋ ４λ１ ｕ^λ^－２ ｂ^－２ ＋ ｐλ^ｈ̌－１ － ｐｄ̌）ｙ － ｒ̌Ｋ̌ｒ^－１ｍ１ －

４λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ｍ２ 。 定义一个闭集 Ｕε ＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２
＋ ：ε ≤ ｘ ≤ １ ／ ε，ε ≤ ｙ ≤ １ ／ ε｝， 其中 ε 是一个充分小的

数， 使下列不等式成立： （ ｒ̌ ＋ ｒ^ ＋ ２λ１ λ^ －１ ｂ^ －１ ）ε ＜ ［ ｒ̌Ｋ̌ ｒ^ －１ ｍ１ ＋ ４λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ｍ２ － （ ｒ̌Ｋ̌ｂ^ｒ^ －１ ＋ ４ｕ^λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ＋

ｐλ^ｈ̌ －１ － ｐｄ̌） ２ ／ （４ｐｕ̌）］ ／ ２ ； （ ｒ̌Ｋ̌ｂ^ｒ^ －１ ＋ ４λ１ ｕ^λ^ －２ ｂ^ －２ ＋ ｐλ^ｈ̌ －１ － ｐｄ̌）ε ＜ ［ ｒ̌Ｋ̌ｒ^ －１ ｍ１ ＋ ４λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ｍ２ － Ｋ^（ ｒ̌ ＋ ｒ^ ＋

２λ１ λ^ －１ ｂ^ －１ ） ２ ／ （４ ｒ̌）］ ／ ２ ； － ｒ̌ ／ ２Ｋ^ε２ ＋ Ｋ３ ＜ － １ ； － ｐｕ̌ ／ ２ε２ ＋ Ｋ４ ＜ － １ ， 其中 Ｋ３ 和 Ｋ４ 都是正常数， 将在

下面的证明中给出。 定义： Ｄ１ ＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２
＋ ：０ ＜ ｘ ＜ ε｝ ； Ｄ２ ＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２

＋ ：０ ＜ ｙ ＜ ε｝ ； Ｄ３ ＝
｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２

＋ ：ｘ ＞ １ ／ ε｝ ； Ｄ４ ＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２
＋ ：ｙ ＞ １ ／ ε｝ ， 则 Ｒ２

＋ ＼ Ｕε ＝ Ｄ１ ∪ Ｄ２ ∪ Ｄ３ ∪ Ｄ４ 。 现在

证明对任意的 （ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２
＋ ＼ Ｕε ， 都有 ＬＶ ≤ － １ 。

当 （ｘ，ｙ） ∈ Ｄ１ 时， 有 ＬＶ ≤ － ｐｕ̌［ｙ － （ ｒ̌Ｋ̌ｂ^ｒ^ －１ ＋ ４ｕ^λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ＋ ｐλ^ｈ̌ －１ － ｐｄ̌） ／ （２ｐｕ̌）］ ２ ＋ （ ｒ̌ ＋ ｒ^ ＋

２λ１ λ^ －１ ｂ^ －１ ）ε ＋ （ ｒ̌Ｋ̌ｂ^ｒ^ －１ ＋ ４ｕ^λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ＋ ｐλ^ｈ̌ －１ － ｐｄ̌） ２ ／ （４ｐｕ̌） － ｒ̌Ｋ̌ ｒ^ －１ ｍ１ － ４λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ｍ２ ≤ （ ｒ̌Ｋ̌ｂ^ｒ －１ ＋

４ｕ^λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ＋ ｐλ^ｈ̌ －１ － ｐｄ̌） ２ ／ （８ｐｕ̌） － ｒ̌Ｋ̌ｒ^ －１ ｍ１ ／ ２ － ２λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ｍ２ ＝ Ｋ１ 。

由于 ｒ̌Ｋ̌ｂ^ｒ^ －１ ＋ ４ｕ^λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ＋ ｐλ^ｈ̌ －１ － ｐｄ̌ － ２ ２ｐｕ̌（ ｒ̌Ｋ̌ｒ^ －１ ｍ１ ／ ２ ＋ ２λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ｍ２ ） ＝ ４λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ［ ｕ^ －

ｕ̌ｈ̌ｍ２ ／ （ λ^ － ｄ̌ｈ̌）］ － ｒ̌Ｋ̌ｒ^ －１ λ２ ＜ ０ ， 所以 ＬＶ ≤ Ｋ１ ＜ ０ 。

当 （ｘ，ｙ） ∈ Ｄ２ 时， 有 ＬＶ ≤－ ｒ̌Ｋ^ －１ ［ｘ － ｒ̌ －１ Ｋ^（ ｒ̌ ＋ ｒ^ ＋ ２λ１ λ^ －１ ｂ^ －１ ） ／ ２］２ ＋ ｒ̌ －１ Ｋ^（ ｒ̌ ＋ ｒ^ ＋ ２λ１ λ^ －１ ｂ^ －１ ）２ ／ ４ ＋

（ｒ̌Ｋ̌ｂ^ｒ^－１ ＋ ４ｕ^λ１λ^－２ ｂ^－２ ＋ ｐλ^ｈ̌－１ － ｐｄ̌）ε － ｒ̌Ｋ̌ｒ^－１ｍ１ － ４λ１λ^－２ ｂ^－２ｍ２ ≤ ｒ̌－１Ｋ^（ｒ̌ ＋ ｒ^ ＋ ２λ１λ^－１ ｂ^－１）２ ／ ８ － ｒ̌Ｋ̌ｒ^－１ｍ１ ／ ２ －

２λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ｍ２ 。 因为 Ｋ２ ＝ ｒ̌ －１ Ｋ^（ ｒ̌ ＋ ｒ^ ＋ ２λ１ λ^ －１ ｂ^ －１ ） ２ ／ ８ － ｒ̌Ｋ̌ｒ^ －１ ｍ１ ／ ２ － ２λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ｍ２ ＝ ｒ̌ －１ Ｋ^［（ ｒ^ ＋ ｒ̌） ２ ／ ８ －

ｒ̌２ Ｋ̌ｒ^ －１ Ｋ^ －１ ｍ１ ／ ２ － （λ１ λ^ －１ ｂ^ －１ ） ２ ］ ＜ ０ ， 所以 ＬＶ ＜ ０。

当 （ｘ，ｙ） ∈ Ｄ３ 时， 有 ＬＶ ≤－ ｒ̌ｘ２ ／ （２Ｋ^） ＋ Ｋ３ ≤－ ｒ̌ ／ （２Ｋ^ε２） ＋ Ｋ３ ＜ － １， 其中 Ｋ３ ＝ ｓｕｐ
（ｘ，ｙ）∈Ｒ２

｛ － ｒ̌Ｋ^－１ｘ２ ／ ２ ＋

（ ｒ̌ ＋ ｒ^ ＋ ２λ１ λ^ －１ ｂ^ －１ ）ｘ － ｐｕ̌ｙ２ ＋ （ ｒ̌Ｋ̌ｂ^ｒ^ －１ ＋ ４λ１ ｕ^λ^ －２ ｂ^ －２ ＋ ｐλ^ｈ̌ －１ － ｐｄ̌）ｙ － ｒ̌Ｋ̌ ｒ^ －１ ｍ１ － ４λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ｍ２ ｝ 。

当 （ｘ，ｙ） ∈ Ｄ４ 时， 有 ＬＶ ≤－ ｐｕ̌ｙ２ ／ ２ ＋ Ｋ４ ≤－ ｐｕ̌ ／ （２ε２ ） ＋ Ｋ４ ＜ － １。 其中 Ｋ４ ＝ ｓｕｐ
（ｘ，ｙ）∈Ｒ２

｛ － ｒ̌Ｋ^ －１ ｘ２ ＋

（ ｒ̌ ＋ ｒ^ ＋ ２λ１ λ^ －１ ｂ^ －１ ）ｘ － ｐｕ̌ｙ２ ／ ２ ＋ （ ｒ̌Ｋ̌ ｂ^ｒ^ －１ ＋ ４λ１ ｕ^λ^ －２ ｂ^ －２ ＋ ｐλ^ｈ̌ －１ － ｐｄ̌）ｙ － ｒ̌Ｋ̌ ｒ^ －１ ｍ１ － ４λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ｍ２ ｝。
令 Ｋ０ ＝ ｍｉｎ｛Ｋ１ ，Ｋ２ ， － １｝ ， 则对任意的 （ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２

＋ ＼ Ｕε ， 都有 ＬＶ ≤ － １。 证毕。
引理 ４　 对任意给定的初值 （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） ∈ Ｒ２

＋ ， 系统 （３） 中的种群 ｘ（ ｔ） 和 ｙ（ ｔ） 有下列性质：
ｌｉｍ ｓｕｐ

ｔ→∞
ｔ －１ ｌｎ ｘ（ ｔ） ≤ ０； ｌｉｍ ｓｕｐ

ｔ→∞
ｔ －１ ｌｎ ｙ（ ｔ） ≤ ０。

证明　 由系统 （３） 的第一个方程得： ｄ ｌｎ ｘ ＝ ［ ｒ（ ｔ） － ｒ（ ｔ）ｘ ／ Ｋ（ ｔ） － ｂ（ ｔ）ｙ － σ２
１ （ ｔ） ／ ２］ｄｔ ＋

σ１ （ ｔ）ｄＢ１ （ ｔ） ≤ （ ｒ^ － ｒ̌Ｋ^ －１ ｘ － σ̌２
１ ／ ２）ｄｔ ＋ σ１ （ ｔ）ｄＢ１ （ ｔ）。

构造一个比较系统

ｄ ｌｎ Ｘ ＝ （ ｒ^ － ｒ̌Ｋ^ －１ Ｘ － σ̌２
１ ／ ２）ｄｔ ＋ σ１ （ ｔ）ｄＢ１ （ ｔ），

Ｘ０ ＝ ｘ（０）。{

则 ｄ（ｅｔ ｌｎ Ｘ） ＝ ｅｔ（ｌｎ Ｘ ＋ ｒ^ － ｒ̌Ｋ^－１Ｘ － σ̌２
１ ／ ２）ｄｔ ＋ ｅｔσ１（ｔ）ｄＢ１（ｔ） 。 两边同时从 ０ 到 ｔ 积分， 得 ｅｔ ｌｎ Ｘ（ｔ） －

·５７１·
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ｌｎ Ｘ０ ＝ ∫ ｔ

０
ｅｓ［ｌｎ Ｘ（ ｓ） ＋ ｒ^ － ｒ̌Ｋ^ －１ Ｘ（ ｓ） － σ̌２

１ ／ ２］ｄｓ ＋ ∫ ｔ

０
ｅｓσ１ （ ｓ）ｄＢ１ （ ｓ）。

令 Ｍ０ （ ｔ） ＝ ∫ ｔ

０
ｅｓσ１ （ ｓ）ｄＢ１ （ ｓ） ， 则二次变分 〈Ｍ０ （ ｔ），Ｍ０ （ ｔ）〉 ＝ ∫ ｔ

０
ｅ２ｓσ２

１ （ ｓ）ｄｓ。 根据指数鞅不等式，

对任意 Ｔ０ ＞ ０， ｃ１ ＞ ０ 和 ｃ２ ＞ ０， 都有 Ｐ｛ ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ０

［Ｍ０ （ ｔ） － ｃ１ 〈Ｍ０ （ ｔ），Ｍ０ （ ｔ）〉 ／ ２］ ＞ ｃ２ ｝ ≤ ｅ －ｃ１ｃ２ 。

与文献 ［１７］ 的方法相似， 令 Ｔ０ ＝ λ０ ｖ， ｃ１ ＝ εｅ －λ０ｖ， ｃ２ ＝ θｅλ０ｖε －１ ｌｎ λ０ ， 其中 λ０ ∈ Ｎ ， ０ ＜ ε ＜ １，

θ ＞ １， ｖ ＞ ０。 由于∑
∞

λ０ ＝ １
λ －θ

０ ＜ ∞ ， 则 Ｐ｛ ｓｕｐ
０≤ｔ≤λ０ｖ

［Ｍ０ （ｔ） － εｅ －λ０ｖ〈Ｍ０ （ｔ），Ｍ０ （ｔ）〉 ／ ２］ ＞ θε －１ ｅλ０ｖ ｌｎ λ０ ｝ ≤ λ －θ
０ 。

应用 Ｂｏｒｅｌ⁃Ｃａｎｔａｌｌｉ 引理， 存在 Ωｉ ∈ Ω（Ｐ（Ωｉ） ＝ １） ， 使对任意常数 ｗ－ ∈Ωｉ， 都存在一个常数 λｉ ＝

λ ｉ（ ｗ－） ， 则对所有的 λ０ ＞ λ ｉ ， 都有 Ｍ０ （ ｔ） ≤ ｅ －λ０ｖ〈Ｍ０ （ ｔ），Ｍ０ （ ｔ）〉 ／ ２ ＋ θε －１ ｅλ０ｖ ｌｎ λ０ ， ０ ≤ ｔ ≤ λ０ｖ。

令 Ω０ ＝ ∩２
ｉ ＝ １ Ωｉ 且 Ｐ（Ω０ ） ＝ １。 对任意 ｗ－ ∈ Ω０ ， 取 λ０ （ ｗ－） ＝ ｍａｘ｛λ ｉ（ ｗ－），ｉ ＝ １，２，…，ｎ｝ 。 因此

Ｍ０ （ ｔ） ≤ εｅ －λ０ｖ〈Ｍ０ （ ｔ），Ｍ０ （ ｔ）〉 ／ ２ ＋ θε －１ ｅλ０ｖ ｌｎ λ０ ，０ ≤ ｔ ≤ λ０ｖ 成立。 所以对所有 ０ ≤ ｔ ≤ λ０ｖ ， 有

ｅｔ ｌｎ Ｘ（ ｔ） － ｌｎ Ｘ０ ≤ ∫ ｔ

０
ｅｓ［ｌｎ Ｘ（ ｓ） ＋ ｒ^ － ｒ̌Ｋ^ －１ Ｘ（ ｓ） ＋ σ^２

１ εｅｓ －λ０ｖ ／ ２ － σ̌２
１ ／ ２］ｄｓ ＋ θε －１ ｅλ０ｖ ｌｎ λ０ 。

显然， 对于所有 ｔ ∈ ［０，λ０ｖ］ 与 ｓ ∈ ［０，ｔ］， ｌｎ Ｘ（ｓ） ＋ ｒ^ － ｒ̌Ｋ^ －１ Ｘ（ｓ） ＋ σ^２
１ εｅｓ －λ０ｖ ／ ２ － σ̌２

１ ／ ２ 有上界。 因

此， 存在 Ｋ１ 使得对任意 ０ ≤ ｔ ≤ λ０ｖ 与 λ０ ＝ λ０ （ ｗ－） ， 有 ｅｔ ｌｎ Ｘ（ｔ） － ｌｎ Ｘ０ ≤ Ｋ１ （ｅｔ － １） ＋ θε －１ ｅλ０ｖ ｌｎ λ０ 。
容易得到 ｌｉｍ ｓｕｐ

ｔ→∞
ｔ －１ ｌｎ Ｘ（ｔ） ≤ ０。 因此， 应用随机微分方程的比较定理得 ｌｉｍ ｓｕｐ

ｔ→∞
ｔ －１ ｌｎ ｘ（ｔ） ≤ ０。

同理可证 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

ｔ －１ ｌｎ ｙ（ ｔ） ≤ ０。

定理 ５　 对任意给定的初值 （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） ∈ Ｒ２
＋ ， （ｘ（０），ｙ（０）） 是系统 （３） 的任意解， ⅰ） 若

〈ｒ（ｔ） － σ２
１（ｔ） ／ ２〉∗＜ ０ ， 则种群 ｘ（ｔ） 和 ｙ（ｔ） 均灭绝； ⅱ） 若 〈（ｒ（ｔ） － σ２

１（ｔ） ／ ２〉∗＞ ０， 〈λ（ｔ） ／ ｈ（ｔ） － ｄ（ｔ） －
σ２

２ （ ｔ） ／ ２〉 ∗＜ ０ ， 则种群 ｘ（ ｔ） 是弱平均持久的， ｙ（ ｔ） 是趋于灭绝的； ⅲ） 若 〈 ｒ（ ｔ） － σ２
１ （ ｔ） ／ ２〉 ∗ ＞ ０，

ｕ̌ｂ^ －１ 〈ｒ（ｔ） － σ２
１ （ｔ） ／ ２〉∗－ ｒ^ｕ̌Ｋ^ｂ^ －１ ｒ̌ －１ Ｋ̌ －１ 〈ｒ（ｔ） － σ２

１ （ｔ） ／ ２〉∗＋ 〈ｄ（ｔ） ＋ σ２
２ （ｔ） ／ ２〉∗－ ２〈ｄ（ｔ） ＋ σ２

２ （ｔ） ／ ２〉∗＞ ０，
则 ｘ（ ｔ） 是弱平均持久的， 种群 ｙ（ ｔ） 是强平均持久的。

证明　 ⅰ） 构造

ｄ ｌｎ Ｘ ＝ ［ ｒ（ ｔ） － ｒ̌Ｋ^ －１ Ｘ － σ２
１ （ ｔ） ／ ２］ｄｔ ＋ σ１ （ ｔ）ｄＢ１ （ ｔ），

Ｘ０ ＝ ｘ（０）。{

两边同时从 ０ 到 ｔ 积分， 得到 ｌｎ Ｘ（ ｔ） － ｌｎ Ｘ０ ＝ ∫ ｔ

０
［ ｒ（ ｓ） － σ２

１ （ ｓ） ／ ２］ｄｓ － ｒ̌Ｋ^ －１∫ ｔ

０
Ｘ（ ｓ）ｄｓ ＋

∫ ｔ

０
σ１ （ ｓ）ｄＢ１ （ ｓ）。

对任意充分小的 ε１ ＞ ０， 存在 Ｔ１ ＞ ０， 使当 ｔ ＞ Ｔ１ 时， 有 ｔ －１∫ ｔ

０
［ ｒ（ ｓ） － σ２

１ （ ｓ） ／ ２］ｄｓ ＜ （ ｒ（ ｔ） －

σ１ （ ｔ） ／ ２〉 ∗ ＋ ε１ 。 上式可以写为 ｌｎ Ｘ（ ｔ） － ｌｎ Ｘ０ ≤ （〈 ｒ（ ｔ） － σ２
１ （ ｔ） ／ ２〉 ∗＋ ε１ ） ｔ － ｒ̌Ｋ^ －１∫ ｔ

０
Ｘ（ ｓ）ｄｓ ＋

∫ ｔ

０
σ１ （ ｓ）ｄＢ１ （ ｓ）。

令 Ｍ１ （ ｔ） ＝ ∫ ｔ

０
σ１ （ ｓ）ｄＢ１ （ ｓ）， 则由引理 １ 得 ｌｉｍ ｓｕｐ

ｔ→∞
ｔ －１ Ｍ１ （ ｔ） ＝ ０。 由引理 ２ 及 ε１ 的任意性可知

〈Ｘ（ ｔ）〉 ∗≤ ｒ̌ －１ Ｋ^〈 ｒ（ ｔ） － σ１ （ ｔ） ／ ２〉 ∗。 因此， 由随机微分方程的比较定理得 〈ｘ（ ｔ）〉 ∗≤ 〈Ｘ（ ｔ）〉 ∗＜ ０， 则

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｘ（ ｔ） ＝ ０。

·６７１·
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下面证明捕食者 ｙ（ ｔ） 的灭绝性。 显然， 对任意充分小的 ε２ ， 存在 Ｔ２ ＞ ０， 使当 ｔ ＞ Ｔ２ 时， 有

ｔ －１∫ ｔ

０
ｘ（ ｓ）ｄｓ ＜ ε２ ／ （ λ^ｂ^）。 由系统 （３） 的第二个方程得 ［ｌｎ ｙ（ ｔ） － ｌｎ ｙ（０）］ ≤ （ － ｄ̌ － σ̌２

２ ／ ２ ＋ ε２ ） ｔ －

ｕ̌∫ ｔ

０
ｙ（ ｓ）ｄｓ ＋ ∫ ｔ

０
σ２ （ ｓ）ｄＢ２ （ ｓ）。

令 Ｍ２ （ ｔ） ＝ ∫ ｔ

０
σ２ （ ｓ）ｄＢ２ （ ｓ）。 则由引理 １ 得到 ｌｉｍ ｓｕｐ

ｔ→∞
ｔ －１ Ｍ２ （ ｔ） ＝ ０ 。 由引理 ２ 与 ε２ 的任意性得

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｙ（ ｔ） ＝ ０。

ⅱ） 对任意充分小的 ε３ ， 存在 Ｔ３ ＞ ０， 使当 ｔ ＞ Ｔ３ 时， 有： ｔ －１∫ ｔ

０
［ｄ（ ｓ） ＋ σ２

２ （ ｓ） ／ ２］ｄｓ ≥ 〈ｄ（ ｔ） ＋

σ２
２ （ ｔ） ／ ２〉 ∗－ ε３ ； ｔ －１∫ ｔ

０
［λ（ ｓ） ／ ｈ（ ｓ） － ｄ（ ｓ） － σ２

２ （ ｓ） ／ ２］ｄｓ ≤ 〈λ（ ｔ） ／ ｈ（ ｔ） － ｄ（ ｔ） － σ２
２ （ ｔ） ／ ２〉 ∗ ＋ ε３ 。

要证明种群 ｘ（ ｔ） 是弱平均持久的， 只需证明存在 ｍ ＞ ０， 使系统 （ ３ ） 的任意解都满足

〈 ｘ（ ｔ） 〉 ∗≥ ｍ 即可。 假设该结论不成立， 则有 － 〈ｄ（ ｔ） ＋ σ２
２ （ ｔ） ／ ２〉 ∗ ＋ （１ ＋ λ^ｂ^）ε３ ＜ ０， 〈 ｒ（ ｔ） －

σ２
１ （ ｔ） ／ ２〉 ∗ － （１ ＋ ｒ^Ｋ̌ －１ ）ε３ ＞ ０。

由于 ｔ －１ ［ｌｎ ｙ－（ ｔ） － ｌｎ ｙ－（０）］ ≤ ｔ －１∫ ｔ

０
［ － ｄ（ ｓ） － σ２

２ （ ｓ） ／ ２］ｄｓ ＋ ｔ －１ λ^ｂ^∫ ｔ

０
ｘ－（ ｓ）ｄｓ ＋ ｔ －１∫ ｔ

０
σ２ （ ｓ）ｄＢ２ （ ｓ），

则 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

ｔ －１ ｌｎ ｙ－（ ｔ） ≤ － 〈ｄ（ ｔ） ＋ σ２
２ （ ｔ） ／ ２〉 ∗ ＋ （１ ＋ λ^ｂ^）ε３ ＜ ０ ， 所以 ｌｉｍ

ｔ→∞
ｙ－（ ｔ） ＝ ０。

同时得到 ｄ ｌｎ ｘ－ ＝ ［ｒ（ｔ） － ｒ（ｔ） ｘ－ ／ Ｋ（ｔ） － ｂ（ｔ） ｙ－ － σ２
１（ｔ） ／ ２］ｄｔ ＋ σ１（ｔ）ｄＢ１（ｔ） ≥ ［ｒ（ｔ） － ｒ^Ｋ̌－１ ｘ－ － ｂ^ ｙ－ －

σ２
１ （ ｔ） ／ ２］ｄｔ ＋ σ１ （ ｔ）ｄＢ１ （ ｔ）。 两边同时从 ０ 到 ｔ 积分并除以 ｔ 得到， ｔ －１ ［ｌｎ ｘ－（ ｔ） － ｌｎ ｘ－（０）］ ≥

ｔ －１∫ ｔ

０
［ ｒ（ ｓ） － σ２

１ （ ｓ） ／ ２］ｄｓ － ｔ －１∫ ｔ

０
ｒ^Ｋ̌ －１ ｘ－（ ｓ）ｄｓ － ｔ －１∫ ｔ

０
ｂ^ ｙ－（ ｓ）ｄｓ ＋ ｔ －１ Ｍ（ ｔ） ≥ 〈 ｒ（ ｔ） － σ２

１ （ ｔ） ／ ２〉 ∗ － ε３ －

ｔ －１∫ ｔ

０
ｒ^Ｋ̌－１ ｘ－（ｓ）ｄｓ － ｔ －１∫ ｔ

０
ｂ^ ｙ－（ｓ）ｄｓ ＋ ｔ －１Ｍ（ｔ）。 则 ｌｉｍ ｓｕｐ

ｔ→∞
ｔ －１ｌｎ ｘ－（ｔ） ≥ 〈ｒ（ｔ） － σ２

１（ｔ） ／ ２〉∗－ （１ ＋ ｒ^Ｋ̌－１）ε３ ＞ ０。

这与引理 ４ 矛盾， 因此假设成立。

由模型 （３） 的第二个方程得 ｔ －１ ［ｌｎ ｙ（ ｔ） － ｌｎ ｙ（０）］ ≤ ｔ －１∫ ｔ

０
［λ（ ｓ） ／ ｈ（ ｓ） － ｄ（ ｓ） － σ２

２ （ ｓ） ／ ２］ｄｓ ＋

ｔ －１∫ ｔ

０
σ２ （ｓ）ｄＢ２ （ｓ） ≤ 〈λ（ｔ） ／ ｈ（ｔ） － ｄ（ｔ） － σ２

２ （ｔ） ／ ２〉∗＋ ε３ ＋ ｔ －１∫ ｔ

０
σ２ （ｓ）ｄＢ２ （ｓ）。 因此 ｌｉｍ ｓｕｐ

ｔ→∞
ｌｎ ｙ（ｔ） ／ ｔ ＜

〈λ（ｔ） ／ ｈ（ｔ） － ｄ（ｔ） － σ２
２ （ｔ） ／ ２〉∗＜ ０ ， 故 ｌｉｍ

ｔ→∞
ｙ（ｔ） ＝ ０。

ⅲ） 如果 〈ｒ（ｔ） － σ１ （ｔ） ／ ２〉∗ ＞ ０ 成立， 则种群 ｘ（ｔ） 是弱平均持久的。 下面证明种群 ｙ（ｔ） 的持久

性。 显然， 对一个任意充分小的 ε４ ， 存在 Ｔ４ ， 使当 ｔ ＞ Ｔ４ 时， 有 ｔ －１ ｌｎ ｘ（ｔ） ≤ ｂ^ε４ ／ （４ｕ̌）； ｔ －１∫ ｔ

０
ｘ（ｓ）ｄｓ ≤

ｒ̌ －１ Ｋ^〈 ｒ（ ｔ） － σ２
１ （ ｔ） ／ ２〉 ∗ ＋ ｂ^Ｋ̌ε４ ／ （３ｕ̌ｒ^）； ｔ －１∫ ｔ

０
［ ｒ（ ｓ） － σ２

１ （ ｓ） ／ ２］ｄｓ ≥ 〈 ｒ（ ｔ） － σ２
１ （ ｔ） ／ ２〉 ∗ － ｂ^ε４ ／ （３ｕ̌）；

ｔ －１∫ ｔ

０
［ｄ（ｓ） ＋ σ２

２（ｓ） ／ ２］ｄｓ ≥ 〈ｄ（ｔ） ＋ σ２
２（ｔ） ／ ２〉∗ － ε４ ／ ３； ｔ －１∫ ｔ

０
［ｄ（ｓ） ＋ σ２

２（ｓ） ／ ２］ｄｓ ≤ 〈ｄ（ｔ） ＋ σ２
２（ｔ） ／ ２〉∗ ＋

ε４ ／ ４。
由系统 （３） 容易得到

ｌｎ ｘ（ ｔ） － ｌｎ ｘ（０） ≥ （〈 ｒ（ ｔ） － σ２
１ （ ｔ） ／ ２〉 ∗－ ｂ^ε４ ／ （３ｕ̌）） ｔ － ｒ^Ｋ̌ －１∫ ｔ

０
ｘ（ ｓ）ｄｓ － ｂ^∫ ｔ

０
ｙ（ ｓ）ｄｓ ＋ ∫ ｔ

０
σ１ （ ｓ）ｄＢ１ （ ｓ）；

ｌｎ ｙ（ ｔ） － ｌｎ ｙ（０） ≤ ２∫ ｔ

０
λ（ ｓ）ｂ（ ｓ）ｘ（ ｓ） ／ （１ ＋ ｂ（ ｓ）ｈ（ ｓ）ｘ（ ｓ））ｄｓ －

ｕ̌∫ ｔ

０
ｙ（ ｓ）ｄｓ － （〈ｄ（ ｔ） ＋ σ２

２ （ ｔ） ／ ２〉 ∗ － ε４ ／ ３） ｔ ＋ ∫ ｔ

０
σ２ （ ｓ）ｄＢ２ （ ｓ）。

·７７１·
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则 ｕ̌［ｌｎ ｘ（ｔ） － ｌｎ ｘ（０）］ － ｂ^［ｌｎ ｙ（ｔ） － ｌｎ ｙ（０）］ ≥ ｕ̌Ｍ１ （ｔ） － ｂ^Ｍ２ （ｔ） ＋ （ ｕ̌〈ｒ（ｔ） － σ２
１ （ｔ） ／ ２〉∗＋ ｂ^〈ｄ（ｔ） ＋

σ２
２ （ｔ） ／ ２〉∗ － ｒ^ｕ̌Ｋ^ｒ̌ －１ Ｋ̌ －１ 〈ｒ（ｔ） － σ１ （ｔ） ／ ２〉∗ － ｂ^ε４ ）ｔ － ２ｂ^∫ ｔ

０
λ（ｓ）ｂ（ｓ）ｘ（ｓ） ／ （１ ＋ ｂ（ｓ）ｈ（ｓ）ｘ（ｓ））ｄｓ 。 因此，

∫ ｔ

０
λ（ｓ）ｂ（ｓ）ｘ（ｓ） ／ （１ ＋ ｂ（ｓ）ｈ（ｓ）ｘ（ｓ））ｄｓ ≥－ ｕ̌ｂ^ －１ ［ｌｎ ｘ（ｔ） － ｌｎ ｘ（０）］ ／ ２ ＋ ［ｌｎ ｙ（ｔ） － ｌｎ ｙ（０）］ ／ ２ ＋

ｕ̌ｂ^ －１ Ｍ１ （ｔ） ／ ２ － Ｍ２ （ｔ） ／ ２ ＋ （ ｕ̌ｂ^ －１ 〈ｒ（ｔ） － σ２
１ （ｔ） ／ ２〉∗ ／ ２ ＋ 〈ｄ（ｔ） ＋ σ２

２ （ｔ） ／ ２〉∗ ／ ２ － ｒ^ｕ̌Ｋ^ｂ^ －１ ｒ̌ －１ Ｋ̌ －１ 〈ｒ（ｔ） －
σ（ｔ） ／ ２〉∗ ／ ２ － ε４ ／ ２）ｔ。

由系统 （３） 的第二个方程容易证得，

ｌｎ ｙ（ ｔ） － ｌｎ ｙ（０） ＝ ∫ ｔ

０
λ（ ｓ）ｂ（ ｓ）ｘ（ ｓ） ／ ［１ ＋ ｂ（ ｓ）ｈ（ ｓ）ｘ（ ｓ）］ｄｓ － ∫ ｔ

０
ｕ（ ｓ）ｙ（ ｓ）ｄｓ － ∫ ｔ

０
［ｄ（ ｓ） ＋

σ２
２ （ ｓ） ／ ２］ｄｓ ＋ ∫ ｔ

０
σ２ （ ｓ）ｄＢ２ （ ｓ） ≥ ｕ̌ｂ^ －１ ｌｎ ｘ（０） ＋ ［ｕ̌ｂ^－１〈ｒ（ｔ）σ２

１（ｔ） ／ ２〉∗ － ｒ^ｕ̌Ｋ^ｂ^－１ ｒ̌－１Ｋ̌－１〈ｒ（ｔ） －

σ２
１（ｔ） ／ ２〉∗ ＋ 〈ｄ（ｔ） ＋ σ２

２（ｔ） ／ ２〉∗－ ２〈ｄ（ｔ） ＋ σ２
２（ｔ） ／ ２〉∗－ ２ε４］ｔ － ２ｕ^∫ ｔ

０
ｙ（ｓ）ｄｓ ＋ ｕ̌ｂ^－１Ｍ１（ｔ） ＋ Ｍ２（ｔ）。

则由引理 １ 和引理 ２ 以及 ε４ 的任意性得， 〈ｙ（ｔ）〉∗ ≥ ［ｕ̌ｂ^－１〈ｒ（ｔ） － σ２
１（ｔ） ／ ２〉∗ － ｒ^ｕ̌Ｋ^ｂ^－１ ｒ̌－１Ｋ̌－１〈ｒ（ｔ） －

σ２
１（ｔ） ／ ２〉∗＋ 〈ｄ（ｔ） ＋ σ２

２（ｔ） ／ ２〉∗－ ２〈ｄ（ｔ） ＋ σ２
２（ｔ） ／ ２〉∗］ ／ （２ｕ^）。

３　 数值模拟
为了验证理论结果， 采用 Ｍｉｌｓｔｅｉｎ 高阶方法［１８］对模型 （３） 进行数值模拟。
取初 值 （ｘ（０），ｙ（０）） ＝ （１． ４３６，０． ２８２） ， 参 数 ｒ ＝ ０． ８ ＋ ０． ０１ｓｉｎ（πｔ ／ ５） ， Ｋ ＝ １． ５ ＋

０􀆰 ０１ｓｉｎ（πｔ ／ ５） ， λ ＝ １． ６ ＋ ０． ０１ｓｉｎ（πｔ ／ ５） ， ｂ ＝ ０． １２ ＋ ０． ０１ｓｉｎ（πｔ ／ ５） ， ｈ ＝ ２ ＋ ０． １ｓｉｎ（πｔ ／ ５） ， ｄ ＝
０􀆰 １６ ＋０． ０１ｓｉｎ（πｔ ／ ５），ｕ ＝ ０． １６ ＋ ０． ０１ｓｉｎ（πｔ ／ ５） ， σ１ ＝ ０． ０１ ＋ ０． ００１ｓｉｎ（πｔ ／ ５） ， σ２ ＝ ０． ０１ ＋
０􀆰 ００１ｓｉｎ（πｔ ／ ５） 。 所有参数都是以 Ｔ ＝ １０ 的周期函数， 系统 （３） 及其确定性模型模拟如图 １ 所示。

a) 确定性模型 Deterministic model b) 随机模型 Stochastic model

（σ1=σ2=0） （σ1=σ2=0.01+0.001sin(πt/5))
图 1 随机模型(3)和相对应的确定性模型(2)的时间序列图

Fig.1 The series plots of the stochastic model(3)and the corresponding deterministic model(2)
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在其他参数保持不变的情况下， 取 σ１ ＝ ０． ０００ １ ＋ ０． ０００ ０１ ｓｉｎ（πｔ ／ ５） ， σ２ ＝ ０． ０００ １ ＋ ０． ０００ ０１

ｓｉｎ（πｔ ／ ５）。 通过计算得： ｍ１ ＝ Ｔ －１∫ Ｔ

０
［ｒ（ｓ） － σ２

１ （ｓ） ／ ２］ｄｓ ≈ ０． ８００ ０ ＞ ０； ｍ２ ＝ Ｔ －１∫ Ｔ

０
［λ^ｈ̌ －１ － σ２

２ （ｓ） ／ ２ －

ｄ（ ｓ）］ｄｓ ≈ ０． ６８７ ４ ＞ ０； λ１ ＝ ４ ｒ̌ｍ２ ／ Ｋ^ － λ^ｂ^（ ｒ^ ＋ ｒ̌） ≈ １． １０３ ６； λ２ ＝ ｕ̌ｈ̌ｍ１ ／ （ λ^ － ｄ̌ｈ̌） － ｂ^ ≈ ０． ０５２ ４，

且 （λ１ ／ λ^ｂ^）２ － （ ｒ^ ＋ ｒ̌）２ ／ ８ － ｒ̌２ Ｋ̌ｍ１ ／ （２ｒ^Ｋ^） ≈ ２７． ７８６ ０ ＞ ０， ｒ̌Ｋ̌λ２ ／ ｒ^ － ４λ１ λ^ －２ ｂ^ －２ ［ ｕ^ － ｕ̌ｈ̌ｍ２ ／ （λ^ － ｄ̌ｈ̌）］ ≈
１􀆰 ３０７ ２ ＞ ０。

·８７１·
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故满足定理 ４ 的条件， 系统 （３） 存在一个正周期解 （如图 ２）。

a) 确定性模型 Deterministic model b) 随机模型 Stochastic model

（σ1=σ2=0） （σ1=σ2=0.001+0.000 01sin(πt/5))

图 2 随机模型(3)和相对应的确定性模型(2)的以(1.436,0.282)为初始值的解(x(t),y(t))的周期图

Fig.2 The periodic plot of (x(t),y(t)) which is respectively the solution of the model (3) and
the model (2) for initial value(1.436,0.282)
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在保持其他参数不变和初值的前提下， １ ） 取 σ１ ＝ １． ３ ＋ ０． ０１ｓｉｎ（πｔ ／ ５） ， σ２ ＝ ０． １ ＋
０􀆰 ０１ｓｉｎ（πｔ ／ ５） ， 则 〈ｒ（ｔ） － σ１ （ｔ） ／ ２〉∗ ≈－ ０． ０２２ １ ＜ ０ 满足定理 ５ 的条件ⅰ）， 因此模型 （３） 的种群

ｘ（ｔ） 和 ｙ（ｔ） 均趋于灭绝 （如图 ３ａ 所示）。 ２） 取 σ１ ＝ ０􀆰 ３ ＋ ０． ０１ｓｉｎ（πｔ ／ ５） ， σ２ ＝ １． ５ ＋ ０． ０１ｓｉｎ（πｔ ／ ５），
通过计算可得， 〈ｒ（ｔ） － σ１ （ｔ） ／ ２〉∗ ≈０． ７４２ ０ ＞ ０； 〈λ（ｔ） ／ ｈ（ｔ） － ｄ（ｔ） － σ２ （ｔ） ／ ２〉∗ ≈－ ０． ４１２ ７ ＜ ０。 显

然， 系数满足定理 ５ 的条件ⅱ）， 则种群 ｘ（ ｔ） 是弱平均持久生存的， ｙ（ ｔ） 是趋于灭绝的 （如图 ３ｂ 所

示）。 ３） 为了满足定理 ５ 的条件ⅲ）， 取 ｂ ＝ １． ０ ＋ ０． ０１ｓｉｎ（πｔ ／ ５） ， σ１ ＝ ０． ３ ＋ ０． ０１ ｓｉｎ（πｔ ／ ５） ，

σ２ ＝ ０． ３ ＋ ０． ０１ ｓｉｎ（πｔ ／ ５） ， 此时 〈 ｒ（ ｔ） － σ１ （ ｔ） ／ ２〉 ∗ ≈ ０． ７４２ ０ ＞ ０ ， ｕ̌ｂ^ －１ 〈 ｒ（ ｔ） － σ２
１ （ ｔ） ／ ２〉 ∗ －

ｒ^ｕ̌Ｋ^ｂ^ －１ ｒ̌ －１ Ｋ̌ －１ 〈 ｒ（ ｔ） － σ２
１ （ ｔ） ／ ２〉 ∗＋ 〈ｄ（ ｔ） ＋ σ２

２ （ ｔ） ／ ２〉 ∗－ ２〈ｄ（ ｔ） ＋ σ２
２ （ ｔ） ／ ２〉 ∗≈ ０． ０７８ ４ ＞ ０。 因此种群

ｘ（ ｔ） 是弱平均持久生存的， ｙ（ ｔ） 是强平均持久生存的 （如图 ３ｃ 所示）。

a) σ1=1.3+0.01sin(πt/5), σ2=0.1+
0.01sin(πt/5),b=0.12+0.01sin(πt/5)

b) σ1=0.3+0.01sin(πt/5),σ2=1.5+
0.01sin(πt/5),b=0.12+0.01sin(πt/5)

c) σ1=0.3+0.01sin(πt/5),σ2=0.3+
0.01sin(πt/5),b=1.0+0.01sin(πt/5)

图 3 系统(3)的种群 x(t)和 y(t)的灭绝性与持久性

Fig.3 The extinction and persistence of the population x(t) and y(t) of the system(3)

1 000 1 000 1 000

从生态学上看， 白噪声的强度对种群 ｘ（ ｔ） 和 ｙ（ ｔ） 的生存具有负面作用。 如果噪声强度足够小，
种群可能持久； 如果噪声强度足够大， 则种群可能趋于灭绝。

４　 结论
本文研究了捕食者带有 Ｈｏｌｌｉｎｇ Ⅱ增长函数的随机非自治捕食⁃食饵系统。 证明了对于任意的初始

·９７１·
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值 （ｘ（０），ｙ（０）） ∈ Ｒ２
＋ ， 系统 （３） 存在唯一的全局正解， 得到了系统 （３） 存在周期解、 种群灭绝

及持久的充分条件。
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