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非瞬时脉冲牵引控制的多智能体一致性分析

李智勇， 黄振坤， 宾红华， 赵　 玲

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 研究只对一个智能体进行非瞬时脉冲牵引控制的多智能体一致性问题。 在通讯拓扑是无向连

通图的情况下， 应用矩阵论、 代数图论和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理论， 给出使多智能体系统达到一致性的 ２ 个充

分条件。 与传统的脉冲方法相比， 本文的方法具有较大的优势， 特别是在脉冲强度适中且智能体数量很多

时， 可以有效减少脉冲次数。 最后， 仿真实例验证了理论结果的有效性。
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０　 引言
多智能体系统的一致性问题是一个经典问题， 它在跟踪问题、 编队控制、 蜂拥算法、 传感器网络和

卫星姿态控制等领域中都有广泛的应用［１ － ６］ 。 一致性控制协议的主要思想就是每个智能体只需要和邻居

节点通信并交流状态信息就可以制定一种合适的控制协议， 最终所有智能体的状态将趋于一个常

数［７ － ８］ 。 为了达到一致性控制的目的， 许多学者提出了一些重要的控制方法， 如鲁棒控制、 牵引控制、
基于观测器的控制和事件触发控制等［９ － １２］ 。 这些控制方法都需要在整个响应时间内获取实时的状态信

息， 成本较高。 脉冲控制作为一种简单高效的控制方法， 因其反应速度快、 成本较低和易操作等优点而

获得了许多学者的关注。 而且， 脉冲控制器不需要被控制的对象传递实时信息， 避免了信息冗余， 大大
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降低了通信成本， 同时还提高了系统的抗干扰能力。 于是， 许多学者把脉冲控制成功地应用于神经网

络、 航天器控制和多智能体等领域［１３ － １７］ 。 在多智能体系统中， 为了达到一致性， 大部分文献中的脉冲

控制方法都需要对所有智能体进行脉冲控制。
在实际应用中， 有时要求所有智能体的状态都收敛到某个给定的常数， 比如在军事系统中， 如果想

使用许多导弹攻击敌人的某个目标， 那么就要求来自不同军事基地的所有导弹最终都要打中同一点［１８］ 。
由于多智能体系统的一致性问题是神经网络同步问题的一种特殊情况［１９ － ２０］ ， 所以文献 ［７， ２１］ 结合牵

引控制和脉冲控制， 提出了脉冲牵引控制的方法。 这种方法只需对一个智能体实行脉冲控制， 但是它也

有一个不足之处， 即所有智能体的状态的加权平均值只有在脉冲的瞬间才会变化。 这必然会导致在脉冲

强度适中但智能体数量很多的情况下所需的脉冲次数将会很多。 为了解决这个问题， 结合非瞬时脉冲微

分方程［２２ － ２７］ ， 本文提出了用非瞬时脉冲牵引控制的方法研究多智能体系统的一致性。
当病人接受静脉注射治疗时， 用经典的瞬时脉冲微分方程已不能很好地刻画药物被人体吸收和代谢的

过程， 于是文献 ［２２］ 提出了一类新的非瞬时脉冲微分方程。 这思想一经提出， 便得到许多学者的关注，
现有的研究成果主要集中在非瞬时脉冲微分方程的初值问题、 边值问题、 稳定性和最优控制等［２３ －２７］ ， 主要

用于药物动力学和生态系统， 而用于多智能体的文献则比较少。 受文献 ［７， ２１ －２７］ 的启发， 本文结合非

瞬时脉冲和脉冲牵引控制， 提出了用非瞬时脉冲牵引控制的方法研究多智能体系统的一致性， 并给出了多

智能体系统达到一致性的 ２ 个充分条件， 还给出了一些非瞬时区间长度和有效初始脉冲时刻的设计。

１　 预备知识
人们通常用图来描述多智能体系统的网络拓扑结构。 假设无向图 Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ，Ａ） ， 其中顶点集

Ｖ ＝ ｛ｖ１ ，ｖ２ ，…，ｖｎ｝ ， 边的集合 Ｅ ⊆ Ｖ × Ｖ ， 加权邻接矩阵 Ａ ＝ ［ａｉｊ］ ｎ×ｎ 。 若 （ｖｊ，ｖｉ），（ｖｉ，ｖｊ） ∈ Ｅ ， 则

ａｉｊ ＝ ａ ｊｉ ＞ ０ ， 否则 ａｉｊ ＝ ａｊｉ ＝ ０ ， 且 ａｉｉ ＝ ０（ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 。 设 ｄｉ ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝１
ａｉｊ ， Ｄ ＝ ｄｉａｇ（ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ） ∈

Ｒｎ×ｎ ， 无向图 Ｇ 的拉普拉斯矩阵 Ｌ ＝ Ｄ － Ａ， 则 Ｌ 是实对称矩阵。 记 １ｎ ＝ （１，１，…，１） Ｔ ∈ Ｒｎ ， 其中

１Ｔ
ｎ 表示 １ｎ 的转置， 则 Ｌ·１ｎ ＝ ０。 记 Ｌ ＝

Ｌ１１ ＬＴ
２１

Ｌ２１ Ｌ２２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， 其中 Ｌ１１ ∈Ｒ， 则 Ｌ２１ ＋ Ｌ２２ ·１ｎ － １ ＝ ０。 如果边的

集合 ｛（ｖｉ１ ，ｖｉ２ ），（ｖｉ２ ，ｖｉ３ ），…，（ｖｉｋ，ｖｉｋ＋１
）｝ ⊆ Ｅ ， 且顶点 ｖｉ１ ，ｖｉ２ ，…，ｖｉｋ＋１

各不相同， 则称该集合为 ｖｉ１与顶

点 ｖｉｋ ＋ １
之间的一条路。 若无向图中的任意两个顶点之间都至少有一条路， 则称该图为连通图。 记 ｘ^ ＝

（ｘ２ ，ｘ３ ，…，ｘｎ） Ｔ ∈ Ｒｎ－１ ， ｘ ＝ （ｘ１ ，ｘ２ ，…，ｘｎ） Ｔ ∈ Ｒｎ 。
本文总是假设网络通讯拓扑结构图 Ｇ 是无向连通的， 所以有下面的引理 １ 和命题 １ 成立。
引理 １［２８］ 　 拉普拉斯矩阵 Ｌ 有单重特征根 ０， 其余特征根均大于 ０。
命题 １　 Ｌ２２是正定的。
考虑如下的只对一个智能体进行非瞬时脉冲牵引控制的多智能体系统：

ｘ̇ｉ（ ｔ） ＝ － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ ｌｉｊｘ ｊ（ ｔ）），ｉ ＝ ２，３，…，ｎ，

ｘ̇１ （ ｔ） ＝ － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ ｌ１ｊｘ ｊ（ ｔ）），ｔ ∈ （ ｔｋ，ｓｋ），ｋ ∈ Ｎ，

ｘ１ （ ｔ） ＝ （１ － ｂｋ）ｘ１ （ ｓ －ｋ ），ｔ ∈ ［ ｓｋ，ｔｋ＋１ ］，ｋ ∈ Ｎ，

ｘ１ （ ｓ ＋ｋ ） ＝ ｘ１ （ ｓｋ），ｋ ∈ Ｎ，

ｘ１ （ ｔ ＋ｋ ） ＝ ｘ１ （ ｔｋ），ｋ ∈ Ｎ。

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（１）

其中： ０ ≤ ｔｋ ＜ ｓｋ ≤ ｔｋ＋１ ；ｋ ∈ Ｎ：＝ ｛０，１，２，…｝ ； ｎ≥２； ｂｋ 是在时间 ｓｋ 处的脉冲强度； ｘｉ（ ｔ） ∈ Ｒ 且初

始值 ｘ（ ｔ ＋０ ） ＝ ｘ（ ｔ０ ） 。

·７５４·
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为了方便， 文中所有的范数 · 都是指 · ２ 。 设 Ｂ ∈ Ｒ ｊ ×ｍ ， 则 Ｂ ＝ （λｍａｘ（ＢＴＢ）） １ ／ ２ ， ｘ ＝

（∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘ２
ｉ ） １ ／ ２ 。 Ｉ 表示单位矩阵。 由命题 １ 可知， 存在正交矩阵 Ｖ ＝ ［ｖｉｊ］ （ｎ－１） ×（ｎ－１） ， 使得 Ｌ２２ ＝ Ｖ Ｊ＾ＶＴ ，

其中 Ｊ＾ ＝ ｄｉａｇ（λ＾ １ ，λ＾ ２ ，…，λ＾ ｎ－１ ） ， ０ ＜ λ＾ １ ≤ λ＾ ２ ≤ … ≤ λ＾ ｎ－１ 。 设 Ｔ＾ （ ｔ） ＝ ｄｉａｇ（ｅ －λ^１ｔ，ｅ －λ^２ｔ，…，ｅ －λ^ｎ－１ｔ） ，
ｘ∗（ ｔ） ＝ １Ｔ

ｎ ·ｘ（ ｔ） ／ ｎ ， ｘ^（ ｔ） ＝ （ｘ２ （ ｔ），ｘ３ （ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ）） Ｔ ， Ｖ１ （ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ） － ｘ∗（ ｔ）·１ｎ
２ ， Ｖ２ （ ｔ） ＝

ｘ^（ ｔ） － ｘ１ （ ｔ）·１ｎ－１
２ 。

定义 １［７］ 　 若存在常数 ｓ， 使得 ｌｉｍ
ｔ→∞

ｘｉ（ ｔ） ＝ ｓ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ ， 则称系统 （１） 在 ｓ 上达到一致性。

注 １　 令 ｙｉ（ ｔ） ＝ ｘｉ（ ｔ） ＋ ｓ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ ， 因为 Ｌ·１ｎ ＝ ０ ， 所以把 ｘｉ（ ｔ） ＝ ｙｉ（ ｔ） － ｓ（ ｉ ＝ １，２，
…，ｎ） 代入系统 （１） 可得到关于 ｙ（ ｔ） 的新系统

ｙ̇ｉ（ ｔ） ＝ － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ ｌｉｊｙ ｊ（ ｔ）），ｉ ＝ ２，３，…，ｎ，

ｙ̇１ （ ｔ） ＝ － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ ｌ１ｊｙ ｊ（ ｔ）），ｔ ∈ （ ｔｋ，ｓｋ），ｋ ∈ Ｎ，

ｙ１ （ ｔ） ＝ （１ － ｂｋ）ｙ１ （ ｓ －ｋ ） ＋ ｂｋｓ，ｔ ∈ ［ ｓｋ，ｔｋ＋１ ］，ｋ ∈ Ｎ，

ｙ１ （ ｓ ＋ｋ ） ＝ ｙ１ （ ｓｋ），ｋ ∈ Ｎ，

ｙ１ （ ｔ ＋ｋ ） ＝ ｙ１ （ ｔｋ），ｋ ∈ Ｎ。

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（２）

　 　 易知系统 （２） 在 ｓ 上达到一致性等价于系统 （１） 在 ０ 上达到一致性。 为了方便， 本文只研究

系统 （１）。
注 ２　 若∀ｋ∈Ｎ， 都有 ｓｋ ＝ ｔｋ ＋ １ ， 则系统 （２） 就是文献 ［２１］ 所研究的系统。
当 ｔ ∈ （ ｔｋ，ｓｋ） 时， 系统 （１） 可化为 ｘ̇（ ｔ） ＝ － Ｌ·ｘ（ ｔ） ， 由文献 ［２８］ 可得引理 ２。
引理 ２　 ∀ｔ ∈ （ ｔｋ，ｓｋ） ， 都有 Ｖ１ （ ｔ） ≤ Ｖ１ （ ｔ ＋ｋ ）ｅ －２λ２（ ｔ －ｔｋ） ＝ Ｖ１ （ ｔｋ）ｅ －２λ２（ ｔ －ｔｋ） ， 且 ｘ∗（ ｔ） ＝ ｘ∗（ ｔ ＋ｋ ） ＝

ｘ∗（ ｔｋ） ， 其中 λ２ 为 Ｌ 的最小正特征根。

引理 ３　 ∀ｔ ∈ ［ ｓｋ，ｔｋ＋１ ］ ， 都有 Ｖ２ （ ｔ） ≤ Ｖ２ （ ｓｋ）ｅ －２λ^１（ ｔ －ｓｋ） 。
证明　 当 ｔ ∈ ［ ｓｋ，ｔｋ＋１ ］ 时， 系统 （１） 可化为

ｘ１ （ ｔ） ＝ ｘ１ （ ｓｋ） ＝ （１ － ｂｋ）ｘ１ （ ｓ －ｋ ），

ｘ^
·

（ ｔ） ＝ － Ｌ２１ ·ｘ１ （ ｓｋ） － Ｌ２２ ·ｘ^（ ｔ）。
{ （３）

因为 ｘ１ （ ｔ） ＝ ｘ１ （ ｓｋ） 且 ｘ̇１ （ ｔ） ＝ ０ ， 所以由 Ｌ２１ ＝ － Ｌ２２·１ｎ－１ 可知， Ｖ
·

２ （ ｔ） ＝ ２（ ｘ^（ ｔ） － ｘ１ （ ｔ）·１ｎ－１ ） Ｔ·

ｘ^
·

（ ｔ） ＝ － ２（ ｘ^（ ｔ） － ｘ１ （ ｔ）·１ｎ－１ ） Ｔ·Ｌ２２ （ ｘ^（ ｔ） － ｘ１ （ ｔ）·１ｎ－１ ） ≤－ ２λ＾ １Ｖ２ （ ｔ） 。 所以结论成立。

命题 ２　 ∀ｋ∈Ｎ， 都有 Ｖ１ （ ｔｋ） ≤ ２ Ｖ２ （ ｔｋ） 。

证明　 因为 ｘ（ ｔｋ） － ｘ１ （ ｔｋ）·１ｎ ＝ ｘ^（ ｔｋ） － ｘ１ （ ｔｋ）·１ｎ－１ ＝ Ｖ２ （ ｔｋ） ， 所以

ｘ∗（ ｔｋ） － ｘ１ （ ｔｋ） ＝ １Ｔ
ｎ·［ｘ（ ｔｋ） － ｘ１ （ ｔｋ）·１ｎ］ ／ ｎ ≤

１Ｔ
ｎ ｘ（ ｔｋ） － ｘ１ （ ｔｋ）·１ｎ ／ ｎ ＝ Ｖ２ （ ｔｋ） ／ ｎ。

（４）

进而有

Ｖ１ （ ｔｋ） ＝ ｘ（ ｔｋ） － ｘ∗（ ｔｋ）·１ｎ ≤ ｘ（ ｔｋ） － ｘ１ （ ｔｋ）·１ｎ ＋ ｘ１ （ ｔｋ） － ｘ∗（ ｔｋ） １ｎ ≤

Ｖ２ （ ｔｋ） ＋ Ｖ２ （ ｔｋ） ｎ ／ ｎ ＝ ２ Ｖ２ （ ｔｋ） 。

２　 主要结果及其证明
定理 １　 任取 􀭺ω１ ∈ （０，１） ， 若存在 ｋ０ ∈ Ｎ 和常数 ｂ，􀭰ｂ，δ，􀭰δ，η，􀭵η，􀭵α ∈ Ｒ ， 满足 ０ ＜ η ≤ 􀭵η ＜ １、

·８５４·
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０ ＜ 􀭵α ＜ 􀭵α２ ／ 􀭵α１ 、 Ｖ１ （ ｓ －ｋ０
） ≤ 􀭵α ｘ∗（ ｓ －ｋ０

） ≠０ ， 且 ∀ｋ ≥ ｋ０ ， 都有下面 ４ 个条件成立： １） ０ ＜ ｂ ≤ ｂｋ ≤
􀭰ｂ ＜ ２ｎ ； ２） ０ ≤ δ≤ ｔｋ＋１ － ｓｋ ≤􀭰δ ＜ ＋∞ ； ３） η≤ １ － ｂｋ（１Ｔ

ｎ－１Ｈｋ１ｎ－１ ＋ １） ／ ｎ ≤􀭵η ； ４） 􀭵ω≤ ｓｋ＋１ － ｔｋ＋１ ＜ ＋∞ ，

则系统 （１） 在 ０ 上达到一致性且 ｛ ｘ∗（ｓ －ｋ ） ｋ ≥ ｋ０ ｝ 单调递减， 其中： Ｈｋ ＝ Ｉ － ＶＴ＾ （ｔｋ＋１ － ｓｋ）ＶＴ ； 􀭵ｈ ＝

１ － ｅ －λ^ｎ－１􀭰δ ； 􀭰ｂ
－
＝ ｍａｘ｛ １ － ｂ ， １ － 􀭰ｂ ｝ ； 􀭵α１ ＝ 􀭵ｈ ｎ － １ ＋ 􀭰ｂ

－􀭵ｈ（ｎ － １） ＋ 􀭰ｂ ； 􀭵α２ ＝ ｍｉｎ｛ｎ（１ － 􀭵η），ｎ η｝ ；

􀭵ω２ ＝ｍｉｎ｛􀭵ω１ ，（η － 􀭵α􀭵α１ ／ ｎ）􀭵αｅλ^１δ ／ ［２（􀭵α ＋ ｂ
＝

ｎ － １ 􀭵α ＋ 􀭰ｂ ｎ － １ ）］｝ ； 􀭵ω ＝ （ － ｌｎ 􀭵ω２ ） ／ λ２ 。
证明　 下面用数学归纳法证明： ∀ｋ≥ｋ０ ， 都有

Ｖ１ （ ｓ －ｋ ） ≤ 􀭵α ｘ∗（ ｓ －ｋ ） 。 （５）
　 　 当 ｋ ＝ ｋ０ 时， 式 （５） 显然成立。

假设对某个 ｋ∈Ｎ 且 ｋ≥ｋ０ ， 式 （５） 成立。 下面证明 Ｖ１ （ ｓ －ｋ＋１ ） ≤ 􀭵α ｘ∗（ ｓ －ｋ＋１ ） 也成立。

由条件 ２） 可知， Ｈｋ ＝ Ｉ － Ｖ Ｔ＾ （ｔｋ＋１ － ｓｋ）ＶＴ ＝ Ｖ（Ｉ － Ｔ＾ （ｔｋ＋１ － ｓｋ））ＶＴ ＝ Ｉ － Ｔ＾ （ｔｋ＋１ － ｓｋ） ≤
􀭵ｈ ， 所以，

１Ｔ
ｎ－１Ｈｋ１ｎ－１ － ｂｋ（１Ｔ

ｎ－１Ｈｋ１ｎ－１ ＋ １） ＝ （１ － ｂｋ）１Ｔ
ｎ－１Ｈｋ１ｎ－１ － ｂｋ ≤ １ － ｂｋ ·

１Ｔ
ｎ－１ · Ｈｋ · １ｎ－１ ＋ ｂｋ ≤ １ － ｂｋ

􀭵ｈ（ｎ － １） ＋ ｂｋ。 （６）
因为

ｘ^（ ｓ －ｋ ） － ｘ∗（ ｓ －ｋ ）１ｎ－１ ≤ Ｖ１ （ ｓ －ｋ ） ≤ 􀭵α ｘ∗（ ｓ －ｋ ） ， （７）
所以，

１Ｔ
ｎ－１Ｈｋ（ｘ^（ｓ－ｋ ） － ｘ∗（ｓ－ｋ ）１ｎ－１） ≤ １Ｔ

ｎ－１ · Ｈｋ · ｘ^（ｓ－ｋ ） － ｘ∗（ｓ－ｋ ）１ｎ－１） ≤ ｎ － １ 􀭵ｈ􀭵α ｘ∗（ｓ－ｋ ） 。 （８）

当 ｔ ∈ ［ ｓｋ，ｔｋ＋１ ］ 时， 系统 （１） 可化为系统 （３）。 由 Ｌ２１ ＋ Ｌ２２１ｎ － １ ＝ ０ 可知 － Ｌ － １
２２ Ｌ２１ ＝ １ｎ － １ 。 求解系统

（３） 可得

ｘ^（ ｔ） ＝ ｅ －Ｌ２２（ ｔ －ｓｋ） （ ｘ^（ ｓｋ） ＋ Ｌ －１
２２ Ｌ２１ｘ１ （ ｓｋ）） － Ｌ －１

２２ Ｌ２１ｘ１ （ ｓｋ） ＝

（Ｉ － Ｖ Ｔ＾ （ ｔ － ｓｋ）ＶＴ）·１ｎ－１ ·ｘ１ （ ｓｋ） ＋ Ｖ Ｔ＾ （ ｔ － ｓｋ）ＶＴ ｘ^（ ｓｋ）。
（９）

因为 ｘ１ （ ｔｋ＋１ ） ＝ ｘ１ （ ｓｋ） ＝ （１ － ｂｋ）ｘ１ （ ｓ －ｋ ） 、 ｘ^（ ｓ －ｋ ） ＝ ｘ^（ ｓｋ） 、 ［１Ｔ
ｎ－１ ｘ^（ ｓ －ｋ ） ＋ ｘ１ （ ｓ －ｋ ）］ ／ ｎ ＝ ｘ∗（ ｓ －ｋ ） ，

所以由引理 ２ 和式 （９） 可知， ｘ∗（ ｓ －ｋ＋１ ） ＝ ｘ∗（ ｔｋ＋１ ） ＝ １Ｔ
ｎｘ（ ｔｋ＋１ ） ／ ｎ ＝ （１Ｔ

ｎ－１ ｘ^（ ｔｋ＋１ ） ＋ ｘ１ （ ｔｋ＋１ ）） ／ ｎ ＝
［１Ｔ

ｎ－１ （Ｈｋ１ｎ－１ｘ１ （ｓｋ） ＋ （Ｉ － Ｈｋ） ｘ^（ｓｋ）） ＋ ｘ１ （ｔｋ＋１ ）］ ／ ｎ ＝ ［１Ｔ
ｎ－１ （Ｈｋ１ｎ－１ （１ － ｂｋ）ｘ１ （ｓ －ｋ ） ＋ （Ｉ － Ｈｋ） ｘ^（ｓ －ｋ ）） ＋

（１ － ｂｋ）ｘ１ （ｓ －ｋ ）］ ／ ｎ ＝ ［１Ｔ
ｎ－１Ｈｋ１ｎ－１ （ｘ１ （ｓ －ｋ ） － ｘ∗（ｓ －ｋ ）） － １Ｔ

ｎ－１Ｈｋ（ ｘ^（ｓ －ｋ ） － ｘ∗（ｓ －ｋ ）１ｎ－１ ） － ｂｋ（１Ｔ
ｎ－１Ｈｋ１ｎ－１ ＋ １）

（ｘ１ （ｓ －ｋ ） － ｘ∗（ｓ －ｋ ） ＋ ｘ∗（ｓ －ｋ ）） ＋ １Ｔ
ｎ－１ ｘ^（ｓ －ｋ ） ＋ ｘ１ （ｓ －ｋ ）］ ／ ｎ ＝ ［１Ｔ

ｎ－１Ｈｋ１ｎ－１ － ｂｋ（１Ｔ
ｎ－１Ｈｋ１ｎ－１ ＋ １）］（ｘ１ （ｓ －ｋ ） －

ｘ∗（ｓ －ｋ ）） ／ ｎ － ［１Ｔ
ｎ－１Ｈｋ（ ｘ^（ｓ －ｋ ） － ｘ∗（ｓ －ｋ ）１ｎ－１ ）］ ／ ｎ ＋ ［１ － ｂｋ（１Ｔ

ｎ－１Ｈｋ１ｎ－１ ＋ １） ／ ｎ］ｘ∗（ｓ －ｋ ） 。 又因为

ｘ１ （ ｓ －ｋ ） － ｘ∗（ ｓ －ｋ ） ≤ Ｖ１ （ ｓ －ｋ ） ≤ 􀭵α ｘ∗（ ｓ －ｋ ） 。 （１０）
所以由 ｂ － ａ ≤ ａ ＋ ｂ ≤ ｂ ＋ ａ 、 式 （６）、 式 （８）、 式 （１０） 和条件 ３） 可知，

ｘ∗（ ｓ －ｋ＋１ ） ≤［􀭵η ＋ 􀭵α（􀭵ｈ ｎ － １ ＋ １ － ｂｋ
􀭵ｈ（ｎ － １） ＋ ｂｋ） ／ ｎ］ ｘ∗（ ｓ －ｋ ） ≤

（􀭵η ＋ 􀭵α􀭵α１ ／ ｎ） ｘ∗（ ｓ －ｋ ） ，
（１１）

ｘ∗（ ｓ －ｋ＋１ ） ≥［η － 􀭵α（􀭵ｈ ｎ － １ ＋ １ － ｂｋ
􀭵ｈ（ｎ － １） ＋ ｂｋ） ／ ｎ］ ｘ∗（ ｓ －ｋ ） ≥

（η － 􀭵α􀭵α１ ／ ｎ） ｘ∗（ ｓ －ｋ ） 。
（１２）

由式 （７） 和式 （１０） 可知，

Ｖ２ （ ｓｋ） ＝ ｘ^（ ｓｋ） － ｘ１ （ ｓｋ）·１ｎ－１ ＝ ｘ^（ ｓ －ｋ ） － （１ － ｂｋ）ｘ１ （ ｓ －ｋ ）·１ｎ－１ ＝

·９５４·
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ｘ^（ ｓ －ｋ ） － ｘ∗（ ｓ －ｋ ）·１ｎ－１ ＋ （１ － ｂｋ）（ｘ∗（ ｓ －ｋ ） － ｘ１ （ ｓ －ｋ ））·１ｎ－１ ＋ ｂｋｘ∗（ ｓ －ｋ ）·１ｎ－１ ≤

ｘ^（ ｓ －ｋ ） － ｘ∗（ ｓ －ｋ ）·１ｎ－１ ＋ ｂ· ｘ∗（ ｓ －ｋ ） － ｘ１ （ ｓ －ｋ ） ｎ － １ ＋ 􀭰ｂ ｘ∗（ ｓ －ｋ ） ｎ － １ ≤

（􀭵α ＋ ｂ ｎ － １ 􀭵α ＋ 􀭰ｂ ｎ － １ ） ｘ∗（ ｓ －ｋ ） 。 （１３）
由 􀭵α ＜ 􀭵α２ ／ 􀭵α１ ≤ ｎ（１ － 􀭵η） ／ 􀭵α１ 可知，

􀭵η ＋ 􀭵α􀭵α１ ／ ｎ ＜ １， （１４）
由 􀭵α ＜ 􀭵α２ ／ 􀭵α１ ≤ ｎ·η ／ 􀭵α１ 和式 （１４） 可知，

０ ＜ η － 􀭵α􀭵α１ ／ ｎ ＜ １。 （１５）

　 　 由条件 ４） 可知， ｓｋ＋１ － ｔｋ＋１ ≥ 􀭺ω ＝ （ － ｌｎ 􀭺ω２ ） ／ λ２ ≥－ ｌｎ［（η － 􀭵α􀭵α１ ／ ｎ）􀭵αｅλ^１δ ／ ［２（􀭵α ＋ 􀭱ｂ ｎ － １ 􀭵α ＋
􀭰ｂ ｎ － １ ）］］ ／ λ２ ， 所以

２ｅ －λ^１δｅ －λ２（ ｓｋ＋１－ｔｋ＋１） （􀭵α ＋ 􀭱ｂ ｎ － １ 􀭵α ＋ 􀭰ｂ ｎ － １ ） ≤ （η － 􀭵α􀭵α１ ／ ｎ）􀭵α。 （１６）
由命题 ２ 和引理 ３ 可知，

Ｖ１ （ ｔｋ＋１ ） ≤ ２ Ｖ２ （ ｔｋ＋１ ） ≤ ２ｅ －λ^１（ ｔｋ＋１－ｓｋ） Ｖ２ （ ｓｋ） 。 （１７）

由引理 ２、 式 （１２） ～ 式 （１３） 和式 （１６） ～ 式 （１７） 可知， Ｖ１ （ ｓ －ｋ＋１ ） ≤ ｅ －λ２（ ｓｋ＋１－ｔｋ＋１） Ｖ１ （ ｔｋ＋１ ） ≤

ｅ －λ２（ ｓｋ＋１－ｔｋ＋１）２ｅ －λ^１（ ｔｋ＋１－ｓｋ） Ｖ２ （ ｓｋ） ≤ ｅ －λ２（ ｓｋ＋１－ｔｋ＋１）２ｅ －λ^１δ（􀭵α ＋ 􀭱ｂ ｎ － １ 􀭵α ＋ 􀭰ｂ ｎ － １ ） ｘ∗（ ｓ －ｋ ） ≤ （η －
􀭵α􀭵α１ ／ ｎ）􀭵α ｘ∗（ ｓ －ｋ ） ≤ 􀭵α ｘ∗（ ｓ －ｋ＋１ ） 。 所以由数学归纳法可知∀ｋ≥ｋ０ ， 都有式 （５） 成立。

由式 （１１） 可知，
ｘ∗（ ｓ －ｋ＋１ ） ≤ （􀭵η ＋ 􀭵α􀭵α１ ／ ｎ） ｘ∗（ ｓ －ｋ ） ≤ （􀭵η ＋ 􀭵α􀭵α１ ／ ｎ） ｋ－ｋ０＋１ ｘ∗（ ｓ －ｋ０

） ， （１８）
由式 （１４） 可知，

ｌｉｍ
ｋ→∞

ｘ∗（ ｓ －ｋ ） ＝ ｌｉｍ
ｋ→∞

ｘ∗（ ｓ －ｋ＋１ ） ＝ ０。 （１９）

由式 （１３） 和式 （１９） 可知，

ｌｉｍ
ｋ→∞

Ｖ２ （ ｓｋ） ＝ ０。 （２０）

由式 （１７） 和式 （２０） 可知，

ｌｉｍ
ｋ→∞

Ｖ１ （ ｔｋ） ＝ ｌｉｍ
ｋ→∞

Ｖ１ （ ｔｋ＋１ ） ＝ ０。 （２１）

由式 （１０） 和式 （１９） 可知，
ｌｉｍ
ｋ→∞

ｘ１ （ ｓ －ｋ ） － ｘ∗（ ｓ －ｋ ）） ＝ ０。 （２２）

　 　 又因为 ｘ１ （ ｓｋ） ＝ １ － ｂｋ · ｘ１ （ ｓ －ｋ ） ≤ （１ ＋ 􀭰ｂ）（ ｘ１ （ ｓ －ｋ ） － ｘ∗（ ｓ －ｋ ）） ＋ ｘ∗（ ｓ －ｋ ） ）， 所以由式

（１９） 和式 （２２） 可知

ｌｉｍ
ｋ→∞

ｘ１ （ ｓｋ） ＝ ０。 （２３）

　 　 当 ｔ ∈ （ ｔｋ，ｓｋ） 时 ， 由引理 ２ 可知， ｘ∗（ｔ） ＝ ｘ∗（ｔｋ） ＝ ｘ∗（ｔ ＋ｋ ） ＝ ｘ∗（ｓ－ｋ ） ， Ｖ１（ｔ） ≤Ｖ１（ｔｋ）ｅ－２λ２（ｔ－ｔｋ） ≤

Ｖ１ （ ｔｋ） 。 所以， ｘ（ ｔ） ≤ ｘ（ ｔ） － ｘ∗（ ｔ）·１ｎ ＋ ｘ∗（ ｔ）·１ｎ ＝ Ｖ１ （ ｔ） ＋ ｘ∗（ ｔ）·１ｎ ≤ Ｖ１ （ ｔｋ） ＋

ｘ∗（ ｓ －ｋ ）·１ｎ 。 所以由式 （１９） 和式 （２１） 可知 ， ｌｉｍ
ｔ→∞

ｘ（ ｔ） ＝ ０ 。

当 ｔ ∈ ［ ｓｋ，ｔｋ＋１ ］ 时， 由引理 ３ 可知， Ｖ２ （ ｔ） ≤ Ｖ２ （ ｓｋ）ｅ －２λ^１（ ｔ －ｓｋ） ≤ Ｖ２ （ ｓｋ） 。 注意到 ｘ１ （ ｔ） ≡ ｘ１ （ ｓｋ） ，

∀ｔ ∈ ［ ｓｋ，ｔｋ＋１ ］ ， 所以， ｘ^（ ｔ） ≤ ｘ^（ ｔ） － ｘ１ （ ｔ）·１ｎ－１ ＋ ｘ１ （ ｔ）·１ｎ－１ ＝ Ｖ２ （ ｔ） ＋ ｘ１ （ ｔ）·１ｎ－１ ≤

Ｖ２ （ ｓｋ） ＋ ｘ１ （ ｓｋ）·１ｎ－１ 。 由 式 （ ２０ ） 和 式 （ ２３ ） 可 知， ｌｉｍ
ｔ→∞

ｘ^（ ｔ） ＝ ０ ， ｌｉｍ
ｔ→∞

ｘ１ （ ｔ） ＝

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｘ１ （ ｓｋ） ＝ ０ 。

·０６４·
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系统 （１） 在 ０ 上达到一致性， 且由式 （１１） 和式 （１４） 可知 ｛ ｘ∗（ ｓ －ｋ ） ｋ ≥ ｋ０ ｝ 单调递减。
注 ３　 取 􀭰δ ＝ ０ （由注 ２ 可知系统 （１） 变成了文献 ［７， ２１］ 所研究的具有脉冲牵引控制的系

统）， ε ＞ ０ 为最大允许误差。 若所有 ｂｋ ＝ ｂ ＝ 􀭰ｂ， 􀭵α 为很小的正数， 且定理 １ 的条件成立， 则ｈ ＝ 􀭵ｈ ＝ ０，
且由式 （１８） 可知， ｘ∗（ ｓ －Ｋ＋１ ） ≤ ε 所需的脉冲次数为 Ｋ ＋ １ － ｋ０ ≈ ［ｌｎ（ε ／ ｘ∗（ ｓ －ｋ０

） ）］ ／ ｌｎ 􀭵η ＝
［ｌｎ（ε ／ ｘ∗（ ｓ －ｋ０

） ）］ ／ ｌｎ １ － ｂ ／ ｎ 。 所以在这种情况下， 当 ｂｋ 都较接近于 ｎ 时， 系统 （１） 在 ０ 上达

到一致性所需的脉冲次数较少。
２􀆰 １　 非瞬时区间长度的设计

情形 １　 ０ ＜ ｂｋ ＜ ｎ，ｋ ＝ ｋ０ ，ｋ０ ＋ １，ｋ０ ＋ ２，…。
命题 ３　 任取 􀭺Ｍ ∈ （０， ＋∞ ） 、 􀭰δ ∈ ［０，􀭰δ１ ） 、 δ ∈ ［０，􀭰δ］ ， 若存在 ｋ０ ∈Ｎ 和常数ｂ、 􀭰ｂ∈Ｒ 满足∀ｋ≥

ｋ０ ， 都有 ０ ＜ ｂ≤ｂｋ ≤􀭰ｂ ＜ ｎ 且 ０ ≤δ≤ ｔｋ ＋ １ － ｓｋ ≤􀭰δ ＜ ＋∞ ， 则 ０ ＜ η≤􀭵η ＜ １ 且∀ｋ≥ｋ０ ， 都有 η ≤ １ －

ｂｋ（１Ｔ
ｎ－１Ｈｋ１ｎ－１ ＋ １） ／ ｎ ≤ 􀭵η ， 其中 Ｈｋ、 􀭵ｈ 与定理 １ 中的定义一样， ｈ ＝ １ － ｅ － λ^１δ， η ＝ １ － 􀭰ｂ（􀭵ｈ（ｎ － １） ＋

１） ／ ｎ ， 􀭵η ＝ １ － ｂ（ｈ（ｎ － １） ＋ １） ／ ｎ ， 􀭰δ１ ＝ － ［ｌｎ（１ － （ｎ ／ 􀭰ｂ － １） ／ （ｎ － １））］ ／ λ＾ ｎ－１ ，􀭰ｂ ＞ １，
􀭺Ｍ，􀭰ｂ ≤ １。

{
证明　 由 􀭰ｂ ＜ ｎ 可知 􀭰δ１ ＞ ０。 下面证明η ＞ ０。 当 􀭰ｂ ＞ １ 时， 由 􀭰δ ＜ 􀭰δ１ ＝ － ［ｌｎ（１ － （ｎ ／ 􀭰ｂ － １） ／ （ｎ －

１））］ ／ λ＾ ｎ－１ 可知， ｅ －λ^ｎ－１􀭰δ ＞ １ － （ｎ ／ 􀭰ｂ － １） ／ （ｎ － １） ， 所以 􀭵ｈ ＝ １ － ｅ －λ^ｎ－１􀭰δ ＜ （ｎ ／ 􀭰ｂ － １） ／ （ｎ － １） ， 􀭵ｈ（ｎ －
１） ＋ １ ＜ ｎ ／ 􀭰ｂ 。 故 η ＝ １ － 􀭰ｂ（􀭵ｈ（ｎ － １） ＋ １） ／ ｎ ＞ ０ 。

当􀭰ｂ≤１ 时， 由０≤􀭰ｈ＜１ 可知 􀭰ｈ（ｎ － １） ＋ １ ＜ （ｎ － １） ＋ １ ， 所以􀭰ｂ（􀭰ｈ（ｎ － １） ＋ １） ／ ｎ ＜ 􀭰ｂ≤１ ， 故η ＞０。 由

０ ＜ ｂ≤ｂｋ≤􀭰ｂ 和 ０≤ｈ≤􀭵ｈ 可知η≤􀭵η ＜ １， 所以 ０ ＜ η≤􀭵η ＜ １。 因为∀ｋ≥ｋ０ 都有 ｈ（ｎ － １） ≤ １Ｔ
ｎ－１Ｈｋ１ｎ－１ ≤

􀭵ｈ（ｎ － １） ， 所以 η ≤ １ － ｂｋ（１Ｔ
ｎ－１Ｈｋ１ｎ－１ ＋ １） ／ ｎ ≤ 􀭵η 。

情形 ２　 ｎ ＜ ｂｋ ＜ ２ｎ， ｋ ＝ ｋ０ ，ｋ０ ＋ １，ｋ０ ＋ ２，… 。
命题 ４　 任取 􀭰δ ∈ ［０，􀭰δ１ ） 、 δ ∈ ［０，􀭰δ］ ， 若存在 ｋ０ ∈Ｎ 和常数ｂ、 􀭰ｂ∈Ｒ 满足∀ｋ≥ｋ０ ， 都有 ｎ ＜ ｂ≤

ｂｋ≤􀭰ｂ ＜２ｎ 且 ０≤δ≤ｔｋ ＋１ － ｓｋ≤􀭰δ ＜ ＋∞ ， 则 ０ ＜η≤􀭵η ＜１， 且∀ｋ≥ｋ０， 都有η≤ｂｋ（１Ｔ
ｎ －１Ｈｋ１ｎ －１ ＋ １） ／ ｎ － １≤􀭵η，

其中： Ｈｋ， 􀭵ｈ， ｈ与命题 ３ 中的定义一样； η ＝ ｂ（ｈ（ｎ － １） ＋ １） ／ ｎ － １ ； 􀭵η ＝ 􀭰ｂ（􀭵ｈ（ｎ － １） ＋ １） ／ ｎ － １ ；

􀭰δ１ ＝ － ［ｌｎ（１ － （２ｎ ／ 􀭰ｂ － １） ／ （ｎ － １））］ ／ λ＾ ｎ－１ 。

证明　 由 ｎ ＜ 􀭰ｂ ＜ ２ｎ 可知 􀭰δ１ ＞ ０。 由 􀭰δ ＜ 􀭰δ１ ＝ － ［ｌｎ（１ － （２ｎ ／ 􀭰ｂ － １） ／ （ｎ － １））］ ／ λ＾ ｎ－１ 可知， ｅ －λ^ｎ－１􀭰δ ＞

１ － （２ｎ ／ 􀭰ｂ － １） ／ （ｎ － １） 。 所以 􀭵ｈ ＝ １ － ｅ －λ^ｎ－１􀭰δ ＜ （２ｎ ／ 􀭰ｂ － １） ／ （ｎ － １） ， 􀭵ｈ（ｎ － １） ＋ １ ＜ ２ｎ ／ 􀭰ｂ 。 故 􀭵η ＝
􀭰ｂ（􀭵ｈ（ｎ － １） ＋ １） ／ ｎ － １ ＜ ２ － １ ＝ １ 。 又由 ｎ ＜ ｂ≤􀭰ｂ 和 ０≤ｈ≤􀭵ｈ 可知 ０ ＜ η≤􀭵η ＜ １。 因为∀ｋ≥ｋ０ ， 都有

ｈ（ｎ － １） ≤ １Ｔ
ｎ－１Ｈｋ１ｎ－１ ≤ 􀭵ｈ（ｎ － １） ， 所以 η ≤ ｂｋ（１Ｔ

ｎ－１Ｈｋ１ｎ－１ ＋ １） ／ ｎ － １ ≤ 􀭵η。
注 ４　 文献 ［２１］ 要求所有 ｂｋ ＝ ｂ ∈ （０，２） ， 文献 ［７］ 要求所有 ｂｋ ∈ ［η１ ，η２ ］ ， 其中 η１ ， η２ 是

常数且满足 ０ ＜ η１ ≤η２ ＜ ｎ， 所以定理 １ 对脉冲强度 ｂｋ 的要求比较低。
２􀆰 ２　 有效初始脉冲时刻 ｋ０ 的设计

命题 ５　 假设 ｘ∗（ ｔ０ ） ≠ ０ 且 Ｖ１ （ ｔ０ ） ≠ ０ ， 任取 􀭵α ∈ （０， ＋∞ ） ， 任取 􀭵β２ ∈ （０， ＋∞ ） ， 若 ｔ０ ＋ 􀭵β≤

ｓ０ ， 则 Ｖ１ （ ｓ －０ ） ≤ 􀭵α ｘ∗（ ｓ －０ ） ， 其中： 􀭵β ＝ ｍａｘ｛􀭵β２ ，􀭵β１ ｝ ； 􀭵β１ ＝ － ［ｌｎ（􀭵α· ｘ∗（ ｔ０ ） ／ Ｖ１ （ ｔ０ ） ）］ ／ λ２ 。

证明　 由 ｓ０ － ｔ０ ≥ 􀭵β ≥ 􀭵β１ ＝ － ［ｌｎ（􀭵α· ｘ∗（ ｔ０ ） ／ Ｖ１ （ ｔ０ ） ）］ ／ λ２ 可知， ｅ －λ２（ ｓ０－ｔ０） ≤ 􀭵α· ｘ∗（ ｔ０ ） ／

Ｖ１ （ ｔ０ ） ， 所以由引理 ２ 可知， Ｖ１ （ ｓ －０ ） ≤ Ｖ１ （ ｔ０ ） ｅ －λ２（ ｓ０－ｔ０） ≤ 􀭵α ｘ∗（ ｔ０ ） ＝ 􀭵α ｘ∗（ ｓ －０ ） 。
注 ５　 若 ｘ∗（ ｔ０ ） ≠０ 且 Ｖ１ （ ｔ０ ） ＝ ０ ， 􀭵α∈ （０， ＋∞ ） ， 任取 ｓ０ ∈ （ ｔ０ ， ＋∞ ） ， 则由引理 ２ 可知命题 ５

的结论成立。 若 ｘ∗（ ｔ０ ） ＝ ０ ， 只需取 ｓ０ ＝ ＋∞ ， 则系统 （１） 在 ０ 上达到一致性。

·１６４·
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定理 ２　 若存在 ｋ１ ∈Ｎ 和常数 􀭴ｂ，ｂ≈，􀭾ω，􀭹α ∈ Ｒ 满足 ０ ＜ 􀭹ａ ＜ 􀭹α２ ／ 􀭹α１ ， 且 Ｖ２ （ ｔｋ１
） ≤ 􀭹α ｘ１ （ ｔｋ１

） ≠ ０，

而且∀ｋ≥ｋ１ ， 都有下面 ３ 个条件成立： １） ０ ＜ １ － 􀭴ｂ ≤ １ － ｂｋ ≤ １ － ｂ≈ ＜ １ ； ２） ０ ＜ 􀭾ω≤ｓｋ － ｔｋ ＜
＋∞ ； ３）􀭴δ ≤ ｔｋ＋１ － ｓｋ ＜ ＋∞ ， 则系统 （１） 在 ０ 上达到一致性且 ｛ ｘ１ （ ｔｋ） ｋ ≥ ｋ１ ｝ 单调递减， 其中：
􀭹α１ ＝ ２ｅ －λ２􀭾ω ＋ １ ／ ｎ ； 􀭹α２ ＝ ｍｉｎ｛１，１ ／ １ － ｂ≈ － １｝ ； 􀭴δ１ ＝ （１ ＋ ｎ － １ ）２􀭹αｅ －λ２􀭾ω ＋ （ １ － ｂ≈ ＋ １）

ｎ － １ （１ ＋ 􀭹α１
􀭹α） ； 􀭴δ ＝ ［ － ｌｎ（ １ － 􀭴ｂ （１ － 􀭹α１

􀭹α）􀭹α ／ 􀭴δ１ ）］ ／ λ＾ １ 。
证明　 下面用数学归纳法证明： ∀ｋ≥ｋ１ ， 都有

Ｖ２ （ ｔｋ） ≤ 􀭹α ｘ１ （ ｔｋ） 。 （２４）
　 　 当 ｋ ＝ ｋ１ 时， 式 （２４） 显然成立。

假设对某个 ｋ∈Ｎ 且 ｋ≥ｋ１ ， 式 （２４） 成立， 下面证明 Ｖ２ （ ｔｋ＋１ ） ≤ 􀭹α ｘ１ （ ｔｋ＋１ ） 也成立。
由引理 ２ 和命题 ２ 可知，

ｘ１ （ ｓ －ｋ ） － ｘ∗（ ｓ －ｋ ） ≤ Ｖ１ （ ｓ －ｋ ） ≤ ｅ －λ２􀭾ω Ｖ１ （ ｔｋ） ≤ ２ｅ －λ２􀭾ω Ｖ２ （ ｔｋ） ≤ ２ｅ －λ２􀭾ω·􀭹α ｘ１ （ ｔｋ） ， （２５）
由式 （４） 可知，

ｘ∗（ ｔｋ） － ｘ１ （ ｔｋ） ≤ Ｖ２ （ ｔｋ） ／ ｎ ≤ 􀭹α ｘ１ （ ｔｋ） ／ ｎ。 （２６）
　 　 由引理 ２ 可知， ｘ∗（ ｔｋ） ＝ ｘ∗（ ｓ －ｋ ） ， 所以， ｘ１ （ ｓ －ｋ ） ＝ ［ｘ１ （ ｓ －ｋ ） － ｘ∗（ ｓ －ｋ ）］ ＋ ｘ∗（ ｓ －ｋ ） ＝

［ｘ１ （ ｓ －ｋ ） － ｘ∗（ ｓ －ｋ ）］ ＋ ［ｘ∗（ ｔｋ） － ｘ１ （ ｔｋ）］ ＋ ｘ１ （ ｔｋ） 。 故由 ｂ － ａ ≤ ａ ＋ ｂ ≤ ｂ ＋ ａ 和 式

（２５） ～ 式 （２６） 可知

ｘ１ （ ｓ －ｋ ） ≤ （１ ＋ 􀭹α１
􀭹α） ｘ１ （ ｔｋ） 。 （２７）

ｘ１ （ ｓ －ｋ ） ≥ （１ － 􀭹α１
􀭹α） ｘ１ （ ｔｋ） 。 （２８）

又因为 ｘ１ （ ｔｋ＋１ ） ＝ ｘ１ （ ｓｋ） ＝ １ － ｂｋ · ｘ１ （ ｓ －ｋ ） 且 １ － 􀭴ｂ ≤ １ － ｂｋ ≤ １ － ｂ≈ ， 所以

ｘ１ （ ｔｋ＋１ ） ≤ １ － ｂ≈ （１ ＋ 􀭹α１
􀭹α） ｘ１ （ ｔｋ） ， （２９）

ｘ１ （ ｔｋ＋１ ） ≥ １ － 􀭴ｂ （１ － 􀭹α１
􀭹α） ｘ１ （ ｔｋ） 。 （３０）

　 　 由式 （２５） 可知， ｘ^（ｓ－ｋ ） － ｘ∗（ｓ－ｋ ）·１ｎ－１ ≤ Ｖ１（ｓ－ｋ ） ≤ ２ｅ－λ２􀭹ω·􀭹α ｘ１（ｔｋ） 。 ［ｘ∗（ｓ－ｋ ） － ｘ１（ｓ－ｋ ）］·１ｎ－１ ≤

１ｎ－１ ｘ∗（ ｓ －ｋ ） － ｘ１ （ ｓ －ｋ ） ≤ ２ ｎ － １·ｅ －λ２􀭺ω·􀭹α ｘ１ （ ｔｋ） 。 又因为 ｂｋ ≤ ｂｋ － １ ＋ １≤ １ － ｂ≈ ＋ １， 注

意到式 （１３） 和式 （２７）， 所以

Ｖ２ （ ｓｋ） ＝ ｘ^（ ｓ －ｋ ） － （１ － ｂｋ）ｘ１ （ ｓ －ｋ ）·１ｎ－１ ＝

ｘ^（ ｓ －ｋ ） － ｘ∗（ ｓ －ｋ ）·１ｎ－１ ＋ ［ｘ∗（ ｓ －ｋ ） － ｘ１ （ ｓ －ｋ ）］·１ｎ－１ ＋ ｂｋｘ１ （ ｓ －ｋ ）·１ｎ－１ ≤

ｘ^（ ｓ －ｋ ） － ｘ∗（ ｓ －ｋ ）·１ｎ－１ ＋ ［ｘ∗（ ｓ －ｋ ） － ｘ１ （ ｓ －ｋ ）］·１ｎ－１ ＋ ｂｋ ｘ１ （ ｓ －ｋ ） １ｎ－１ ≤

［（１ ＋ ｎ － １ ）２􀭹αｅ －λ２􀭾ω ＋ ｂｋ ｎ － １ （１ ＋ 􀭹α１
􀭹α）］· ｘ１ （ ｔｋ） ≤ 􀭴δ１ · ｘ１ （ ｔｋ） 。 （３１）

由 􀭹α ＜ 􀭹α２ ／ 􀭹α１ 和 􀭹α２ ≤１ ／ １ － ｂ≈ － １ 可知，

１ － ｂ≈ （１ ＋ 􀭹α１
􀭹α） ＜ １。 （３２）

由 􀭹α ＜ 􀭹α２ ／ 􀭹α１ ≤１ ／ 􀭹α１ 可知

１ － 􀭹α１
􀭹α ＞ ０。 （３３）

因为 １ － 􀭴ｂ ≤ １ － ｂ≈ ＜１ 和 ２ ｎ －１ ＞ ｎ ＞１ ／ 􀭹α１≥􀭹α２ ／ 􀭹α１ ＞ 􀭹α， 所以 􀭴δ１ ＞ （ １ － ｂ≈ ＋ １） ｎ － １（１ ＋ 􀭹α１
􀭹α） ＞

２ １ － 􀭴ｂ ｎ － １ （１ ＋ 􀭹α１
􀭹α） ＞ １ － 􀭴ｂ （１ － 􀭹α１

􀭹α）􀭹α ， 􀭴δ ＞ ０。 因为 ｔｋ＋１ － ｓｋ ≥ 􀭴δ ＝ ［ － ｌｎ（ １ － 􀭴ｂ （１ －

􀭹α１
􀭹α）􀭹α ／ 􀭴δ１ ）］ ／ λ＾ １ ， 所以 ｅ －λ^１（ ｔｋ＋１－ｓｋ） ·􀭴δ１ ≤ ｅ －λ^１􀭴δ·􀭴δ１ ＝ １ － 􀭴ｂ （１ － 􀭹α１

􀭹α）􀭹α 。 又由引理 ３ 和式 （３０） ～ 式

（３１） 可知， Ｖ２ （ ｔｋ＋１ ） ≤ Ｖ２ （ ｓｋ） ·ｅ －λ^１（ ｔｋ＋１－ｓｋ） ≤ 􀭴δ１· ｘ１ （ ｔｋ） ·ｅ －λ^１（ ｔｋ＋１－ｓｋ） ≤ 􀭹α ｘ１ （ ｔｋ＋１ ） 。 所以由数

·２６４·
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学归纳法可知∀ｋ≥ｋ１ ， 都有式 （２４） 成立。
由式 （２９） 可知，

ｘ１ （ ｔｋ＋１ ） ≤ １ － ｂ≈ （１ ＋ 􀭹α１
􀭹α） ｘ１ （ ｔｋ） ≤ ［ １ － ｂ≈ （１ ＋ 􀭹α１

􀭹α）］ ｋ－ｋ１＋１ ｘ１ （ ｔｋ１
） ， （３４）

所以由式 （３２） 可知，
ｌｉｍ
ｋ→∞

ｘ１ （ ｔｋ） ＝ ｌｉｍ
ｋ→∞

ｘ１ （ ｔｋ＋１ ） ＝ ０。 （３５）

　 　 又注意到命题 ２、 式 （２４） 和式 （３１）， 可知 ｌｉｍ
ｋ→∞

Ｖ２ （ ｓｋ） ＝ ０ ， ｌｉｍ
ｋ→∞

Ｖ１ （ ｔｋ） ＝ ０ 。 由式 （２６） 可

知， ｘ∗（ ｔｋ） ≤ ｘ∗（ ｔｋ） － ｘ１ （ ｔｋ） ＋ ｘ１ （ ｔｋ） ≤ （􀭹α ／ ｎ ＋ １） ｘ１ （ ｔｋ） ， 所以， 由式 （ ３５ ） 可知，
ｌｉｍ
ｋ→∞

ｘ∗（ ｔｋ） ＝ ０ 。

与定理 １ 的证明类似， 可证明系统 （１） 在 ０ 上达到一致性。
由式 （２９） 和式 （３２） 可知 ｛ ｘ１ （ ｔｋ） ｋ ≥ ｋ１ ｝ 单调递减。

注 ６　 取 ε ＞ ０ 为最大允许误差， 若所有 ｂｋ ＝ 􀭴ｂ ＝ ｂ≈， 􀭹α 为很小的正数， 且定理 ２ 的条件成立， 则由

式 （３４） 可知， ｘ１ （ ｔＫ＋１ ） ≤ ε 所需的非瞬时脉冲次数为 Ｋ ＋ １ － ｋ１ ≈ ［ｌｎ（ε ／ ｘ１ （ ｔｋ１
） ）］ ／ ｌｎ １ － 􀭴ｂ 。

所以在这种情况下， 当 ｂｋ 都较接近于 １ 时， 系统 （１） 在 ０ 上达到一致性所需的非瞬时脉冲次数较

少。 若某个 ｂｋ ＝ １， 只需取 ｔｋ ＋ １ ＝ ＋∞ ， 则系统 （１） 在 ０ 上达到一致性。
２􀆰 ３　 有效初始脉冲时刻 ｋ１ 的设计

命题 ６　 假设 ｘ∗（ｔ０ ） ≠０ 且 Ｖ１ （ｔ０ ） ≠０ ， 任取 􀭹α∈ （０， ＋∞ ） ， 若 ｔ０ ＋ 􀭹β≤ 􀭴ｔ０ ＜ ｓ０ ， 则 Ｖ２ （􀭴ｔ０ ） ≤
􀭹α ｘ１ （􀭴ｔ０ ） ， 其中： 􀭹β ＝ ｍａｘ｛０，􀭹β１ ｝； 􀭹β１ ＝ ［ － ｌｎ（􀭹α· ｘ∗（ ｔ０ ） ／ （（１ ＋ ｎ － １ ＋ 􀭹α） Ｖ１ （ ｔ０ ） ））］ ／ λ２ 。

证明　 由 􀭴ｔ０ － ｔ０ ≥ 􀭹β ≥ 􀭹β１ ＝ ［ － ｌｎ（􀭹α· ｘ∗（ ｔ０ ） ／ （（１ ＋ ｎ － １ ＋ 􀭹α） Ｖ１ （ ｔ０ ） ））］ ／ λ２ 可知

ｅ －λ２（􀭴ｔ０－ｔ０） ≤ 􀭹α· ｘ∗（ ｔ０ ） ／ （（１ ＋ ｎ － １ ＋ 􀭹α） Ｖ１ （ ｔ０ ） ）， （３６）

所以由引理 ２ 和式 （３６） 可知， （１ ＋ ｎ － １ ＋ 􀭹α） Ｖ１ （􀭴ｔ０ ） ≤ （１ ＋ ｎ － １ ＋ 􀭹α） Ｖ１ （ ｔ０ ） ｅ －λ２（􀭴ｔ０－ｔ０） ≤
􀭹α ｘ∗（ ｔ０ ） 。 所以

（１ ＋ ｎ － １ ） Ｖ１ （􀭴ｔ０ ） ≤ 􀭹α［ ｘ∗（ ｔ０ ） － Ｖ１ （􀭴ｔ０ ） ］。 （３７）
由引理 ２ 可知 ｘ∗（􀭴ｔ０ ） ＝ ｘ∗（ ｔ０ ） 。 又因为

ｘ∗（􀭴ｔ０ ） － ｘ１ （􀭴ｔ０ ） ≤ ｘ∗（􀭴ｔ０ ） － ｘ１ （􀭴ｔ０ ） ≤ Ｖ１ （􀭴ｔ０ ） ， （３８）
所以

ｘ１ （􀭴ｔ０ ） ≥ ｘ∗（􀭴ｔ０ ） － Ｖ１ （􀭴ｔ０ ） ＝ ｘ∗（ ｔ０ ） － Ｖ１ （􀭴ｔ０ ） 。 （３９）

所以由式 （３７） ～ 式 （３９） 可知， Ｖ２ （􀭴ｔ０ ） ＝ ｘ^（􀭴ｔ０ ） － ｘ∗（􀭴ｔ０ ）·１ｎ－１ ＋ （ｘ∗（􀭴ｔ０ ） － ｘ１ （􀭴ｔ０ ））·１ｎ－１ ≤

ｘ（􀭴ｔ０ ） － ｘ∗（􀭴ｔ０ ）·１ｎ ＋ ［ｘ∗（􀭴ｔ０ ） － ｘ１ （􀭴ｔ０ ）］·１ｎ－１ ＝ Ｖ１ （􀭴ｔ０ ） ＋ ｘ∗（􀭴ｔ０ ） － ｘ１ （􀭴ｔ０ ） · ｎ － １ ≤ （１ ＋

ｎ － １ ） Ｖ１ （􀭴ｔ０ ） ≤ 􀭹α［ ｘ∗（ ｔ０ ） － Ｖ１ （􀭴ｔ０ ） ］ ≤ 􀭹α ｘ１ （􀭴ｔ０ ） 。
注 ７　 只需把 ｔ０ 、 ｘ（ ｔ０ ） 分别重新定义为 􀭴ｔ０ 、 ｘ（􀭴ｔ０ ） ， 则通过命题 ６ 容易找到一些常数， 使它们满足

定理 ２ 的条件。

３　 仿真实例
1 2 99 100

图 1 网络图 G
Fig.1 Network graph G

考虑由 １００ 个智能体组成的系统 （１）， 其网络通讯

拓扑结构图 Ｇ 如图 １ 所示。 假设每条边的权重都是 １， 则

其对应的拉普拉斯矩阵， 即

·３６４·
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Ｌ ＝

１ － １ ０ ０ … ０ ０
－ １ ２ － １ ０ … ０ ０

０ － １ ２ － １ … ０ ０
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ … － １ ２ － １ ０
０ ０ … ０ － １ ２ － １
０ ０ … ０ ０ － １ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

１００×１００

。

在下面 ４ 个仿真实验里， 都取 ｔ０ ＝ ０ 、 ｘ１ （ ｔ０ ） ＝ ０． ３ 、 ｘ２ （ ｔ０ ） ＝ ０． ５ 、 ｘ３ （ ｔ０ ） ＝ … ＝ ｘ５０ （ ｔ０ ） ＝ ０􀆰 ７、
ｘ５１ （ ｔ０ ） ＝ … ＝ ｘ９９ （ ｔ０ ） ＝ ０． ９ 、 ｘ１００ （ ｔ０ ） ＝ １． １ ， 都取 ε ＝ ０􀆰 ０１ 为 ｘ（ ｔ） 的最大允许误差。 为了方便，
终止准则 （即停止脉冲的准则） 都为 ｘ（ ｔｋ） ≤ ε 。

１） 取所有 ｂｋ ＝ ｂ ＝ 􀭰ｂ ＝ ０． ８ ， 取 􀭺Ｍ ＝ ０． ０００ １ ， 则 􀭰δ１ ＝ ０． ０００ １ 。 取 δ ＝ 􀭰δ ＝ ０ （由注 ２ 可知系

统 （１） 变成了文献 ［７， ２１］ 所研究的具有脉冲牵引控制的系统）， 取所有 ｔｋ＋１ － ｓｋ ＝ δ ＝ 􀭰δ ＝ ０ ， 则

􀭵ｈ ＝ ０ 、 ｈ ＝ ０、 η ＝ 􀭵η ＝ ０． ９９２ ０ 、 􀭱ｂ ＝ ０． ２ 、 􀭵α１ ＝ 􀭵α２ ＝ ０． ８ 、 􀭵α２ ／ 􀭵α１ ＝ １ 。 取 􀭵α ＝ ０． ９８ ， 则 􀭵β１ ＝
４２１􀆰 ５５４ ３ 。 取 􀭵β２ ＝ ０． ０１ ， 则 􀭵β ＝ ４２１． ５５４ ３ ， 所以可取 ｓ０ ＝ ４２２ 。 取 􀭺ω１ ＝ ０． ９ ， 则 􀭺ω２ ＝ ０． ０４４ ３ ，
􀭺ω ＝ ３ １５８． ６ ， 所以可取所有 ｓｋ＋１ － ｔｋ＋１ ＝ ３ １５９ 。 取 ｋ０ ＝ ０， 由命题 ３ 和命题 ５ 可知定理 １ 的条件成立。
部分智能体的状态轨迹如图 ２ 所示， 满足终止准则所需的脉冲次数为 ８３３。

２） 取所有 ｂｋ ＝ ｂ ＝ 􀭰ｂ ＝ ０． ８ ， 􀭺Ｍ ＝ ３ ０００， 则 􀭰δ１ ＝ ３ ０００ 。 取 δ ＝ 􀭰δ ＝ ２ ９９９ 、 所有 ｔｋ＋１ － ｓｋ ＝ δ ＝
􀭰δ ＝ ２ ９９９ ， 则 􀭵ｈ ＝ １ 、 ｈ ＝ ０． ５２６ ４ 、 η ＝ ０． ２ 、 􀭵η ＝ ０． ５７５ １ 、 􀭱ｂ ＝ ０． ２ 、 􀭵α１ ＝ ３０． ５４９ ９ 、 􀭵α２ ＝ ４２． ４９１ ７、
􀭵α２ ／ 􀭵α１ ＝ ０． ６５４ ７ 。 取 􀭵α ＝ ０． ３２７ ３ ， 则 􀭵β１ ＝ １ ５３２． ７ 。 取 􀭵β２ ＝ ０． ０１ ， 则 􀭵β ＝ １ ５３２． ７ 。 所以可取

ｓ０ ＝ １ ５３３ 。 取 􀭺ω１ ＝ ０． ９ ， 则 􀭺ω２ ＝ ０． ００３ ９ ， 􀭺ω ＝ ５ ６２９． ３ 。 所以可取所有 ｓｋ ＋ １ － ｔｋ ＋ １ ＝ ５ ６３０。 取 ｋ０ ＝
０， 由命题 ３ 和命题 ５ 可知定理 １ 的条件成立。 部分智能体的状态轨迹如图 ３ 所示， 满足终止准则所

需的脉冲次数为 １０。
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图 2 部分智能体的状态轨迹(情形 1)
Fig.2 The state trajectories of some agents(case I)

图 3 部分智能体的状态轨迹(情形 2)
Fig.3 The state trajectories of some agents(case 2)

00

３） 取所有 ｂｋ ＝ ｂ ＝ 􀭰ｂ ＝ １０１， 则 􀭰δ１ ＝ ０ ． ００２ ５ 。 取 δ ＝ 􀭰δ ＝ ０ ． ００１ ２ ， 所有 ｔｋ＋１ － ｓｋ ＝ δ ＝ 􀭰δ ＝
０． ００１ ２ ， 则 􀭵ｈ ＝ ０． ００４ ８ 、 ｈ ＝ ２． ９９０ ７ × １０ －７ 、 η ＝ ０． ０１ 、 􀭵η ＝ ０． ４８８ ７ 、 􀭱ｂ ＝ １００ 、 􀭵α１ ＝ １４８． ４４２ ０、
􀭵α２ ＝ １．００３ ０ ， 􀭵α２ ／ 􀭵α１ ＝ ０．００６ ８ 。 取􀭵α ＝ ０．００３ ３ ， 则􀭵β１ ＝ ６ １９０．９ 。 取􀭵β２ ＝ １．１８２ ５ ， 则􀭵β ＝ ６ １９０􀆰 ９ ， 所

以可取 ｓ０ ＝ ６ １９１ 。 取 􀭵ω１ ＝ ０．９ ， 则 􀭵ω２ ＝ ８．３９７ ６ × １０－９ ， 􀭵ω ＝ １８ ８４３ ， 所以可取所有 ｓｋ ＋１ － ｔｋ ＋ １ ＝ １８ ８４３。
取 ｋ０ ＝ ０， 由命题 ４ 和命题 ５ 可知定理 １ 的条件成立。 部分智能体的状态轨迹如图 ４ 所示， 满足终止

准则所需的脉冲次数为 ３。

·４６４·
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４） 取所有 ｂｋ ＝ 􀭴ｂ ＝ ｂ≈ ＝ ０． ８ ， 所有 ｓｋ＋１ － ｔｋ＋１ ＝ 􀭹ω ＝ ０． ００１ ， 则 􀭹α１ ＝ ２． １００ ０ 、 􀭹α２ ＝ １ 、 􀭹α２ ／ 􀭹α１ ＝
０􀆰 ４７６ ２ ， 故可取 􀭹α ＝ ０． ４ ， 所以 􀭴δ１ ＝ ３０． ７２９ ２ ， 􀭴δ ＝ ３１ ２３１ 。 因此可取所有 ｔｋ＋１ － ｓｋ ＝ ３１ ２３２。 因为
􀭹β１ ＝ ３ ７９１． １ ， 故 􀭹β ＝ ３ ７９１． １ ， 所以可取 􀭴ｔ０ ＝ ３ ７９２ 。 把 ｔ０ 、 ｘ（ ｔ０ ） 分别重新定义为 􀭴ｔ０ 、 ｘ（􀭴ｔ０ ）， 取 ｓ０ ＝
􀭴ｔ０ ＋ 􀭾ω ＝ ３ ７９２． ００１ 、 ｋ１ ＝ ０， 由命题 ６ 可知定理 ２ 的条件成立。 部分智能体的状态轨迹如图 ５ 所示，
满足终止准则所需的脉冲次数为 ５。
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图 4 部分智能体的状态轨迹(情形 3)
Fig.4 The state trajectories of some agents(case 3)

图 5 部分智能体的状态轨迹(情形 4)
Fig.5 The state trajectories of some agents(case 4)
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（×104)（×104)

由仿真实例可知， 在脉冲强度适中但智能体数量很多的情况下， 用本文的方法所需的脉冲次数比

用文献 ［７， ２１］ 的要少得多。

４　 结论
本文研究了只对一个智能体进行非瞬时脉冲牵引控制的多智能体系统的一致性问题。 在通讯拓扑

是无向连通图的情况下， 给出了使多智能体系统在 ０ 上达到一致性的 ２ 个充分条件。 在一定条件下，
用定理 ２ 所需的脉冲次数虽然比用定理 １ 所需的少， 但是受脉冲的智能体有时要忍受较长时间的掉

队， 而且定理 ２ 对脉冲强度的要求比定理 １ 的高。 在智能体数量很多且脉冲强度都较接近于 １ 但小于

１ 的情况下， 选择恰当的非瞬时区间长度和初始脉冲时刻， 将大大减少使多智能体达到一致性所需的

脉冲次数。 本文还给出了一些非瞬时区间长度和有效初始脉冲时刻的设计， 并用仿真实例验证了这些

结果。
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ｗｉｔｈ ｉｎｐｕｔ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ［Ｊ］． Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ， ２００８， ４４： １３４３⁃１３４９．

［５］ ＺＨＡＮＧ Ｈ Ｔ， ＣＨＥＮ Ｍ Ｚ Ｑ， ＳＴＡＮ Ｇ Ｂ． Ｆａｓｔ ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ ｖｉａ ｐｒｅｄｉｃｔｉｖｅ ｐｉｎｎｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌ ［Ｊ］． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｃｉｒ⁃
ｃｕｉｔｓ ａｎｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｉ： Ｒｅｇｕｌａｒ Ｐａｐｅｒｓ， ２０１１， ５８（９）： ２２４７⁃２２５８． ＤＯＩ：１０． １１０９ ／ ＴＣＳＩ． ２０１１． ２１２３４５０．

［６］ ＣＨＥＮ Ｙ， ＬＵ Ｊ Ｈ， ＹＵ Ｘ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ｍｕｌｔｉ⁃ａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｔｏｐｏｌｏｇｉｅｓ： ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ［ Ｊ］．
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｃｉｒｃｕｉｔｓ ａｎｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｍａｇａｚｉｎｅ， ２０１３， １３（３）： ２１⁃３４． ＤＯＩ：１０． １１０９ ／ ＭＣＡＳ． ２０１３． ２２７１４４３．
［７］ ＬＩＵ Ｂ， ＬＵ Ｗ Ｌ， ＣＨＥＮ Ｔ Ｐ． Ｐｉｎｎｉｎｇ ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ ｉｎ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｏｆ ｍｕｌｔｉａｇｅｎｔｓ ｖｉａ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｉｍｐｕｌｓｉｖｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ ［Ｊ］． ＩＥＥＥ

Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｎｅｕｒａｌ Ｎｅｔｗｏｒｋｓ ａｎｄ Ｌｅａｒｎｉｎｇ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０１３， ２４（７）： １１４１⁃１１４９．
［８］ ＯＬＦＡＴＩ⁃ＳＡＢＥＲ Ｒ， ＭＵＲＲＡＹ Ｒ Ｍ． Ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｏｆ ａｇｅｎｔｓ ｗｉｔｈ ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ ｔｏｐｏｌｏｇｙ ａｎｄ ｔｉｍｅ⁃ｄｅｌａｙｓ

［Ｊ］． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ａｕｔｏｍａｔｉｃ Ｃｏｎｔｒｏｌ， ２００４， ４９（９）： １５２０⁃１５３３． ＤＯＩ：１０． １１０９ ／ ＴＡＣ． ２００４． ８３４１１３．
［９］ ＳＨＡＲＩＡＴＩ Ａ， ＴＡＶＡＫＯＬＩ Ｍ． Ａ ｄｅｓｃｒｉｐｔｏｒ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ｒｏｂｕｓｔ ｌｅａｄｅｒ⁃ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｏｕｔｐｕｔ ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ ｏｆ ｕｎｃｅｒｔａｉｎ ｍｕｌｔｉ⁃ａｇｅｎｔ

ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｄｅｌａｙ ［Ｊ］． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ａｕｔｏｍａｔｉｃ Ｃｏｎｔｒｏｌ， ２０１７， ６２（１０）： ５３１０⁃５３１７．
［１０］ ＷＡＮＧ Ｙ， ＭＡ Ｚ Ｊ， ＺＨＥＮＧ Ｓ， ｅｔ ａｌ． Ｐｉｎｎｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｌａｇ⁃ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ ｆｏｒ ｓｅｃｏｎｄ ｏｒｄｅｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｍｕｌｔｉａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ

［Ｊ］． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｃｙｂｅｒｎｅｔｉｃｓ， ２０１７， ４７（８）： ２２０３⁃２２１１． ＤＯＩ：１０． １１０９ ／ ＴＣＹＢ． ２０１６． ２５９１５１８．
［１１］ ＭＡＯ Ｊ， ＫＡＲＩＭＩ Ｈ Ｒ， ＸＩＡＮＧ Ｚ Ｒ． Ｏｂｓｅｒｖｅｒ⁃ｂａｓｅｄ ａｄａｐｔｉｖｅ ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｍｕｌｔｉａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ

［Ｊ］． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｓｙｓｔｅｍｓ， Ｍａｎ， ａｎｄ Ｃｙｂｅｒｎｅｔｉｃｓ： Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０１９， ４９（９）： １８９３⁃１９００．
［１２］ ＷＵ Ｚ Ｇ， ＸＵ Ｙ， ＬＵ Ｒ Ｑ， ｅｔ ａｌ． Ｅｖｅｎｔ⁃ｔｒｉｇｇｅｒｅｄ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ ｏｆ ｍｕｌｔｉ⁃ａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｆｉｘｅｄ ／ ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ ｔｏｐｏｌ⁃

ｏｇｉｅｓ ［Ｊ］． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｓｙｓｔｅｍｓ， Ｍａｎ， ａｎｄ Ｃｙｂｅｒｎｅｔｉｃｓ： Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０１８， ４８（１０）： １７３６⁃１７４６．
［１３］ ＬＩＵ Ｘ Ｚ， ＷＩＬＬＭＳ Ａ Ｒ． Ｉｍｐｕｌｓｉｖｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｔｏ ｍａｎｅｕｖｅｒｓ ｏｆ ｓｐａｃｅ⁃

ｃｒａｆｔ ［Ｊ］． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， １９９６， ２（４）： ２７７⁃２９９．
［１４］ ＹＡＮＧ Ｚ Ｃ， ＸＵ Ｄ Ｙ． Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｄｅｌａｙ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｉｍｐｕｌｓｉｖｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ［Ｊ］． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｃｉｒ⁃

ｃｕｉｔｓ ａｎｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ ＩＩ： Ｅｘｐｒｅｓｓ Ｂｒｉｅｆｓ， ２００５， ５２（８）： ５１７⁃５２１． ＤＯＩ：１０． １１０９ ／ ＴＣＳＩＩ． ２００５． ８４９０３２．
［１５］ ＴＡＮ Ｘ Ｇ， ＣＡＯ Ｊ Ｄ， ＬＩ Ｘ Ｄ． Ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ ｏｆ ｌｅａｄｅｒ⁃ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｍｕｌｔｉａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ： ａ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｅｖｅｎｔ⁃ｔｒｉｇｇｅｒｅｄ ｉｍｐｕｌｓｉｖｅ

ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｔｒａｔｅｇｙ ［Ｊ］． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｃｙｂｅｒｎｅｔｉｃｓ， ２０１９， ４９（３）： ７９２⁃８０１．
［１６］ ＭＡ Ｔ Ｄ， ＺＨＡＮＧ Ｚ Ｌ， ＣＵＩ Ｂ． Ａｄａｐｔｉｖｅ ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ ｏｆ ｍｕｌｔｉ⁃ａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ ｖｉａ ｏｄｄ ｉｍｐｕｌｓｉｖｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ［Ｊ］． Ｎｅｕｒｏｃｏｍ⁃

ｐｕｔｉｎｇ， ２０１８， ３２１： １３９⁃１４５． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｊｆｒａｎｋｌｉｎ． ２０１８． ０７． ０３０．
［１７］ ＬＩＵ Ｘ Ｚ， ＺＨＡＮＧ Ｋ Ｘ， ＸＩＥ Ｗ Ｃ． Ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ ｏｆ ｍｕｌｔｉ⁃ａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ ｖｉａ ｈｙｂｒｉｄ ｉｍｐｕｌｓｉｖｅ ｐｒｏｔｏｃｏｌｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ⁃ｄｅｌａｙ

［Ｊ］． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ａｎａｌｙｓｉｓ： Ｈｙｂｒｉｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０１８， ３０： １３４⁃１４６． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｎａｈｓ． ２０１８． ０５． ００５．
［１８］ ＬＩＵ Ｂ， ＨＩＬＬ Ｄ Ｊ． Ｉｍｐｕｌｓｉｖｅ ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ ｆｏｒ ｃｏｍｐｌｅｘ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｎｏｎｉｄｅｎｔｉｃａｌ ｎｏｄｅｓ ａｎｄ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｔｉｍｅ⁃ｄｅｌａｙｓ

［Ｊ］． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｃｏｎｔｒｏｌ ａｎｄ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ２０１１， ４９（２）： ３１５⁃３３８． ＤＯＩ：１０． １１３７ ／ ０８０７２２０６０．
［１９］ ＣＨＥＮ Ｔ Ｐ， ＬＩＵ Ｘ Ｗ， ＬＵ Ｗ Ｌ． Ｐｉｎｎｉｎｇ ｃｏｍｐｌｅｘ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｂｙ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ ［ Ｊ］． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｃｉｒｃｕｉｔｓ

ａｎｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｉ： Ｒｅｇｕｌａｒ Ｐａｐｅｒｓ， ２００７， ５４（６）： １３１７⁃１３２６． ＤＯＩ：１０． １１０９ ／ ＴＣＳＩ． ２００７． ８９５３８３．
［２０］ ＨＯＮＧ Ｙ Ｘ， ＢＩＮ Ｈ Ｈ， ＨＵＡＮＧ Ｚ Ｋ． Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔａｔｅ⁃ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ ｈｏｐｆｉｅｌｄ⁃ｔｙｐｅ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ： ａ ｑｕａｎｔｉｚｅｄ ｌｅｖ⁃

ｅｌ ｓｅｔ ａｐｐｒｏａｃｈ ［Ｊ］． Ｃｈａｏｓ， Ｓｏｌｉｔｏｎｓ ａｎｄ Ｆｒａｃｔａｌｓ， ２０１９， １２９： １６⁃２４． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｃｈａｏｓ． ２０１９． ０８． ０１６．
［２１］ 颜青， 马米花， 吴海亮． 具有引导者的多智能体网络系统的脉冲一致性 ［ Ｊ］． 动力学与控制学报， ２０１２，

１０（２）： １５２⁃１５６．
［２２］ ＨＥＲＮÁＮＤＥＺ Ｅ， Ｏ􀆳ＲＥＧＡＮ Ｄ． Ｏｎ ａ ｎｅｗ ｃｌａｓｓ ｏｆ ａｂｓｔｒａｃｔ ｉｍｐｕｌｓｉｖｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ［ Ｊ］． Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ

Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙ， ２０１３， １４１（５）： １６４１⁃１６４９．
［２３］ ＷＡＮＧ Ｊ Ｒ． Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｎｏｎｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓ ｉｍｐｕｌｓｉｖｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ［Ｊ］． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２０１７， ７３：

１５７⁃１６２． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ａｍｌ． ２０１７． ０４． ０１０．
［２４］ ＡＧＡＲＷＡＬ Ｒ， Ｏ􀆳ＲＥＧＡＮ Ｄ， ＨＲＩＳＴＯＶＡ Ｓ． Ｍｏｎｏｔｏｎｅ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ

ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｎｏｎｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓ ｉｍｐｕｌｓｅｓ ［Ｊ］． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， ２０１７， ２９８： ４５⁃５６．
［２５］ ＡＧＡＲＷＡＬ Ｒ， Ｏ􀆳ＲＥＧＡＮ Ｄ， ＨＲＩＳＴＯＶＡ Ｓ． Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｂｙ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｌｉｋｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ

ｎｏｎ⁃ｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓ ｉｍｐｕｌｓｅｓ ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２０１７， ５３： １４７⁃１６８．
［２６］ ＳＨＡＨ Ｓ Ｏ， ＺＡＤＡ Ａ． Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ，ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ ａｎｄ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｍｉｘｅｄ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｉｎｓｔａｎｔａｎｅ⁃
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