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具有非线性恢复率的随机 ＳＩＱＲ 模型的阈值动力学
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［摘要］ 研究具有饱和发生率和非线性恢复率的随机 ＳＩＱＲ 流行病模型。 证明对于任意给定的初始值，
随机模型总是存在唯一的全局正解。 得到随机模型的基本再生数 Ｒｓ

０ ， 证明该基本再生数是决定疾病灭绝与

持久的阈值参数： 当 Ｒｓ
０ ＜ １ 时， 疾病将以概率 １ 灭绝； 当 Ｒｓ

０ ＞ １ 时， Ｍａｒｋｏｖ 过程是正常返的， 即疾病是持

久的。
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０　 引言
疫情的暴发对人们的生活产生了深远的影响［１］ 。 纵观历史， 也有许多其他大型流行疾病对人类

的生命健康构成严重威胁， 如 １９１８ 年西班牙的大流感［２］ 、 欧洲 ２０ 世纪中世纪的大瘟疫［３］等。 由于无

法及时生产有效的疫苗以及病毒的快速变异， 隔离被认为是控制传染病传播的有效方法［４ － ７］ 。 此外，
有效治疗是保障人类生命安全和减少疾病传播的重要方法［８］ 。 但在疾病暴发期间， 医护人员的数量、
医疗设备、 医院床位和药品的数量都是非常有限的［９ － １１］ 。 因此， 为了刻画医疗资源对疾病的影响，
文献［１１］提出非线性恢复率 γ（ｂ，Ｉ） ＝ γ０ ＋ （γ１ － γ０ ）ｂ ／ （ Ｉ ＋ ｂ） ， 其中： γ１ 、 γ０ 分别是最大和最小的
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恢复率； Ｉ 是染病者的数量； ｂ 是医疗资源。 本文将在文献［５，１１］研究的基础上， 提出 ＳＩＱＲ 模型为

ｄＳ ＝ （Ａ － βＳＩ ／ Ｎ － μＳ）ｄｔ，
ｄＩ ＝ （βＳＩ ／ Ｎ － （γ（ｂ，Ｉ） ＋ δ ＋ μ ＋ α１ ） Ｉ）ｄｔ，
ｄＱ ＝ （δＩ － （ε ＋ μ ＋ α２ ）Ｑ）ｄｔ，
ｄＲ ＝ （γ（ｂ，Ｉ） Ｉ ＋ εＱ － μＲ）ｄｔ，

ì

î
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ï
ïï

ï
ï

（１）

其中： Ｓ、 Ｑ、 Ｒ 分别是易感者、 隔离者、 恢复者的数量； Ｎ ＝ Ｓ ＋ Ｉ ＋ Ｑ ＋ Ｒ 是总人口的数量； Ａ 是新的

易感者的输入率； β 是疾病的传播速率； μ 是自然死亡率； δ 是隔离率； α１ 和 α２ 分别是染病者和隔离

者的因病死亡率； ε 是隔离者的恢复率。
此外， 大量实验和流行病学研究表明， 病毒的活性、 感染力与周围空气的湿度、 温度等密切相

关［１２ － １５］ 。 因此， 在流行病的传播过程中， 疾病的传播速率不可避免会受到环境随机波动的影

响［１６ － １９］ 。 本文假设模型（１）的疾病传播速率 β 受到白噪声的干扰， 即 βｄｔ → βｄｔ ＋ σｄＢ（ ｔ） ， 然后得到

的模型为

ｄＳ ＝ （Ａ － βＳＩ ／ Ｎ － μＳ）ｄｔ － σＳＩ ／ ＮｄＢ，
ｄＩ ＝ （βＳＩ ／ Ｎ － （γ（ｂ，Ｉ） ＋ δ ＋ μ ＋ α１ ） Ｉ）ｄｔ ＋ σＳＩ ／ ＮｄＢ，
ｄＱ ＝ （δＩ － （ε ＋ μ ＋ α２ ）Ｑ）ｄｔ，
ｄＲ ＝ （γ（ｂ，Ｉ） Ｉ ＋ εＱ － μＲ）ｄｔ，
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（２）

其中： σ 是白噪声的波动强度； Ｂ 是一维标准布朗运动。

１　 主要结果及证明
令 （Ω，Ｆ，Ｐ） 是一个带有滤子 ｛Ｆ ｔ｝ ｔ≥０ 并且满足通常条件 （即 ｛Ｆ ｔ｝ ｔ≥０ 是右连续单调递增， 且 Ｆ０

包含所有零测集） 的完备概率空间。 为方便起见， 约定记号： Ｒｎ
＋ ＝ ｛ｘ１ ，ｘ２ ，…，ｘｎ ∈ Ｒｎ ｜ ｘｉ ＞ ０，ｉ ＝ １，

２…，ｎ｝ 。
在流行病模型的研究中， 基本再生数 Ｒ０ 是一个重要的量， 它表示发病初期在一个全部是易感人

群的环境中， 一个染病者在平均患病期内所传染的人数。 利用下一代矩阵可得到模型（１）的基本再生

数为

Ｒ０ ＝ β ／ （γ１ ＋ δ ＋ μ ＋ α１ ）。 （３）
由此可知定理 １。

定理 １　 模型（１）总是存在无病平衡点 Ｅ０ ＝ （Ａ ／ μ，０，０，０） 。 如果 Ｒ０ ＜ １， 则模型（１）的无病平衡

点 Ｅ０ 是局部渐近稳定的； 如果 Ｒ０ ＞ １， 则 Ｅ０ 是不稳定的。
定理 ２　 如果 Ｒ０ ＞ １， 则模型（１）存在唯一的地方病平衡点 Ｅ∗（Ｓ∗，Ｉ∗，Ｑ∗，Ｒ∗） 。
证明　 由于模型（１）的地方病平衡点 Ｅ∗（Ｓ∗，Ｉ∗，Ｑ∗，Ｒ∗） 满足方程

Ａ － βＳ∗Ｉ∗ ／ Ｎ∗ － μＳ∗ ＝ ０，
βＳ∗Ｉ∗ ／ Ｎ∗ － （γ（ｂ，Ｉ∗） ＋ δ ＋ μ ＋ α１ ） ＝ ０，

δＩ∗ － （ε ＋ μ ＋ α２ ）Ｑ∗ ＝ ０，

γ（ｂ，Ｉ∗） Ｉ∗ ＋ εＱ∗ － μＲ∗ ＝ ０。

ì

î

í
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ïï

ï
ï

（４）

容易验证 Ｉ∗满足方程

α１ － α２ Ｉ∗２ － α３ Ｉ∗ ＝ ０， （５）
其中： α１ ＝ Ａｂ（β － （δ ＋ μ ＋ α１ ＋ γ１））； α２ ＝ ｛β － ［１ － （μ ＋ ε） ／ （ε ＋ μ ＋ α２）］δ － α１｝（δ ＋ μ ＋ α１ ＋ γ０）；
α３ ＝ ｛β － ［１ － （μ ＋ ε） ／ （ε ＋ μ ＋ α２）］δ － α１｝（δ ＋ μ ＋ α１ ＋ γ１）ｂ － Ａ［β － （δ ＋ μ ＋ α１ ＋ γ０）］。 当 Ｒ０ ＞ １ 时，
有 α１ ＞ ０ 且 α２ ＞ ０。 由二次方程求根公式可知， 方程（５）存在唯一的正解， 即当 Ｒ０ ＞ １ 时， 模型（１）存
在唯一的地方病平衡点， 定理 ２ 证毕。

·１７１·
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显然， 当 Ｒ０ ＜ １ 时， 方程（５）可能存在两个正解， 即模型（１）可能存在两个正平衡点。 因此， 模

型（１）可能存在后向分岔。 接下来应用中心流形定理来证明模型（１）在 Ｒ０ ＝ １ 时发生后向分岔。
首先， 选择 β 作为分岔参数。 然后， 由 Ｒ０ ＝ １ 可得 β ＝ β∗ ＝ γ１ ＋ δ ＋ μ ＋ α１ 。 令 Ｊβ∗为具有 β ＝ β∗

的模型（１）在 Ｅ０ ＝ （Ａ ／ μ，０，０，０） 处的 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵， 即 Ｊβ∗ ＝

－ μ　 － β　 　 　 　 ０　 　 　 　 　 ０
　 ０　 　 ０　 　 　 　 ０　 　 　 　 　 ０
　 ０　 　 　 δ　 － （ε ＋ μ ＋ α２ ）　 　 ０
　 ０　 　 　 γ１ 　 　 　 ε　 　 　 　 － μ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

。

显然， ０ 是 Ｊβ∗的一个简单特征值。 Ｊβ∗关于特征值 ０ 的一个右特征向量 ｗ 和左特征向量 ｖ 分别为

［－ （γ１ ＋ δ ＋ μ ＋ α１）（ε ＋ μ ＋ α２） ／ （δμ）， （ε ＋ μ ＋ α２） ／ δ，１，（α２γ１ ＋ δε ＋ γ１μ ＋ γ１ε） ／ （δμ）］Ｔ、 （０，１，０，０）Ｔ 。
令 φｋ 为模型（１）的第 ｋ 个方程的右边， 其中 ｋ ＝ １，２，３，４， ｘ１ 、ｘ２ 、ｘ３ 、ｘ４ 分别为模型（１）的状态变量 Ｓ、

Ｉ、 Ｑ、 Ｒ。 令 ϕ ＝ β － β∗， 定义 Λ１ ＝ ∑
４

ｋ，ｉ，ｊ
［ｖｋｗｉｗｊ（∂ ２φｋ） ／ （∂ ｘｉ∂ ｘｊ）］ 、Λ２ ＝ ∑

４

ｋ，ｉ
［ｖｋｗｉ（∂ ２φｋ） ／ （∂ ｘｉ∂ϕ）］。

通过计算可得

Λ１ ＝ ２（ε ＋ μ ＋ α２ ） ／ δ｛［ － （γ１ ＋ δ ＋ μ ＋ α１ ）μ ／ Ａ － ε ／ μ］ ＋ （ε ＋ μ ＋ α２ ） ／ δ
［ － （γ１ ＋ δ ＋ μ ＋ α１ ）μ ／ Ａ － γ１ ／ μ ＋ （γ１ － γ０ ） ／ ｂ］｝，

（６）

且 Λ２ ＝ （ε ＋ μ ＋ α２ ） ／ δ ＞ ０ 。 然后， 根据文献［２０］中的定理 ４􀆰 １ 可得定理 ３。
定理 ３　 如果 Λ１ ＞ ０， 则模型（１）在 Ｒ０ ＝ １ 处发生后向分岔。
为了方便理解， 给出例 １。
例 １　 首先取如下参数： Ａ ＝ ３０， μ ＝ ０􀆰 １， γ０ ＝ ０􀆰 ００９ ８， γ１ ＝ ０􀆰 ２３９ ４， ｂ ＝ ０􀆰 ０７２， δ ＝ ０􀆰 １０４ ６，

α１ ＝ ０􀆰 ００１ ７， ε ＝ ０􀆰 ２３９ ４， α２ ＝ ０􀆰 ００１ １， 且令 β 在区间［０􀆰 １３３ ７１，０􀆰 ４６７ ９８５］内变化， 使得 Ｒ０ 在区

间［０􀆰 ３０，１􀆰 ０５］内变化。 由式（６）可得， Λ１ ＝ １􀆰 ２１９ ０７ ＞ ０。 因此， 根据定理 ３ 可知， 模型（１）在 Ｒ０ ＝ １
处发生后向分岔（见图 １）。

此外， 令 β ＝ ０􀆰 ２３１ ７６， 此时 Ｒ０ ＝ ０􀆰 ５２。 根据定理 ３ 可知， 模型（１）的解要么被地方病平衡点

Ｅ∗（２８２． １６０ ６６７ ５，８． １７９ ２９８ ０１２，２． ５１２ ６４１ ９１５，６． ９８０ ７０５ ４５４） 所吸引， 要么被无病平衡点

Ｅ∗（３００，０，０，０） 所吸引。 这意味着， Ｒ０ 不足以完全确定基本的动力学行为， 还需要考虑初始条件等

其他流行病学因素（见图 ２）。

图 1 模型（1）的后向分岔曲线
Fig.1 Backward bifurcation curve of model (1)

图 2 模型（1）的 I(t)时间序列
Fig.2 Time series of I(t) of model (1)
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定理 ４　 对任意的初始值 （Ｓ（０），Ｉ（０），Ｑ（０），Ｒ（０）） ∈ Ｒ４
＋ ， 模型（２） 在［０，∞ ） 上存在唯一解

（Ｓ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｑ（ｔ），Ｒ（ｔ）） ， 并且该解始终在区域 Ｒ４
＋ 上。 同时， 该解还具有如下性质： 对任意 ｗ∈Ω， 存

在 ｔ０ ＝ ｔ０ （ｗ） ＞ ０ ， 使得当 ｔ≥ｔ０ 时， 有 Ａ ／ （μ ＋ α１ ＋ α２ ） ＜ Ｓ（ ｔ，ω） ＋ Ｉ（ ｔ，ω） ＋ Ｑ（ ｔ，ω） ＋ Ｒ（ ｔ，ω） ＜
Ａ ／ μ。

定理 ４ 的证明比较简单， 详细的证明过程可参考文献［２１］。

·２７１·
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注 １　 定义 Γ ＝ ｛（Ｓ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｑ（ｔ），Ｒ（ｔ）） ∈ Ｒ４
＋：Ａ ／ （μ ＋ α１ ＋ α２ ） ＜ Ｓ（ｔ） ＋ Ｉ（ｔ） ＋ Ｑ（ｔ） ＋ Ｒ（ｔ） ＜

Ａ ／ μ｝ 。
由定理 ４ 可知， 对于任意的初值 （Ｓ（０），Ｉ（０），Ｑ（０），Ｒ（０）） ∈ Ｒ４

＋ ， 存在 ｔ０ ＞ ０， 使得当 ｔ≥ｔ０ 时，
有 （Ｓ（ ｔ），Ｉ（ ｔ），Ｑ（ ｔ），Ｒ（ ｔ）） ∈ Γ 。 因此， 下面仅在集合 Γ 上研究模型（２）的动力学行为。

定理 ５　 假设 Ｒｓ
０ ＜ １， 则任意初始值 （Ｓ（０），Ｉ（０），Ｑ（０），Ｒ（０）） ∈ Γ ， 有 ｌｉｍ

ｔ→∞
（Ｓ（ ｔ），Ｉ（ ｔ），Ｑ（ ｔ），

Ｒ（ ｔ）） ＝ （Ａ ／ μ，０，０，０） ， 其中， Ｒｓ
０ ＝ β ／ （γ１ ＋ δ ＋ μ ＋ α１ ＋ σ２ ／ ２） 。

证明 　 首先证明， 对于任意的 􀆠 ＞ ０， 总是存在 ξ ＞ ０， 使得对于任意的 （Ｓ（０），Ｉ（０），Ｑ（０），
Ｒ（０）） ∈ Γ ∩ Ｏξ ， 其中， Ｏξ ＝ （Ａ ／ μ － ξ，Ａ ／ μ） × （０，ξ） ３ ， 有

Ｐ｛ ｌｉｍ
ｔ→∞

（Ｓ（ ｔ），Ｉ（ ｔ），Ｑ（ ｔ），Ｒ（ ｔ）） ＝ （Ａ ／ μ，０，０，０）｝ ＝ １ － 􀆠。 （７）

定义： ｆ１ （Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） ＝ Ａ － βＳＩ ／ Ｎ － μＳ， ｇ（Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） ＝ σＳＩ ／ Ｎ；ｆ２ （Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） ＝ βＳＩ ／ Ｎ － （γ（ｂ，Ｉ） ＋ δ ＋
μ ＋ α１ ） Ｉ， λ ＝ β － （γ１ ＋ δ ＋ μ ＋ α１ ） 。 ｆ１ （Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） 、 ｆ２ （Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） 和 ｇ（Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） 在无病平衡点 Ｅ０ ＝
（Ａ ／ μ，０，０，０） 的偏导数分别为： （∂ ｆ１ ） ／ （∂Ｓ）（Ｅ０ ） ＝ － μ；（∂ ｆ１ ） ／ （∂Ｉ）（Ｅ０ ） ＝ － β； （∂ ｆ１） ／ （∂Ｑ）（Ｅ０） ＝
０； （∂ ｆ１） ／ （∂Ｒ）（Ｅ０） ＝ ０； （∂ ｆ２） ／ （∂Ｓ）（Ｅ０） ＝ ０； （∂ ｆ２） ／ （∂Ｉ）（Ｅ０） ＝ λ； （∂ ｆ２） ／ （∂Ｑ）（Ｅ０） ＝ ０； （∂ ｆ２） ／
（∂Ｒ）（Ｅ０） ＝ ０； （∂ｇ） ／ （∂Ｓ）（Ｅ０） ＝ ０；（∂ ｇ） ／ （∂Ｉ）（Ｅ０） ＝ σ； （∂ ｇ） ／ （∂Ｑ）（Ｅ０） ＝ ０； （∂ ｇ） ／ （∂Ｒ）（Ｅ０） ＝ ０ 。
因此， ｆ１ （Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ）、 ｆ２ （Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） 和 ｇ（Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） 在无病平衡点Ｅ０ 附近的泰勒展开分别为

ｆ１ ＝ － μＳ － βＩ ＋ ｏ； ｆ２ ＝ βＩ － （γ１ ＋ δ ＋ μ ＋ α１ ） Ｉ ＋ ｏ； ｇ ＝ σＩ ＋ ｏ， （８）

其中 ｏ ∶ ＝ ｏ（ （Ｓ － Ａ ／ μ） ２ ＋ Ｉ２ ＋ Ｑ２ ＋ Ｒ２ ） ， 并且 ｌｉｍ
（Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ）→（Ａ ／ μ，０，０，０）

ｏ（ （Ｓ － Ａ ／ μ） ２ ＋ Ｉ２ ＋ Ｑ２ ＋ Ｒ２ ） ／

（ （Ｓ － Ａ ／ μ） ２ ＋ Ｉ２ ＋ Ｑ２ ＋ Ｒ２ ） ＝ ０ 。
由 Ｉｔｏ^ 公式、 Ｒｓ

０ ＜１ 和式（８）可得， 对于任意的 （Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） ∈ Γ ∩ Ｏξ ， 都有 Ｌｌｎ Ｉ ＝ β － （γ１ ＋ δ ＋ μ ＋
α１ ＋ ０．５σ２） ＋ ｏ ＜ ０ ， 即 ｌｉｍ

ｔ→∞
Ｉ（ｔ） ＝ ０ 。 然后类似文献［２１］ 中定理 １ 的证明可得， ｌｉｍ

ｔ→∞
Ｑ（ｔ） ＝ ０，

ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｒ（ ｔ） ＝ ０ ， ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｓ（ ｔ） ＝ Ａ ／ μ ， 即对于任意的 （Ｓ（０），Ｉ（０），Ｑ（０），Ｒ（０）） ∈ Γ ∩ Ｏξ ， 等式（７）总是

成立的。
接下来证明， 对于任意的 （Ｓ（０），Ｉ（０），Ｑ（０），Ｒ（０）） ∈ Γ ， 模型（２） 的解（ Ｓ（ ｔ）， Ｉ（ ｔ），Ｑ（ ｔ），

Ｒ（ ｔ））总会在某一时刻进入区域 Γ∩Ｏξ。 定义停时 τξ ＝ ｉｎｆ｛ ｔ ≥ ０：Ｓ（ ｔ） ≥ Ａ ／ μ － ξ｝ ， 并定义函数

Ｖ１ （Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） ＝ Ｃ１ － （１ ＋ Ｓ） Ｃ２ ， 其中 Ｃ１ 和 Ｃ２ 是两个正常数， 并且满足如下条件： １） 对于任意的

（Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） ∈ Γ， 都有 Ｖ１ ＞ ０； ２） Ｃ２ ＞ ２； ３） 对于任意的 Ｓ ∈ （０，Ａ ／ μ － ξ］ ， 有 （１ ＋ Ｓ）（Ａ － βＳＩ ／ Ｎ －
μＳ） ＋ ０． ５σ２ （Ｃ２ － １）Ｓ２ Ｉ２ ／ Ｎ２ ≥ ０． ５ξ。

由 Ｉｔｏ^ 公式， ＬＶ１ ＝ － Ｃ２ （１ ＋ Ｓ）Ｃ２－２ ｛（１ ＋ Ｓ）（Ａ － βＳＩ ／ Ｎ － μＳ） ＋ ０． ５σ２ （Ｃ２ － １）Ｓ２Ｉ２ ／ Ｎ２ ｝ ≤－ ０． ５ξ 。
然后， 根据 Ｄｙｎｋｉｎ 公式可得： Ｅ［Ｖ１ （Ｓ（τξ ∧ ｔ），Ｉ（τξ ∧ ｔ），Ｑ（τξ ∧ ｔ），Ｒ（τξ ∧ ｔ））］ ≤ Ｖ１ （（Ｓ（０），

Ｉ（０），Ｑ（０），Ｒ（０））） － ０． ５ξＥ（τξ ∧ ｔ） 。 令 ｔ→∞ ， 并根据 Ｆａｔｏｕ 引理可得： Ｅ［Ｖ１ （Ｓ（τξ），Ｉ（τξ），Ｑ（τξ），
Ｒ（τξ））］ ≤ Ｖ１ （（Ｓ（０），Ｉ（０），Ｑ（０），Ｒ（０））） － ０． ５ξＥ（τξ） 。

注意到， 对于任意的 （Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） ∈ Γ ， Ｖ１ 是有界的， 因此有

Ｅ（τξ） ＜ ∞ 。 （９）
　 　 最后， 根据强 Ｍａｒｋｏｖ 性质， 由式（７） 和式（９） 可得， 对任意的 􀆠 ＞ ０， Ｐ｛ ｌｉｍ

ｔ→∞
（Ｓ（ ｔ），Ｉ（ ｔ），Ｑ（ ｔ），

Ｒ（ ｔ）） ＝ （Ａ ／ μ，０，０，０） ＝ １ － 􀆠 ， 对于任意的 （Ｓ（０），Ｉ（０），Ｑ（０），Ｒ（０）） ∈ Γ 。 定理 ５ 证毕。
定理 ６　 假设 Ｒｓ

０ ＞ １， 则 Ｍａｒｋｏｖ 过程 （Ｓ（ ｔ），Ｉ（ ｔ），Ｑ（ ｔ），Ｒ（ ｔ）） 关于 Ｄ􀆠 是正常返的， 其中， Ｄ􀆠 ＝
｛（Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） ∈ Γ：􀆠 ≤ Ｓ ≤ Ａ ／ μ，􀆠 ≤ Ｉ ≤ Ａ ／ μ，􀆠２ ≤ Ｑ ≤ Ａ ／ μ，􀆠３ ≤ Ｒ ≤ Ａ ／ μ，Ａ ／ （μ ＋ α１ ＋ α２ ） ＋ 􀆠２ ≤ Ｎ ≤
Ａ ／ μ － 􀆠２ ｝ ， 并且 􀆠 是一个充分小的正常数。

证明　 定义函数 Ｈ（Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） ＝ Ｍ［ℓ１（Ｓ ＋ Ｉ ＋ Ｑ ＋ Ｒ） － ｌｎ Ｉ － ℓ２ｌｎ Ｓ］ － ｌｎ Ｓ － ｌｎ Ｑ － ｌｎ Ｒ － ｌｎ（Ｎ － Ａ ／
（μ ＋ α１ ＋ α２）） － ｌｎ（Ａ ／ μ － Ｎ） ∶ ＝ ＭＶ１ ＋ Ｖ２ ， 其中： Ｖ１ ＝ ℓ１（Ｓ ＋ Ｉ ＋ Ｑ ＋ Ｒ） － ｌｎ Ｉ － ℓ２ｌｎ Ｓ； Ｖ２ ＝ － ［ｌｎ Ｓ ＋

·３７１·
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ｌｎ Ｑ ＋ ｌｎ Ｒ ＋ ｌｎ （Ｎ －Ａ／ （μ ＋ α ＋α）） ＋ ｌｎ （Ａ／ μ －Ｎ）］； ℓ１ ＝ （γ１ ＋ δ ＋ μ ＋ α１ ＋０． ５σ２ ） ／ Ａ； ℓ２ ＝ （γ１ ＋ δ ＋ μ ＋
α１ ＋０． ５σ２ ） ／ μ ； Ｍ 是一个充分大的常数， 使得

－ ３Ｍ（γ１ ＋ δ ＋ μ ＋ α１ ＋ ０．５σ２）（
３
Ｒｓ

０ － １） ＋ β ＋ μ ＋ ０．５σ２ ＋ ε ＋ μ ＋ α２ ＋ μ ＋ μ ＋ α１ ＋ α２ ＋ μ ≤２。　 （１０）
　 　 显然， 存在某一确定的点 （Ｓ∗，Ｉ∗，Ｑ∗，Ｒ∗） ∈ Ｒ４

＋ ， 使得函数 Ｈ 在该点取得最小值， 即 Ｈ（Ｓ，Ｉ，Ｑ，
Ｒ） ≥ Ｈ（Ｓ∗，Ｉ∗，Ｑ∗，Ｒ∗） 。 定义 Ｖ（Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） ＝ Ｈ（Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） － Ｈ（Ｓ∗，Ｉ∗，Ｑ∗，Ｒ∗） 。 因此， Ｖ（Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） ≥ ０ 。
由 Ｉｔｏ^ 公式可得

ＬＶ１ ≤－ βＳ／ Ｎ ＋ （γ１ ＋ δ ＋ μ ＋ α１ ＋ ０．５σ２） ＋ ℓ２（－ Ａ／ Ｓ ＋ βＩ ／ Ｎ ＋ μ ＋ σ２Ｉ２ ／ （２Ｎ２）） ＋ ℓ１Ａ － ℓ１μＮ　 　 　

≤－ ３（γ１ ＋ δ ＋ μ ＋ α１ ＋ ０．５σ２）（
３
Ｒｓ

０ － １） ＋ ℓ２β（μ ＋ α１ ＋ α２）Ｉ ／ Ａ ＋ ０．５ℓ２σ２（μ ＋ α１ ＋ α２）２Ｉ２ ／ Ａ２。 （１１）
并且有

ＬＶ２ ≤－ Ａ／ Ｓ ＋ β ＋ μ ＋ ０．５σ２ － δＩ ／ Ｑ ＋ （ε ＋ μ ＋ α２） － εＱ／ Ｒ ＋ μ － （α１Ｉ ＋ α２Ｑ） ／ （Ａ／ μ － Ｎ） －
（α１（Ｓ ＋ Ｑ ＋ Ｒ） ＋ α２（Ｓ ＋ Ｉ ＋ Ｒ）） ／ （Ｎ － Ａ／ （μ ＋ α１ ＋ α２）） ＋ μ ＋ α１ ＋ α２ ＋ μ。　 　 （１２）

　 　 根据式（１０） ～ 式（１２）可得： ＬＶ ＝ ＭＬＶ１ ＋ ＬＶ２ ≤－ ２ ＋ Ｍℓ２β（μ ＋ α１ ＋ α２ ） Ｉ ／ Ａ ＋ ０． ５Ｍℓ２σ２ （μ ＋
α１ ＋α２ ） ２ Ｉ２ ／ Ａ２ － Ａ ／ Ｓ － δＩ ／ Ｑ － εＱ ／ Ｒ － α２ Ｉ ／ （Ｎ － Ａ ／ （μ ＋ α１ ＋ α２ ）） － α１ Ｉ ／ （Ａ ／ μ － Ｎ） 。 令 ε 是一个充

分小的正常数， 使得 － ２ ＋ Ｍℓ２β（μ ＋ α１ ＋ α２ ）􀆠 ／ Ａ ＋ ０． ５Ｍℓ２σ２ （μ ＋ α１ ＋ α２ ） ２􀆠２ ／ Ａ２ ≤－ １ ， Ｍℓ２β（μ ＋
α１ ＋ α２ ） ／ μ ＋ ０． ５Ｍℓ２σ２ （μ ＋ α１ ＋ α２ ） ２ ／ μ２ － ｍｉｎ｛Ａ，δ，ε，α１ ，α２ ｝ ／ 􀆠 ＜ － １ 。

然后将 Γ ＼ Ｄ􀆠 分成 ６ 个区域， 即 Γ ＼ Ｄ􀆠 ＝ Ｄ１ ∪ Ｄ２ ∪ Ｄ３ ∪ Ｄ４ ∪ Ｄ５ ∪ Ｄ６ ， 其中： Ｄ１ ＝ ｛（Ｓ，Ｉ，
Ｑ，Ｒ） ∈ Γ：０ ＜ Ｉ ＜ 􀆠｝；Ｄ２ ＝ ｛（Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） ∈ Γ：０ ＜ Ｓ ＜ 􀆠｝；Ｄ３ ＝ ｛（Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） ∈ Γ：０ ＜ Ｑ ＜ 􀆠２ ，Ｉ ≥
􀆠｝；Ｄ４ ＝ ｛（Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） ∈ Γ：０ ＜ Ｒ ＜ 􀆠３ ，Ｑ ≥ 􀆠２ ｝；Ｄ５ ＝ ｛（Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） ∈ Γ：Ａ ／ （μ ＋ α１ ＋ α２ ） ＜ Ｎ ＜ Ａ ／
（μ ＋ α１ ＋ α２ ） ＋ 􀆠２ ，Ｉ ≥ 􀆠｝；Ｄ６ ＝ ｛（Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） ∈ Γ：Ａ ／ μ － 􀆠２ ＜ Ｎ ＜ Ａ ／ μ，Ｉ ≥ 􀆠｝ 。

对于任意的 （Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） ∈ Ｄ１ ， 有

ＬＶ ≤－ ２ ＋ Ｍℓ２β（μ ＋ α１ ＋ α２ ） Ｉ ／ Ａ ＋ ０． ５Ｍℓ２σ２ （μ ＋ α１ ＋ α２ ） ２ Ｉ２ ／ Ａ２

　 　 　 　 ≤－ ２ ＋ Ｍℓ２β（μ ＋ α１ ＋ α２ ）􀆠 ／ Ａ ＋ ０． ５Ｍℓ２σ２ （μ ＋ α１ ＋ α２ ） ２􀆠２ ／ Ａ２ ≤－ １。 （１３）
对于任意的 （Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） ∈ Ｄ２ ， 有

ＬＶ ≤ Ｍℓ２β（μ ＋ α１ ＋ α２ ） Ｉ ／ Ａ ＋ ０． ５Ｍℓ２σ２ （μ ＋ α１ ＋ α２ ） ２ Ｉ２ ／ Ａ２ － Ａ ／ Ｓ
　 　 　 ≤ Ｍℓ２β（μ ＋ α１ ＋ α２ ） ／ μ ＋ ０． ５Ｍℓ２σ２ （μ ＋ α１ ＋ α２ ） ２ ／ μ２ － Ａ ／ 􀆠 ≤－ １。 （１４）

对于任意的 （Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） ∈ Ｄ３ ， 有

ＬＶ ≤ Ｍℓ２β（μ ＋ α１ ＋ α２ ） Ｉ ／ Ａ ＋ ０． ５Ｍℓ２σ２ （μ ＋ α１ ＋ α２ ） ２ Ｉ２ ／ Ａ２ － δＩ ／ Ｑ
　 　 ≤ Ｍℓ２β（μ ＋ α ＋ α） ／ μ ＋ ０． ５Ｍℓ２σ２ （μ ＋ α ＋ α） ２ ／ μ２ － δ􀆠 ／ 􀆠２ ≤－ １。 （１５）

对于任意的 （Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） ∈ Ｄ４ ， 有

ＬＶ ≤ Ｍℓ２β（μ ＋ α１ ＋ α２ ） Ｉ ／ Ａ ＋ ０． ５Ｍℓ２σ２ （μ ＋ α１ ＋ α２ ） ２ Ｉ２ ／ Ａ２ － εＱ ／ Ｒ
　 　 　 ≤ Ｍℓ２β（μ ＋ α１ ＋ α２ ） ／ μ ＋ ０． ５Ｍℓ２σ２ （μ ＋ α１ ＋ α２ ） ２ ／ μ２ － ε􀆠２ ／ 􀆠３ ≤－ １。 （１６）

对于任意的 （Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） ∈ Ｄ５ ， 有

ＬＶ ≤ Ｍℓ２β（μ ＋ α１ ＋ α２ ） Ｉ ／ Ａ ＋ ０． ５Ｍℓ２σ２ （μ ＋ α１ ＋ α２ ） ２ Ｉ２ ／ Ａ２ － α２ Ｉ ／ （Ｎ － Ａ ／ （μ ＋ α１ ＋ α２ ））
≤ Ｍℓ２β（μ ＋ α１ ＋ α２ ） ／ μ ＋ ０． ５Ｍℓ２σ２ （μ ＋ α１ ＋ α２ ） ２ ／ μ２ － α２􀆠 ／ 􀆠２ ≤－ １。　 　 　 　 　 　 （１７）

对于任意的 （Ｓ，Ｉ，Ｑ，Ｒ） ∈ Ｄ６ ， 有

ＬＶ ≤ Ｍℓ２β（μ ＋ α１ ＋ α２ ） Ｉ ／ Ａ ＋ ０． ５Ｍℓ２σ２ （μ ＋ α１ ＋ α２ ） ２ Ｉ２ ／ Ａ２ － α１ Ｉ ／ （Ａ ／ μ － Ｎ）
≤ Ｍℓ２β（μ ＋ α１ ＋ α２ ） ／ μ ＋ ０． ５Ｍℓ２σ２ （μ ＋ α１ ＋ α２ ） ２ ／ μ２ － α１􀆠 ／ 􀆠２ ≤－ １。 （１８）

由式（１３） ～ 式（１８）可得， 对于任意的 （Ｓ（ ｔ），Ｉ（ ｔ），Ｑ（ ｔ），Ｒ（ ｔ）） ∈ Γ ＼ Ｄ􀆠 ， 有 ＬＶ ≤－ １ 。 因此，
Ｍａｒｋｏｖ 过程 （Ｓ（ ｔ），Ｉ（ ｔ），Ｑ（ ｔ），Ｒ（ ｔ）） 关于 Ｄ􀆠 是正常返的， 定理 ６ 证毕。

注 ２　 定理 ５ 和定理 ６ 表明， 随机模型（２）的动力学行为完全由 Ｒｓ
０ 所决定， 而确定性模型（１）的动

·４７１·
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力学行为， 不仅依赖于基本再生数 Ｒｓ
０ ， 还依赖于初始条件等其他流行病学因素（见定理 ３ 和图 ２）。

注 ３　 容易发现 Ｒｓ
０ ＜ Ｒ０ 。 如果 Ｒｓ

０ ＜ １ ＜ Ｒ０ ， 此时确定性模型（１）预测的结果是疾病流行， 而随机

模型（２）预测的结果刚好与之相反， 这意味着白噪声可以抑制疾病的流行。

２　 数值模拟
根据 Ｃ０ＶＩＤ⁃１９ 的实际参数值来验证并扩展本文的理论结果。 首先假设， 武汉某一地区的常住人

口总规模为 １０ ０００ 人， 每个人的平均寿命为 ８０ ａ， 且每千人拥有 ５ 张病床， 则自然死亡率 μ ＝ １ ／ （３６５ ×
８０） ＝ ３􀆰 ４２４ ６５ × １０ －５ ， 医院病床数 ｂ ＝ ５０。 假定新的易感者的输入率 Ａ ＝ ３０， 疾病的传播速率 β ＝ １􀆰 ５。
其他的参数取自文献 ［２２］。 总的参数取值为： Ａ ＝ ３０， β ＝ １􀆰 ５， μ ＝ ３􀆰 ４２４ ６５ × １０ － ５ ， γ０ ＝ ０􀆰 ００９ ８， γ１ ＝
１ ／ １４， ｂ ＝ ５０， δ ＝ ０􀆰 １０４ ６， α１ ＝ ０􀆰 ００１ ７， ε ＝ ０􀆰 ２３９ ４， α２ ＝ ０􀆰 ００１ １。

接下来， 假设随机模型（２）的初值 （Ｓ（０），Ｉ（０），Ｑ（０），Ｒ（０）） ＝ （７ ０００，１ ０００，１ ０００，１ ０００） ， 并

考虑白噪声强度 σ 对模型（２）动力学的影响。
例 ２　 令 σ ＝ ０􀆰 ５， 容易得到 Ｒｓ

０ ＝ ４． ９５４ ３７３ ２２８ １５７ １２８ ＞ １ 。 根据定理 ６ 可知， Ｍａｒｋｏｖ 过程

（Ｓ（ ｔ），Ｉ（ ｔ），Ｑ（ ｔ），Ｒ（ ｔ）） 是正常返的， 即疾病是持久的（见图 ３）。 接下来， 令 σ ＝ １􀆰 ７， 可得 Ｒｓ
０ ＝

０􀆰 ９２４ ３５ ＜ １， 且 Ｒ０ ＝ ８􀆰 ４３８ ２１。 根据定理 １ 和定理 ５ 可知， 随机模型（２）预测了疾病将被根除， 而确

定性模型（１）预测的结果却与之相反（见图 ４）。

图 3 模型（2）和模型（1）的 I(t) 时间序列图 (σ=0.5)
Fig.3 Time series of I(t) of model (2) and

model (1) (σ=0.5)
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图 4 模型（2）和模型（1）的 I(t) 时间序列图 (σ=1.7)
Fig.4 Time series of I(t) of model (2) and

model (1) (σ=1.7)

３　 结论
本文研究了具有饱和发生率和非线性恢复率的随机 ＳＩＱＲ 流行病模型。 证明了对于任意给定的初

始值， 随机模型（２）总是存在唯一的全局正解； 得到了随机模型（２）的基本再生数 Ｒｓ
０ ， 并证明了该基

本再生数是决定疾病灭绝与持久的阈值参数： 当 Ｒｓ
０ ＜ １ 时， 疾病将以概率 １ 灭绝； 当 Ｒｓ

０ ＞ １ 时，
Ｍａｒｋｏｖ 过程（Ｓ（ ｔ），Ｉ（ ｔ），Ｑ（ ｔ），Ｒ（ ｔ））是正常返的， 即疾病是持久的。
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［２０］ＣＡＳＴＩＬＬＯ⁃ＣＨＡＶＥＺ Ｃ，ＳＯＮＧ Ｂ． Ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｓ ｏｆ ｔｕｂｅｒｃｕｌｏｓｉｓ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［ Ｊ］． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｂｉｏｓｃｉｅｎｃｅｓ

ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２００４，１（２）：３６１⁃４０４．
［２１］ＬＩ Ｄ，ＣＵＩ Ｊ Ａ，ＬＩＵ Ｍ，ｅｔ ａｌ． Ｔｈｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｅｐｉｄｅｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｒａｔｅ［Ｊ］． Ｂｕｌ⁃

ｌｅｔｉｎ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｂｉｏｌｏｇｙ，２０１５，７７：１７０５⁃１７４３．
［２２］ＺＨＯＵ Ｗ Ｋ，ＷＡＮＧ Ａ Ｌ，ＷＡＮＧ Ｘ，ｅｔ ａｌ． Ｉｍｐａｃｔ ｏｆ ｈｏｓｐｉｔａｌ ｂｅｄ ｓｈｏｒｔａｇｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｎｔａｉｎｍｅｎｔ ｏｆ ＣＯＶＩＤ⁃１９ ｉｎ Ｗｕｈａｎ［Ｊ］．

Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔａｌ Ｒｅｓｅａｒｃｈ ａｎｄ Ｐｕｂｌｉｃ Ｈｅａｌｔｈ，２０２０，１７（２２）：８５６０．

（责任编辑　 马建华　 英文审校　 黄振坤）
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