
　 第 ２８ 卷　 第 ４ 期 集美大学学报 （自然科学版） Ｖｏｌ． ２８　 Ｎｏ． ４
　 　 ２０２３ 年 ７ 月 Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｊｉｍｅｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ） Ｊｕｌ􀆰 ２０２３

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ． ｊｍｕ． ｅｄｕ． ｃｎ ／ ｚｋｂ

　 　 ［收稿日期］ ２０２０ － １０ － ０９
［基金项目］ 国家自然科学基金项目 （１１９７１４０５）； 福建省自然科学基金项目 （２０１８Ｊ０１４１８）； 集美大学国家自然

科学基金培育项目 （ＺＰ２０２００６４）
［作者简介］ 林紫嫣 （１９９４—）， 女， 硕士生， 从事生物数学方向研究。 通信作者： 张树文 （１９６３—）， 男， 教

授， 硕导， 从事生物数学方向研究。 Ｅ⁃ｍａｉｌ：ｚｈａｎｇｓｗ＿１２３＠ １６３． ｃｏｍ

［文章编号］ １００７ － ７４０５（２０２３）０４ － ０３６６ － １０ ＤＯＩ：１０． １９７１５ ／ ｊ． ｊｍｕｚｒ． ２０２３． ０４． １０

具有 Ｍａｒｋｏｖ 切换和偏利关系的捕食⁃食饵模型
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［摘要］ 研究具有 Ｍａｒｋｏｖ 切换的含偏利关系的随机捕食⁃食饵模型的动力学。 通过构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，
证明该系统的全局正解的存在唯一性， 并且给出种群平均持续生存和灭绝的充分条件； 证明系统存在唯一

的平稳分布且具有遍历性。 最后， 通过数值模拟来证实理论结果。
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０　 引言
在过去的几十年里， 许多学者对捕食⁃食饵模型进行了深入研究并获得丰富的研究成果［１ － ３］ 。 但

是， 现实中不同种群之间的关系是极其复杂的， 如偏利关系， 它是指种间相互作用仅对一方有利， 而

对另一方没有影响。 例如： 文鸟专在胡蜂窝的附近筑巢， 因为胡蜂有毒刺， 许多动物不敢接近， 文鸟

得到保护， 但对胡蜂无害； 地衣、 苔藓附在树皮上， 对树木没有影响， 但有利于从空气中获得水分和

养分等。 有些学者对具偏利关系的种群模型进行了研究［４ － ９］ ， 但总体偏少， 本文考虑了如下具有偏利

关系的随机捕食⁃食饵模型， 即

ｄｘ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ）（ ｒ１ － ａ１ｘ（ ｔ） － ｃｚ（ ｔ）） ＋ σ１ｘ（ ｔ）ｄＢ１ （ ｔ），
ｄｙ（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ）（ ｒ２ － ａ２ｙ（ ｔ） ＋ ｂｘ（ ｔ）） ＋ σ２ｙ（ ｔ）ｄＢ２ （ ｔ），
ｄｚ（ ｔ） ＝ ｚ（ ｔ）（ － ｄ － ａ３ ｚ（ ｔ） ＋ ｋｃｘ（ ｔ）） ＋ σ３ ｚ（ ｔ）ｄＢ３ （ ｔ）。
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其中： ｘ（ ｔ） 、 ｙ（ ｔ） 、 ｚ（ ｔ） 分别代表 ｘ、 ｙ、 ｚ 在 ｔ 时刻的密度； 模型的所有参数都是正的； ｒ１ 、 ｒ２ 分别表

示种群 ｘ、 ｙ 的内禀增长率： ｄ 表示种群 ｚ 的死亡率； ａｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 表示种群的密度制约系数； ｂ 表示

种群 ｘ 对种群 ｙ 的偏惠系数； ｃ 是种群 ｚ 对种群 ｘ 的捕食率； ｋ 是种群 ｚ 对种群 ｘ 的转化率；
σ２

ｉ （ ｉ ＝ １，２，３） 是白噪声强度。 Ｂ ｉ（ ｔ）（ ｉ ＝ １，２，３）是定义在完备概率空间（Ω，Ｆ，｛Ｆ ｔ｝ ｔ≥０ ，Ｐ）上相互独立

的标准布朗运动， 其中滤子 ｛Ｆ ｔ｝ ｔ≥０ 是 Ω 上的一个 σ⁃代数且满足通常条件 （即右连续， Ｆ０ 包含所有

的零测集）。
在现实生态系统中， 各种形式的环境干扰都是无时、 无处不在的， 种群系统除了受白噪声的干

扰， 还受到一种数量虽少但强度较大的干扰， 通常将这种随机干扰称为有色噪声， 又称电报噪声［１０］ 。
有色噪声可以看作是两种或两种以上环境模式的随机转换， 通常情况下， 状态切换在某个系统所待的时

间服从指数分布， 且是无记忆的。 用具有有限状态空间 Ｓ ＝ ｛１，２，…，ｍ｝ 的有连续 Ｍａｒｋｏｖ 链 γ（ｔ） ［１１］来

描述生态系统中的有色噪声， 因而获得下列具有 Ｍａｒｋｏｖ 链随机捕食⁃食饵模型， 即

ｄｘ（ｔ） ＝ ｘ（ｔ）（ｒ１ （γ（ｔ）） － ａ１ （γ（ｔ））ｘ（ｔ）） － ｃ（γ（ｔ））ｚ（ｔ））ｄｔ ＋ σ１ （γ（ｔ）ｘ（ｔ）ｄＢ１ （ｔ），
ｄｙ（ｔ） ＝ ｙ（ｔ）（ｒ２ （γ（ｔ）） － ａ２ （γ（ｔ））ｙ（ｔ）） ＋ ｂ（γ（ｔ））ｚ（ｔ））ｄｔ ＋ σ２ （γ（ｔ）ｙ（ｔ）ｄＢ２ （ｔ），
ｄｚ（ｔ） ＝ ｚ（ｔ）（ － ｄ（γ（ｔ）） － ａ３ （γ（ｔ））ｚ（ｔ）） ＋ ｋ（γ（ｔ））ｃ（γ（ｔ））ｘ（ｔ）ｄｔ － σ３ （γ（ｔ）ｚ（ｔ）ｄＢ３ （ｔ）。
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１　 预备知识
为方便起见， 给出以下记号： ｇ^ ＝ ｍｉｎγ∈Ｓ｛ｇ（γ）｝；ｇ̌ ＝ ｍａｘγ∈Ｓ｛ｇ（γ）｝ 。
令 γ（ ｔ） 的生成元是 Γ ＝ （ｑｉｊ） Ｎ × Ｎ， 且满足

Ｐ｛γ（ ｔ ＋ δ） ＝ ｊ γ（ ｔ） ＝ ｉ｝ ＝
ｑｉｊδ ＋ ｏ（δ）， ｊ ≠ ｉ，
１ ＋ ｑｉｊδ ＋ ｏ（δ）， ｊ ＝ ｉ。{ （３）

其中 δ ＞ ０。 当 ｊ≠ｉ 时， ｑｉｊ ＞ ０ 是状态 ｉ 到状态 ｊ 转移率且满足 ∑Ｎ

ｊ ＝ １
ｑｉｊ ＝ ０。

假设 Ｍａｒｋｏｖ 链 γ（ ｔ）是不可约的， 即系统能在任意状态转到其他状态。 可知此链有唯一的平稳分

布 π ＝ （π１ ，π２ ，…，πｍ）， 满足 πΓ ＝ ０， ∑ｍ

ｉ ＝ １
πｉ ＝ １ ， πｉ ＞ ０， ∀ｉ∈Ｓ。

假设 ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ１ （ ｔ），ｘ２ （ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ））（ ｔ ≥ ０） 是随机微分方程

ｄｘ（ ｔ） ＝ ｆ（ｘ（ ｔ），ｔ）ｄｔ ＋ ｇ（ｘ（ ｔ），ｔ）ｄＢ（ ｔ） （４）
的解， 其中： ｆ∈Ｌ１ （Ｒｎ × Ｒ ＋ ，Ｒｎ）； ｇ∈Ｌ２ （Ｒｎ × Ｒ ＋ ，Ｒｎ × ｍ）； Ｂ（ ｔ）是 ｎ 维布朗运动。

定理 １［１２］ （存在唯一性定理） 　 假设 ｆ（ｘ（ ｔ），ｔ）和 ｇ（ｘ（ ｔ），ｔ）关于 ｘ（ ｔ）满足下列条件： １） 局部

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条 件， 存 在 ｃｋ ＞ ０ （ ｋ ＝ １， ２， … ）， 使 得 ∀ｘ， ｙ ∈ Ｒｎ 且 ｘ ∨ ｙ ≤ ｋ 有 不 等 式

ｆ（ｘ，ｔ） － ｆ（ｙ，ｔ） ∨ ｇ（ｘ，ｔ） － ｇ（ｙ，ｔ） ≤ ｃｋ ｜ ｘ － ｙ ｜ 成立： ２） 线性增长条件， 存在 ｃ ＞ ０， 使得

ｆ（ｘ，ｔ） ∨ ｇ（ｘ，ｔ） ≤ ｃ １ ＋ ｘ‖，∀（ｘ，ｔ） ∈ Ｒｎ × Ｒ ＋ ， 则初始条件为 ｘ（０） ＝ ｘ０ ∈ Ｒｎ 的 系统 （４）
存在唯一连续的局部解 ｘ（ ｔ）（ ｔ ∈ ［０，τｅ）） ， τｅ 是爆破时间。

定理 ２［１２］ （Ｉｔｏ^公式） 　 若 Ｖ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） ∈ Ｃ１，２ （Ｒｎ × Ｒ ＋ ；Ｒ） ， 则 Ｖ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） 仍然是 Ｉｔ ｏ^过程， 具有

如下随机微分： ｄＶ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） ＝ Ｖｔ（ ｔ，ｘ（ ｔ））ｄｔ ＋ Ｖｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ））ｄｘ（ ｔ） ＋ ｄｘＴ（ ｔ）Ｖｘｘ（ ｔ，ｘ（ ｔ））ｄｘ（ ｔ） ／ ２。
定理 ３［１２］ （随机微分方程比较定理） 　 设 ｘｉ（ ｔ）（ ｉ ＝ １，２） 分别是随机微分方程 ｄｘｉ（ｔ） ＝ ｆｉ（ｘｉ（ｔ），

ｔ）ｄｔ ＋ ｇ（ｘｉ（ｔ），ｔ）ｄＢ（ｔ） 的解， 其中， ｆ（ｘ，ｔ） ∈ Ｃ（［０， ＋∞ ） × Ｒ） ， ｇ（ｘ，ｔ） ∈ Ｃ（［０， ＋∞ ） ×Ｒ） 。

若满足： １） 存在定义在 ［０， ＋ ∞ ） 上 满 足 ρ （ ０ ） ＝ ０ 及 ∫＋∞

０＋
ρ（ｓ）ｄｓ ＝ ∞ 的 函 数 ρ（ｓ） ， 使 得

ｇ（ｘ，ｔ） － ｇ（ｙ，ｔ） ≤ρ（ ｘ － ｙ ）， ｘ， ｙ∈Ｒ， ｔ≥０； ２） ｆ１ （ｘ，ｔ）≤ｆ２ （ｘ，ｔ）， ｘ ∈ Ｒ， ｔ ≥ ０； ３ ） ｘ１ （０） ≤
ｘ２ （０） ， 则有 ｘ１ （ｔ） ≤ ｘ２ （ｔ） ， ｔ≥０。

定义 １［１３］ 　 设 ｘ（ ｔ）是系统 （２） 的任意解， 则： １） 若 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｘ（ ｔ） ＝ ０ ， 则称种群 ｘ（ ｔ） 为灭绝的；

·７６３·
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２） 若存在一个正常数 ｌ， 使得种群 ｘ（ ｔ） 满足ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

ｔ －１ ∫ｔ

０
ｘ（ ｓ）ｄｓ ≤ ｌ ， 则称种群 ｘ（ ｔ） 为弱平均持续生

存的； ３） 若存在一个正常数 ｌ， 使得种群 ｘ（ ｔ） 满足 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｔ －１ ∫ｔ

０
ｘ（ ｓ）ｄｓ ＝ ｌ ， 则称种群 ｘ（ ｔ） 为平均持续

生存的。
引理 １［１４］ 　 令 ｆ ∈ Ｃ［［０，∞ ） × Ω ， （０，∞ ）］ ， １） 如果存在正常数 λ０ 、 λ， 使得 ｌｎ ｆ（ ｔ） ≥ λｔ －

λ０ ∫ｔ

０
ｆ（ ｓ）ｄｓ ＋ Ｆ（ ｔ） ， 对于任意的 ｔ≥０， Ｆ ∈ Ｃ［［０，∞ ） × Ω ， Ｒ］， 而且 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
Ｆ（ ｔ） ／ ｔ ＝ ０ ， 那 么ｌｉｍ ｉｎｆ

ｔ→＋∞

ｔ －１ ∫ｔ

０
ｆ（ ｓ）ｄｓ ≥ λ ／ λ０ ； ２） 如果存在正常数 λ０ 、 λ， 使得 ｌｎ ｆ（ ｔ） ≤ λｔ － λ０ ∫ｔ

０
ｆ（ ｓ）ｄｓ ＋ Ｆ（ ｔ） ， 对于任意

的ｔ≥０， Ｆ ∈ Ｃ［［０，∞ ） × Ω，Ｒ ］， 而且 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

Ｆ（ ｔ） ／ ｔ ＝ ０ ， 那么 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞ ∫ｔ

０
ｆ（ ｓ）ｄｓ ／ ｔ ≤ λ ／ λ０ 。

引理 ２［１５］ 　 若系统 （２） 满足下列条件： １） 对于任意的 ｊ≠ｉ， ｉ， ｊ∈Ｓ， 都有 ｑｉｊ ＞ ０； ２） 对每一

个 ｋ∈Ｓ， Ｄ（ ｚ，ｋ） 是对称矩阵， 对所有 ｚ∈Ｒｎ 及常数 ρ ∈ （０，１］ ， 满足： ρ ｜ ζ ｜ ２ ≤ ζＴＤ（ ｚ，ｋ） ζ≤
ρ － １ ｜ ζ ｜ ２ ， ζ∈Ｒｎ； ３） 存在具有正则边界的非空有界开子集 Ｕ∈Ｒｎ， 满足对任意的 ｋ∈Ｓ， 存在一个

非负二次可微函数 Ｖ（·，ｋ） 和正常数 ς ＞ ０ ， 对所有的 （ ｚ，ｋ） ∈ Ｄｃ × Ｓ ， 有 ＬＶ（·，ｋ） ≤－ ς ， 则系统

（２） 是遍历的且具有唯一的平稳分布。

２　 主要结果及其证明
定理 ４　 对任意给定的初值 （ｘ（０），ｙ（０），ｚ（０）） ∈ Ｒ３

＋ ， 系统 （２） 存在唯一解 （ｘ（ｔ），ｙ（ｔ），ｚ（ｔ）） ∈
Ｒ３

＋ ， 并且以概率 １ 存在于 Ｒ３
＋ 中。

证明　 令 ｕ（ ｔ） ＝ ｌｎ ｘ（ ｔ） ， ｖ（ ｔ） ＝ ｌｎ ｙ（ ｔ） ， ｗ（ ｔ） ＝ ｌｎ ｚ（ ｔ） 。 由 Ｉｔ ｏ^公式可得

ｄｕ ＝ （ ｒ１ （γ（ ｔ）） － ａ１ （γ（ ｔ））ｅｕ － ｃ（γ（ ｔ））ｅｗ － σ１ （γ（ ｔ）） ２ ／ ２）ｄｔ ＋ σ１ （γ（ ｔ））ｄＢ１ ，

ｄｖ ＝ （ ｒ２ （γ（ ｔ）） － ａ２ （γ（ ｔ））ｅｖ ＋ ｂ（γ（ ｔ））ｅｕ － σ２ （γ（ ｔ）） ２ ／ ２）ｄｔ ＋ σ２ （γ（ ｔ））ｄＢ２ ，

ｄｗ ＝ （ － ｄ（γ（ ｔ）） － ａ３ （γ（ ｔ））ｅｗ ＋ ｋ（γ（ ｔ））ｃ（γ（ ｔ））ｅｕ － σ３ （γ（ ｔ）） ２ ／ ２）ｄｔ － σ３ （γ（ ｔ））ｄＢ３ 。

ì

î

í

ï
ï

ïï

（６）

　 　 显然， 系统 （６） 满足局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件， 则系统存在唯一的局部解 （ｕ（ｔ），ｖ（ｔ），ｗ（ｔ））（ｔ ∈ ［０，
τｅ））， 其中 τｅ 是爆破时间。 由 Ｉｔ ｏ^公式可得， （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ）） ＝ （ｅｕ（ ｔ） ，ｅｖ（ ｔ） ，ｅｗ（ ｔ） ） 是系统 （２） 满足

初值 （ｘ（０），ｙ（０），ｚ（０）） ∈ Ｒ３
＋ 的唯一解。 为了证明这个解是全局的， 只需证明 τｅ ＝ ＋∞ 。

令 ｋ０ ＞ ０ 足够大， 使得 （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ）） ∈ ［１ ／ ｋ０ ，ｋ０ ］ × ［１ ／ ｋ０ ，ｋ０ ］ × ［１ ／ ｋ０ ，ｋ０ ］ ， 对于任意的正

数 ｋ≥ｋ０ ， 定义一个停时序列 τｋ ＝ ｉｎｆ｛ ｔ ∈ ［０，τｅ）：ｘ（ ｔ） ⊈ （１ ／ ｋ，ｋ） 或 ｙ（ ｔ） ⊈ （１ ／ ｋ，ｋ） 或 ｚ（ ｔ） ⊈ （１ ／ ｋ，
ｋ）｝ ， 定义 ｉｎｆ Φ ＝ ＋∞ （Φ 代表一个空集）。 显然， 当 ｋ→∞ 时， τｋ 是单调递增的， 且 τｋ ＜ τｅ， 有 τ∞

＝ ｌｉｍ
ｋ→ ＋∞

τｋ， 其中 τ∞ ≤τｅ， 只需证明 τ∞ →∞ 。

假设 τ∞ →／ ∞ ， 则存在常数 Ｔ≥０、 􀆠 ∈ （０，１） 和 一个整数 ｋ１ ≥ｋ０ ， 有 Ｐ｛τｋ ≤ Ｔ｝ ≥ 􀆠 ， ∀ｋ≥ｋ１ 。
定义一个 Ｃ２ ⁃函数 Ｖ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ［ｘ － １ － ｌｎ ｘ ＋ ｙ － １ － ｌｎ ｙ ＋ ｚ － １ － ｌｎ ｚ］ ， 由 Ｉｔ ｏ^公式可得

　 ＬＶ ＝ ｒ１ （ｋ）ｘ － ａ１ （ｋ）ｘ２ － ｃ（ｋ）ｘｚ ＋ ｒ２ （ｋ）ｙ － ａ２ （ｋ）ｙ２ ＋ ｂ（ｋ）ｘｙ － ｄ（ｋ） ｚ － ａ３ （ｋ） ｚ２ ＋
ｋ（ｋ）ｃ（ｋ）ｘｚ － ｒ１ （ｋ） ＋ ａ１ （ｋ）ｘ ＋ ｃ（ｋ） ｚ － ｒ２ （ｋ） ＋ ａ２ （ｋ）ｙ － ｂ（ｋ）ｘ ＋ ｄ（ｋ） ＋
ａ３ （ｋ） ｚ － ｋ（ｋ）ｃ（ｋ）ｘ ＋ σ１ （ｋ） ２ ／ ２ ＋ σ２ （ｋ） ２ ／ ２ ＋ σ３ （ｋ） ２ ／ ２ ≤
［ － ａ１ （ｋ）ｘ２ ／ ２ ＋ ｂ（ｋ）ｘｙ － ａ２ （ｋ）ｙ２ ／ ２］ ＋ ［ － ａ３ （ｋ） ｚ２ ／ ２ ＋ （ｋ（ｋ） － １）ｃ（ｋ）ｘｚ －
ａ１ （ｋ）ｘ２ ／ ４］ － ａ１ （ｋ）ｘ２ ／ ４ ＋ ［ ｒ１ （ｋ） ＋ ａ１ （ｋ） － ｋ（ｋ）ｃ（ｋ） － ｂ（ｋ）］ｘ － ａ２ （ｋ）ｙ２ ／ ２ ＋
［ ｒ２ （ｋ） ＋ ａ２ （ｋ）］ｙ － ａ３ （ｋ） ｚ２ ／ ２ ＋ ［ｃ（ｋ） ＋ ａ３ （ｋ） － ｄ（ｋ）］ ｚ ＋ ｄ̌ ＋ （ σ̌２

１ ＋ σ̌２
２ ＋ σ̌２

１ ） ／ ２。
由于 ［ － ａ１ （ｋ）ｘ２ ／ ２ ＋ ｂ（ｋ）ｘｙ － ａ２ （ｋ）ｙ２ ／ ２］ 、 － ａ１ （ｋ）ｘ２ ／ ４ ＋ ［ｒ１ （ｋ） ＋ ａ１ （ｋ） － ｋ（ｋ）ｃ（ｋ） － ｂ（ｋ）］ｘ －

ａ２ （ｋ）ｙ２ ／ ２ ＋ ｒ２ （ｋ） ＋ ａ２ （ｋ）］ｙ － ａ３ （ｋ） ｚ２ ／ ２ ＋ ［ｃ（ｋ） ＋ ａ３ （ｋ） － ｄ（ｋ）］ ｚ 、 ［ － ａ３ （ｋ） ｚ２ ／ ２ ＋ （ｋ（ｋ） －
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ． ｊｍｕ． ｅｄｕ． ｃｎ ／ ｚｋｂ

１）ｃ（ｋ）ｘｚ － ａ１ （ｋ）ｘ２ ／ ４］ 存在最大值， 设为 Ｎ， 则 ＬＶ≤Ｎ， 有 ｄＶ（ｘ，ｙ，ｚ） ≤Ｎｄｔ ＋ （ｘ － １）σ１ （ｋ）ｄＢ１ （ｔ） ＋
（ｙ － １）σ２ （ｋ）ｄＢ２ （ ｔ） － （ ｚ ／ ｋ － １）σ３ （ｋ）ｄＢ３ （ ｔ） 。 将上式两边从 ０ 到 τｋ∧Ｔ 积分并取期望： Ｅ［Ｖ（ｘ（τｋ ∧
Ｔ），ｙ（τｋ ∧ Ｔ），ｚ（τｋ ∧ Ｔ））］ － Ｖ（ｘ（０），ｙ（０），ｚ（０）） ≤ ＮＴ。

设 Ωｋ ＝ ｛τｋ ≤ Ｔ｝（ｋ ≥ ｋ１） ， Ｐ（Ωｋ） ≥ ε ， 对于任意的 ω∈Ωｋ， 都有 ｘ（τｋ ∧ Ｔ） ， ｙ（τｋ ∧ Ｔ） ， ｚ（τｋ ∧
Ｔ） 至少其中之一等于 ｋ 或 １ ／ ｋ， 即 Ｖ（ｘ（０），ｙ（０），ｚ（０）） ＋ ＮＴ ≥ Ｅ［１Ωｋ（ω） ∨ ｘ（τｋ，ω），ｙ（τｋ，ω）， ｚ（τｋ，
ω）］ ≥ ε（ｋ － １ － ｌｎ ｋ） ∧ （１ ／ ｋ － １ ＋ ｌｎ ｋ） ， 这里 １ Ωｋ（ω） 是 Ωｋ 指示函数。 令 ｋ→ ＋∞ ， 有 ＋∞ ＞
Ｖ（ｘ（０），ｙ（０），ｚ（０）） ＋ ＮＴ ＝ ＋∞ ， 这与 Ｖ（ｘ（０），ｙ（０），ｚ（０）） ＋ ＮＴ 为有限数矛盾， 因此 τ∞ ＝ ∞ 。 所

以系统有唯一的解 （ｘ（ ｔ）、ｙ（ ｔ）、ｚ（ ｔ）） ， 并且以概率 １ 存在于 Ｒ３
＋ 中。

定理 ５　 对于随机系统 （２）， 令ｍｉ ＝ ∑ ｋ ＝ １
πｋ［ｒｉ（ｋ） － σ２

ｉ （ｋ） ／ ２］（ｉ ＝ １，２） ， ｎ ＝ ∑ ｋ ＝ １
πｋ［ｄ（ｋ） ＋

σ２
３ （ｋ） ／ ２］ ， 则有： １） 若 ｍ１ ＜ ０， ｍ２ ＜ ０， 则种群 ｘ（ ｔ） 、 ｙ（ ｔ） 、 ｚ（ ｔ） 均灭绝； ２） 若 ｍ１ ＜ ０， ｍ２ ＞ ０，

则种群 ｘ（ ｔ） 、 ｚ（ ｔ） 灭绝， 种群 ｙ（ ｔ） 平均持续生存； ３） 若 ｍ１ ＞ ０， ｍ２ａ１ ＋ ｂ̌ｍ１ ＜ ０， ｋ̌ｃ̌ｍ１ － ｎａ１ ＜ ０， 则

种群 ｘ（ ｔ） 弱平均持续生存， 种群 ｙ（ ｔ） ， ｚ（ ｔ） 灭绝； ４） 若 ｍ１ ＞ ０， ｍ２ａ１ ＋ ｂ̌ｍ１ ＞ ０， ｋ̌ｃ̌ｍ１ － ｎａ１ ＞ ０， 则

种群 ｘ（ ｔ） 、 ｙ（ ｔ） 、 ｚ（ ｔ） 弱平均持续生存。
证明　 １） 对于系统 （２） 中的 ｘ（ ｔ） ， 应用 Ｉｔ ｏ^公式可得

ｄ ｌｎ ｘ ＝ ［ ｒ１ （γ（ ｔ）） － ａ１ （γ（ ｔ））ｘ － ｃ（γ（ ｔ）） ｚ － σ２
１ （γ（ ｔ）） ／ ２］ｄｔ ＋ σ１ （γ（ ｔ））ｄＢ１ （ ｔ）。 （７）

将式 （７） 两边从 ０ 到 ｔ 积分可得

ｌｎ ｘ（ ｔ） ＝ ｌｎ ｘ（０） ＋ ∫ｔ

０
［ ｒ１ （γ（ ｓ）） － σ２

１ （γ（ ｓ）） ／ ２］ｄｓ － ∫ｔ

０
ａ１ （γ（ ｓ））ｘｄｓ －

∫ｔ

０
ｃ（γ（ ｓ）） ｚｄｓ ＋ ∫ｔ

０
σ１ （γ（ ｓ））ｄＢ１ （ ｓ）。

（８）

　 　 对式 （８） 两边同时除以 ｔ 并取极限得， ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｔ －１ ｌｎ ｘ（ ｔ） ≤ ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｔ －１ ｌｎ ｘ（０） ＋ ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｔ －１ ∫ｔ

０
［ ｒ１ （γ（ ｓ） ） －

σ２
１ （γ（ ｓ） ） ／ ２］ ｄｓ ＋ Ｍ１ （ ｔ） ， 其 中， Ｍ１ （ ｔ） ＝ ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｔ －１ ∫ｔ

０
σ１ （γ（ ｓ） ） ｄＢ１ （ ｓ） 。 由 γ（ ｔ） 的 遍 历 性，

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｔ －１ ∫ｔ

０
［ ｒ１ （γ（ ｓ） ） － σ２

１ （γ（ ｓ） ） ／ ２］ ｄｓ ＝ ∑
ｋ ＝ １

πｋ［ ｒ１ （ｋ） － σ２
１ （ｋ） ／ ２］ ＝ ｍ１ ＜ ０ ， ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｘ（ ｔ） ＝ ０ ， 则

ｘ（ ｔ） 灭绝。 即有

ｌｎ ｙ（ ｔ） ＝ ｌｎ ｙ（０） ＋ ∫ｔ

０
［ ｒ２ （γ（ ｓ）） － σ２

２ （γ（ ｓ）） ／ ２］ｄｓ － ∫ｔ

０
ａ２ （γ（ ｓ））ｙｄｓ ＋

∫ｔ

０
ｂ（γ（ ｓ））ｘｄｓ ＋ ∫ｔ

０
σ２ （γ（ ｓ））ｄＢ２ （ ｓ）。

（９）

　 　 对式 （９） 两边同时除以 ｔ 并取极限得， ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｔ －１ ｌｎ ｙ（ｔ） ≤ ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｔ －１ ｌｎ ｙ（０） ＋ ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｔ －１ ∫ｔ

０
［ｒ２ （γ（ｓ）） －

σ２
２ （γ（ｓ）） ／ ２］ｄｓ ＋ ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｔ －１ ∫ｔ

０
ｂ（γ（ｓ））ｘｄｓ ， 由 ｘ（ｔ） 灭绝， 有 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｔ －１ ｌｎ ｙ（ｔ） ≤ ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｔ －１ ∫ｔ

０
［ｒ２ （γ（ｓ）） －

σ２
２ （γ（ｓ）） ／ ２］ｄｓ ＝ ∑

ｋ ＝ １
πｋ［ｒ２ （ｋ） － σ２

２ （ｋ） ／ ２］ ＝ ｍ２ ＜ ０ ， ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｙ（ｔ） ＝ ０ ， 则 ｙ（ｔ） 灭绝。 即有

ｌｎ ｚ（ ｔ） ＝ ｌｎ ｚ（０） ＋ ∫ｔ

０
［ － ｄ（γ（ ｓ）） － σ２

３ （γ（ ｓ）） ／ ２］ｄｓ － ∫ｔ

０
ａ３ （γ（ ｓ）） ｚｄｓ ＋

∫ｔ

０
ｋ（γ（ ｓ））ｃ（γ（ ｓ））ｘｄｓ ＋ σ３ （γ（ ｓ））ｄＢ３ （ ｓ）。

（１０）

得 ｌｎ ｚ（ ｔ） ≤ ｌｎ ｚ（０） ＋ ∫ｔ

０
ｋ（γ（ ｓ））ｃ（γ（ ｓ））ｘｄｓ ＋ ∫ｔ

０
σ３ （γ（ ｓ））ｄＢ３ （ ｓ） 。 由 ｘ（ ｔ） 灭绝， 易得 ｚ（ ｔ） 灭绝。

２） 由 １） 的证明可知， 当 ｍ１ ＜ ０ 时， 种群 ｘ（ ｔ） 灭绝。 则对任意的 ε１ ＞ ０， 存在 ｋ１ ＞ ０， 使得当

ｔ≥ｋ１时， 有

·９６３·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ． ｊｍｕ． ｅｄｕ． ｃｎ ／ ｚｋｂ

－ ε１ ≤ ｘ（ ｔ） ≤ ε１ ， （１１）
由式 （９） 可知

ｌｎ ｙ（ｔ） ≤ ｌｎ ｙ（０） ＋ ［ｒ２ （γ（ｔ）） － σ２
２ （γ（ｔ）） ／ ２］ｔ － ａ２ （γ（ｔ）） ∫ｔ

０
ｙｄｓ ＋ ｂ（γ（ｓ））ε１ ｔ ＋ ∫ｔ

０
σ２ （γ（ｓ））ｄＢ２ （ｓ） ，

ｌｎ ｙ（ｔ） ≥ ｌｎ ｙ（０） ＋ ［ｒ２ （γ（ｔ）） － σ２
２ （γ（ｔ）） ／ ２］ｔ － ａ２ （γ（ｔ）） ∫ｔ

０
ｙｄｓ － ｂ（γ（ｓ））ε１ ｔ ＋ ∫ｔ

０
σ２ （γ（ｓ））ｄＢ２ （ｓ）。

由引理 １ 得： ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

ｔ －１ ∫ｔ

０
ｙ（ｓ）ｄｓ ≤ ｍ２ ／ ａ２ ＋ ｂ（γ（ｓ））ε１ ／ ａ２ ， ｌｉｍ ｉｎｆ

ｔ→＋∞
ｔ －１ｙ（ｓ）ｄｓ ≥ ｍ２ ／ ａ２ － ｂ（γ（ｓ））ε１ ／ ａ２ 。

令 ε→０， 有 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｔ －１ ∫ｔ

０
ｙ（ ｓ）ｄｓ ＝ ｍ２ ／ ａ２ ， 种群 ｙ（ ｔ） 是平均持续生存的。 由式 （１０） 易知， 当种群 ｘ（ ｔ）

灭绝时， 种群 ｚ（ ｔ） 灭绝。

３） 由 式 （ ８ ） 有， ｌｎ ｘ（ ｔ） ≤ ｌｎ ｘ（０） ＋ ［ ｒ１ （γ（ ｓ） － σ２
１ （γ（ ｓ）） ／ ２］ ｔ － ａ１ ∫ｔ

０
（γ（ ｓ））ｘｄｓ ＋

∫ｔ

０
σ１ （γ（ ｓ））ｄＢ１ （ ｓ） 。 由引理 １ 得

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞ ∫ｔ

０
ｘ（ ｓ）ｄｓ ／ ｔ ≤ ｍ１ ／ ａ１ 。 （１２）

又 ｍ１ ＞ ０， 即种群 ｘ（ ｔ） 是弱平均持续生存的。 将式 （１２） 代入式 （９）， 有

ｌｎ ｙ（ ｔ） ≤ ｌｎ ｙ（０） ＋ ［ ｒ２ （γ（ ｓ）） － σ２
２ （γ（ ｓ）） ／ ２］ ｔ ＋ ｂ（γ（ ｓ））ｍ１ ｔ ／ ａ１ ＋ ∫ｔ

０
σ２ （γ（ ｓ））ｄＢ２ （ ｓ）。 （１３）

方程两边同时除以 ｔ， 并取极限得 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｔ －１ ｌｎ ｙ（ ｔ） ≤ ｌｉｍ
ｔ→＋∞

［ ｒ２ （γ（ ｓ）） － σ２
２ （γ（ ｓ）） ／ ２ ＋ ｂ（γ（ ｓ））ｍ１ ／ ａ１ ］ 。

由 γ（ ｔ） 的遍历性， 有 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｔ －１ ∫ｔ

０
［ ｒ２ （γ（ ｓ）） － σ２

２ （γ（ ｓ）） ／ ２ ＋ ｂ（γ（ ｓ））ｍ１ ／ ａ１ ］ｄｓ ＝ ∑
ｋ ＝ １

πｋ［ ｒ２ （ｋ） －

σ２
２ （ｋ） ／ ２ ＋ ｂ（ｋ）ｍ１ ／ ａ１ ］ 。 由 ｍ２ａ１ ＋ ｂ̌ｍ１ ＜ ０， 得 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｙ（ ｔ） ＝ ０ ， 则 ｙ（ ｔ） 灭绝。 再将式 （１２） 代入式

（１０）， 有

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｔ －１ ｌｎ ｚ（ ｔ） ≤ ｌｉｍ
ｔ→＋∞

［ｋ（γ（ ｓ））ｃ（γ（ ｓ））ｍ１ ／ ａ１ － ｄ（γ（ ｓ）） － σ２ （γ（ ｓ）） ／ ２］。 （１４）

　 　 由 γ（ ｔ） 的 遍 历 性， 有 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｔ －１ ∫ｔ

０
［ｋ（γ（ ｓ））ｃ（γ（ ｓ））ｍ１ ／ ａ１ － ｄ（γ（ ｓ）） － σ２

３ （γ（ ｓ）） ／ ２］ｄｓ ＝

∑
ｋ ＝ １

πｋ［ｋ（ｋ）ｃ（ｋ）ｍ１ ／ ａ１ － ｄ（ｋ） － σ２
３ （ｋ） ／ ２］ ， 由 ｋ̌ｃ̌ｍ１ － ｎａ１ ＜ ０， 得 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｚ（ ｔ） ＝ ０ ， 则 ｚ（ ｔ） 灭绝。

４） 由 ３） 的证明可知， 当 ｍ１ ＞ ０ 时， 种群 ｘ（ ｔ） 是弱平均持续生存的。 式 （１３） 由引理 １ 得，

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

ｔ －１ｙ（ ｓ）ｄｓ ≤ （ｍ２ ＋ ｂ̌ｍ１ ／ ａ１ ） ／ ａ２ ， 由 ｍ２ａ１ ＋ ｂ̌ｍ１ ＞ ０ ， 种群 ｙ（ ｔ） 是弱平均持续生存的。 式

（１４） 由引理 １ 得， ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→ ＋∞

ｔ － １ ｚ （ ｓ） ｄｓ≤ （ ｋ̌ｃ̌ｍ１ ／ ａ１ － ｎ） ／ ａ３ ，且 ｋ̌ｃ̌ｍ１ － ｎａ１ ＞ ０ ， 那么种群 ｘ（ ｔ） 、

ｙ（ ｔ） 、 ｚ（ ｔ） 是弱平均持续生存。

注 １　 当 ｍ２ ＜ ０ 时， 由定理 ５ 的 ３） 知， 当 ｍ１ ＞ ０， 偏利系数 ｂ̌ ＜ － ｍ２ａ１ ／ ｍ１ 时， 种群 ｙ（ ｔ） 是灭

绝的。 由 ４） 知， 当 ｍ１ ＞ ０， 偏利系数 ｂ̌ ＞ － ｍ２ａ１ ／ ａ１ 时， 种群 ｙ（ ｔ） 是弱平均持续生存的， 由此得出

偏利系数 ｂ 对种群 ｙ（ ｔ） 的影响。

定理 ６　 假设条件 （Ｈ）λ ＝ （ ｂ̌ ＋ ｋ̌ｃ̌） ／ ａ^１）∑
ｋ∈Ｓ

πｋ（ｒ１ （ｋ） － σ１ （ｋ）２ ／ ２） － ∑
ｋ∈Ｓ

πｋ（σ２ （ｋ）２ ／ ２ ＋ ｄ（ｋ） ＋

σ３ （ｋ）２ ／ ２ － ｒ２ （ｋ）） ＞ ０ 成立， 对于任意给定的初值 （ｘ（０），ｙ（０），ｚ（０）） ∈ Ｒ３
＋ ， 系统 （２） 具有遍历性。

证明　 令 ｕ（ ｔ） ＝ ｌｎ ｘ（ ｔ） ， ｖ（ ｔ） ＝ ｌｎ ｙ（ ｔ） ， ｗ（ ｔ） ＝ ｌｎ ｚ（ ｔ） 。 将系统 （２） 化为系统 （６）， 由文

献 ［１７］ 的引理 ３􀆰 ２， 知道系统 （２） 与系统 （６） 的遍历性是等价的。 接下来证明系统 （６） 满足引

理 ２ 的 ３ 个条件。 假设当 ｊ≠ｉ 时， ｑｉｊ ＞ ０， 因此， 引理 ２ 中的条件 １） 成立。 令 ｇ（ｚ，ｋ） ＝ ｄｉａｇ｛σ１ （ｋ），
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ． ｊｍｕ． ｅｄｕ． ｃｎ ／ ｚｋｂ

σ２ （ｋ），σ３ （ｋ）｝ ， 则 Ｄ（ｚ，ｋ） ＝ ｇ（ｚ，ｋ）ｇＴ（ｚ，ｋ） ＝ ｄｉａｇ｛σ２ （ｋ），σ２ （ｋ），σ２ （ｋ）｝ 是正定的， 因此， 引理 ２ 中

的条件 ２） 成立。 为了证明引理 ２ 中的条件 ３） 成立， 定义一个二维的函数： ｈ（ｕ，ｖ，ｗ，ｋ） ＝ （ｋｅｕ ＋ ｅｖ ＋

ｅｗ） θ＋１ ／ （θ ＋ １） － Ｍ（（ ｂ̌ ＋ ｋ̌ｃ̌）ｕ ／ ａ^１ ＋ ｖ ＋ ｗ） － ｕ ， 其中 θ ∈ （０，１） 满足ａ^１ － ３θ ｂ̌ ＞０ ， ａ^２ ｋ^ － ３θ ｂ̌ ＞ ０ ， ａ^３ ｋ̌ －

３θ ｂ̌ ＞ ０，Ｍａ̌２ ＜ （ ａ^２ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅθ ／ ２ ， Ｍ（（ ｂ̌ｃ̌ ＋ ｋ̌ｃ̌２ ） ／ ａ̌１ ＋ ａ̌３ ） ＜ （ ａ^３ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅθ ／ ２ 。 Ｍ 是正常数且满足

－ Ｍλ ＋ Ｎ１ ≤－ ２， （１５）
－ Ｍλ ＋ Ｎ２ ≤－ ２。 （１６）

其中： Ｎ１ ＝ Ｍ［（ ｂ̌ｃ̌ ＋ ｋ̌ｃ̌２ ） ／ ａ̌１ ＋ ａ̌３ ）ｅｗ ＋ Ｃ ； Ｎ２ ＝ Ｍ［（ ｂ̌ｃ̌ ＋ ｋ̌ｃ̌２ ） ／ ａ̌１ ＋ ａ̌３ ）ｅｗ ＋ ａ̌１ ｅｕ ＋ Ｃ 。 易知 ｈ（ｕ，ｖ，ｗ，
ｋ） 存在最小值点 ｈ（ｕ０ ，ｖ０ ，ｗ０ ，ｋ） 。 定义一个二维的 Ｖ 函数： Ｖ（ｕ，ｖ，ｗ，ｋ） ＝ （ｋｅｕ ＋ ｅｖ ＋ ｅｗ） θ＋１ ／ （θ ＋ １） －

Ｍ（（ｂ̌ ＋ ｋ̌ｃ̌）ｕ ／ ａ^１ ＋ ｖ ＋ ｗ） － ｕ － ｈ（ｕ０，ｖ０，ｗ０，ｋ） ＋ Ｍ（􀅼ｋ ＋ 􀅼 ） 。 令 Ｖ１ ＝ （ｋｅｕ ＋ ｅｖ ＋ ｅｗ）θ＋１ ／ （θ ＋ １） ， Ｖ２＝

Ｍ［－ （ｂ̌ ＋ ｋ̌ｃ̌）ｕ ／ ａ^１ － ｖ － ｗ）］ ， Ｖ３ ＝ － ｕ ， Ｖ４ ＝ Ｍ（􀅼ｋ ＋ 􀅼 ） ， 其中， 􀅼 ＝ （􀅼１ … 􀅼Ｔ
ｍ ）， 􀅼 ＝

􀅼２
１ ＋… ＋􀅼２

ｍ ， 􀅼ｋ 的定义在后面给出。 给出 􀅼 是为了使 􀅼ｋ ＋ 􀅼 非负。 因此， 由上面的分析可

知 Ｖ（ｕ，ｖ，ｗ，ｋ） 非负。 运用伊藤公式可得：
ＬＶ１ ＝ （ｋｅｕ ＋ ｅｖ ＋ ｅｗ）θ［ｋ（ｋ）ｒ１（ｋ）ｅｕ ＋ ｒ２（ｋ）ｅｖ ＋ ｂ（ｋ）ｅｕ＋ｖ － ｋ（ｋ）ａ１（ｋ）ｅ２ｕ － ａ２（ｋ）ｅ２ｖ －

ａ３（ｋ）ｅ２ｗ － ｄ（ｋ）ｅｗ］ ＋ θ（ｋｅｕ ＋ ｅｖ ＋ ｅｗ）θ－１（ｋ２（ｋ）σ２
１（ｋ）ｅ２ｕ ＋ σ２

２（ｋ）ｅ２ｖ ＋ σ２
３（ｋ）ｅ２ｗ） ／ ２ ≤

３θ［ｋ（ｋ）ｒ１（ｋ）ｅｕ ＋ ｒ２（ｋ）ｅｖ ＋ ｂ（ｋ）ｅｕ＋ｖ］（ｋθｅθｕ ＋ ｅθｖ ＋ ｅθｗ） － ｋθ（ｋ）ａ１（ｋ）ｅ（θ＋１）ｕ＋ｖ －

ａ２（ｋ）ｋ（ｋ）ｅｖ（θ＋１） ＋ｕ － ａ３（ｋ）ｋ（ｋ）ｅｕ＋ｖ＋ｗθ ＋ θｋ３（ｋ）σ２
１（ｋ）ｅｕ（θ＋１） ／ ２ ＋ θσ２

２（ｋ）ｅｖ（θ＋１） ／ ２ ＋ θσ２
３（ｋ）ｅｗ（θ＋１） ／ ２ ≤

３θ［ｋ̌θ＋１ ｒ^１ｅｕ（θ＋１） ＋ ｋ̌ｒ^１ｅｕ＋ｖθ ＋ ｋ̌ｒ^１ｅｕ＋ｗθ ＋ ｒ^２ ｋ̌θｅｕθ＋ｖ ＋ ｒ^２ｅｖ（θ＋１） ＋ ｒ^２ｅｖ＋ｗθ］ ＋ ｅｕ＋ｖ［ － （ａ^１ － ３θ ｂ̌）ｋ^θｅθｕ －

（ａ^２ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅｖθ － （ａ^３ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅｗθ ＋ θｋ̌３σ̌２
１ｅｕ（θ＋１） ／ ２ ＋ θσ̌２

２ｅｖ（θ＋１） ／ ２ ＋ θσ２
３（ｋ）ｅｗ（θ＋１） ／ ２ ≤

３θ［ｋ̌θ＋１ ｒ^１ｅｕ（θ＋１） ＋ ｋ̌ｒ^１ｅｕ＋ｖθ ＋ ｋ̌ｒ^１ｅｕ＋ｗθ ＋ ｒ^２ ｋ̌θｅｕθ＋ｖ ＋ ｒ^２ｅｖ（θ＋１） ＋ ｒ^２ｅｖ＋ｗθ］ － （ａ^１ － ３θ ｂ̌）ｋ^θｅ（θ＋１）ｕ＋ｖ －

（ａ^２ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅ（θ＋１）ｖ＋ｕ － （ａ^３ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅｗθ＋ｕ＋ｖ ＋ θｋ̌３σ̌２
１ｅｕ（θ＋１） ／ ２ ＋ θσ̌２

２ｅｖ（θ＋１） ／ ２ ＋ θσ２
３（ｋ）ｅｗ（θ＋１） ／ ２。 （１７）

ＬＶ２ ＝ Ｍ［ － （ｒ１（ｋ） － σ１（ｋ）２ ／ ２）（ｂ̌ ＋ ｋ̌ｃ̌） ／ ａ^１ － ｒ２（ｋ） ＋ σ２（ｋ）２ ／ ２ ＋ ｄ（ｋ） ＋

σ３（ｋ）２ ／ ２ ＋ （（ｂ̌ｃ̌ ＋ ｋ̌ｃ̌２） ／ ａ̌１ ＋ ａ̌３） ｅｗ ＋ ａ̌２ｅｖ］， （１８）

ＬＶ３ ≤ ａ̌１ｅｕ ＋ ｃ̌ｅｗ ＋ σ̌２
１ ／ ２， （１９）

ＬＶ４ ＝ Ｍ∑
ｌ≠ｋ

θｋｌ（􀅼ｌ － 􀅼ｋ）。 （２０）

　 　 为了给出 􀅼ｋ， 定义向量Λ ＝ （Λ１…Λｍ）Ｔ ， 这里Λｋ ＝ （ｒ１（ｋ） －σ１（ｋ）２ ／ ２）（ｂ̌ ＋ ｋ̌ｃ̌） ／ ａ^１ － （σ２（ｋ）２ ／ ２ ＋ｄ（ｋ）
＋ σ３ （ｋ） ２ ／ ２ － ｒ２ （ｋ）） 。 由于生成矩阵 Γ是不可约的， 对任意的 Λｋ， 存在 􀅼 ＝ （􀅼１ …􀅼Ｔ

ｍ） ， 它是泊

松系统的一个解， 即 （Γ􀅼） ｋ － Λｋ ＝ ∑
ｊ ＝ １

（πｊΓ ｊ） ， 因此， 有

∑
ｌ≠ｋ

θｋｌ（􀅼ｌ － 􀅼ｋ） － ［（ｒ１ （ｋ） － σ１ （ｋ）２ ／ ２）（ ｂ̌ ＋ ｋ̌ｃ̌） ／ ａ^１ － （σ２ （ｋ）２ ／ ２ ＋ ｄ（ｋ） ＋

σ３ （ｋ）２ ／ ２ － ｒ２ （ｋ））］ ＝ － ［（ｂｂ̌ ＋ ｋ̌ｃ̌） ／ ａ^１∑
ｋ∈Ｓ

πｋ（ｒ１ （ｋ） － σ１ （ｋ）２ ／ ２） － ∑
ｋ∈Ｓ

πｋ（σ２ （ｋ）２ ／ ２ ＋

ｄ（ｋ） ＋ σ３ （ｋ）２ ／ ２ － ｒ２ （ｋ））］ ＝ － λ。 （２１）

由式 （１８）、 式（２０） ～ 式 （２１） 可得： Ｌ（Ｖ２ ＋ Ｖ４ ） ＝ Ｍ［ － λ ＋ （（ ｂ̌ｃ̌ ＋ ｋ̌ｃ̌２ ） ／ ａ̌１ ＋ ａ̌３ ）ｅｗ ＋ ａ̌２ ｅｖ］。则有

ＬＶ ≤ － Ｍλ ＋ Ｍ［（（ ｂ̌ｃ̌ ＋ ｋ̌ｃ̌２ ） ／ ａ̌１ ＋ ａ̌３ ）ｅｗ ＋ ａ̌２ ｅｖ］ － （ ａ^１ － ３θ ｂ̌） ｋ^θｅ（θ＋１）ｕ＋ｖ ／ ２ －

（ ａ^２ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅ（θ＋１）ｖ＋ｕ ／ ２ － （ ａ^３ ｋ^ － ３θｂ̌）ｅｗθ＋ｕ＋ｖ ／ ２ ＋ ａ̌１ ｅｕ ＋ Ｃ， （２２）

其中 Ｃ ＝ ｓｕｐ
（ｕ，ｖ，ｗ）∈Ｒ３

｛ － （ ａ^１ － ３θ ｂ̌） ｋ^θｅ（θ＋１）ｕ＋ｖ ／ ２ － （ ａ^２ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅ（θ＋１）ｖ＋ｕ ／ ２ － （ ａ^３ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅｗθ＋ｕ＋ｖ ／ ２ ＋

·１７３·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ． ｊｍｕ． ｅｄｕ． ｃｎ ／ ｚｋｂ

３θ［ ｋ̌θ＋１ ｒ^１ ｅｕ（θ＋１） ＋ ｋ̌ｒ^１ ｅｕ＋ｖθ ＋ ｋ̌ｒ^１ ｅｕ＋ｗθ ＋ ｒ^２ ｋ̌θｅｕθ＋ｖ ＋ ｒ^２ ｅｖ（θ＋１） ＋ ｒ^２ ｅｖ＋ｗθ］ ＋ ｃ̌ｅｗ ＋ σ̌２
１ ／ ２ ＋ θｋ̌３ σ̌２

１ ｅｕ（θ＋１） ／ ２ ＋
θσ̌２

２ ｅｖ（θ＋１） ／ ２ ＋ θσ２
３ （ｋ）ｅｗ（θ＋１） ／ ２｝。

取充分小的数 􀆠， 满足

０ ＜ 􀆠 ＜ λａ̌１ ／ （４（ ｂ̌ｃ̌ ＋ ｋ̌ｃ̌２ ＋ ａ̌１ ａ̌３ ））， （２３）
０ ＜ 􀆠 ＜ λ ／ （４ａ̌２ ）， （２４）

ａ̌１􀆠 ≤ １。 （２５）
其中， Ｎｉ ＞ ０， ｉ ＝ １，２ 。 定义 Ｄｃ ＝ Ｄ１ ∪ Ｄ２ ∪ Ｄ３ ∪ Ｄ４ ∪ Ｄ５ ∪ Ｄ６ 。 其中： Ｄ１ ＝ ｛ （ｕ， ｖ， ｗ） ∈Ｒ３：
０ ＜ｗ≤ｌｎ 􀆠｝； Ｄ２ ＝ ｛ （ｕ， ｖ， ｗ） ∈Ｒ３： ０ ＜ ｖ≤ｌｎ 􀆠｝； Ｄ３ ＝ ｛ （ｕ， ｖ， ｗ） ∈Ｒ３： ０ ＜ ｕ≤ｌｎ 􀆠｝； Ｄ４ ＝ ｛ （ｕ，
ｖ， ｗ） ∈Ｒ３； ｗ ＞ ｌｎ 􀆠 －１｝； Ｄ５ ＝ ｛ （ｕ， ｖ， ｗ） ∈Ｒ３： ｖ ＞ ｌｎ 􀆠 －１｝； Ｄ６ ＝ ｛ （ｕ， ｖ， ｗ） ∈Ｒ３： ｕ ＞ ｌｎ 􀆠 －１｝。

对于上述 􀆠， 接下来证明在 Ｄｃ 上， 有 ＬＶ（ｕ，ｖ，ｗ） ≤－ １ 成立。
１） 对于 （ｕ，ｖ，ｗ） ∈ Ｄ１ × Ｓ ， 有

ＬＶ ≤－ Ｍλ ＋ Ｍ［（（ｂ̌ｃ̌ ＋ ｋ̌ｃ̌２） ／ ａ̌１ ＋ ａ̌３）ｅｗ ＋ ａ̌２ｅｖ］ － （ａ^１ － ３θ ｂ̌）ｋ^θｅ（θ＋１）ｕ＋ｖ ／ ２ －

（ａ^２ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅ（θ＋１）ｖ＋ｕ ／ ２ － （ａ^３ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅｗθ＋ｕ＋ｖ ／ ２ ＋ ａ̌１ｅｕ ＋ Ｃ ≤－ Ｍλ／ ４ ＋ ［ － Ｍλ／ ４ ＋

Ｍ（（ｂ̌ｃ̌ ＋ ｋ̌ｃ̌２） ／ ａ̌１ ＋ ａ̌３）􀆠］ ＋ Ｍａ̌２ｅｖ － （ａ^１ － ３θ ｂ̌）ｋ^θｅ（θ＋１）ｕ＋ｖ ／ ２ － （ａ^２ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅθｖ ／ ２ －

（ａ^３ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅｗθ＋ｕ＋ｖ ／ ２ － Ｍλ／ ２ ＋ ａ̌１ｅｕ ＋ Ｃ ≤－ Ｍλ／ ４ ＋ ［ － Ｍλ／ ４ ＋ Ｍ（ｂ̌ｃ̌ ＋ ｋ̌ｃ̌２） ／ ａ̌１ ＋ ａ̌３）􀆠］ ＋

［Ｍａ̌２ － （ａ^２ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅθ ／ ２］ｅｖ － （ａ^１ － ３θ ｂ̌）ｋ^θｅ（θ＋１）ｕ＋ｖ ／ ２ － （ａ^３ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅｗθ＋ｕ＋ｖ ／ ２ ＋
［ － Ｍλ／ ２ ＋ ｓｕｐ

（ｕ，ｖ，ｗ）∈Ｒ３
｛ａ̌１ｅｕ ＋ Ｃ｝］。 （２６）

定义 Ｍ ＝ （２ ／ λ）ｍａｘ｛２， ｓｕｐ
（ｕ，ｖ，ｗ）∈Ｒ３

｛ ａ̌１ ｅｕ ＋ Ｃ｝｝ ， 可知 （Ｍλ） ／ ４ ≥ １ ， 由式 （２３） 得， ＬＶ ≤－ Ｍλ ／ ４ －

（ ａ^１ － ３θ ｂ̌） ｋ^θｅ（θ＋１）ｕ＋ｖ ／ ２ － （ ａ^３ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅｗθ＋ｕ＋ｖ ／ ２ ≤－ １ ， 因此， 在 Ｄ１ 上 ＬＶ≤ － １。
２） 对于 （ｕ，ｖ，ｗ） ∈ Ｄ２ × Ｓ ， 有

－ ＬＶ ≤Ｍλ ／ ４ ＋ （ － Ｍλ ／ ４ ＋ Ｍａ̌２􀆠） ＋ ［Ｍ（（ ｂ̌ｃ̌ ＋ ｋ̌ｃ̌２ ） ／ ａ̌１ ＋ ａ̌３ ） － （ ａ^３ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅθ ／ ２］ｅｗ －

（ ａ^１ － ３θ ｂ̌） ｋ^θｅ（θ＋１）ｕ＋ｖ ／ ２ － Ｍλ ／ ２ － （ ａ^２ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅ（θ＋１）ｖ＋ｕ ／ ２ ＋ ａ̌１ ｅｕ ＋ Ｃ ≤－ Ｍλ ／ ４ ＋

（ － Ｍλ ／ ４ ＋ Ｍａ̌２􀆠） ＋ ［Ｍ（（ ｂ̌ｃ̌ ＋ ｋ̌ｃ̌２ ） ／ ａ̌１ ＋ ａ̌３ ） － （ ａ^３ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅθ ／ ２］ｅｗ

－ （ａ^１ － ３θ ｂ̌）ｋ^θｅ（θ＋１）ｕ＋ｖ ／ ２ － （ａ^２ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅ（θ＋１）ｖ＋ｕ ／ ２ ＋ ［ － Ｍλ／ ２ ＋ ｓｕｐ
（ｕ，ｖ，ｗ）∈Ｒ３

｛ａ̌１ｅｕ ＋ Ｃ｝］。 （２７）

由式 （２４） 得， ＬＶ ≤－ Ｍλ ／ ４ － （ ａ^１ － ３θ ｂ̌） ｋ^θｅ（θ＋１）ｕ＋ｖ ／ ２ － （ ａ^２ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅ（θ＋１）ｖ＋ｕ ／ ２ ≤－ １ ， 因此， 在 Ｄ２ 上

ＬＶ≤ － １。
３） 对于 （ｕ，ｖ，ｗ） ∈ Ｄ３ × Ｓ ， 有

ＬＶ ≤－ Ｍλ ＋ ａ̌１ ｅｕ ＋ Ｍ［（ ｂ̌ｃ̌ ＋ ｋ̌ｃ̌２ ） ／ ａ̌１ ＋ ａ̌３ ）ｅｗ ＋ ａ̌２ ｅｖ］ － （ ａ^１ － ３θ ｂ̌） ｋ^θｅ（θ＋１）ｕ＋ｖ ／ ２ －

（ ａ^２ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅ（θ＋１）ｖ＋ｕ ／ ２ － （ ａ^３ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅｗθ＋ｕ＋ｖ ／ ２ ＋ Ｃ ≤－ Ｍλ ＋ ａ̌１􀆠 ＋ Ｎ１ 。 （２８）
令 ε 足够小， 由式 （１５） 和式 （２５） 得， ＬＶ≤ － １， 因此， 在 Ｄ３ 上， ＬＶ≤ － １。

４） 对于 （ｕ，ｖ，ｗ） ∈ Ｄ４ × Ｓ ， 有

ＬＶ ≤－ Ｍλ － （ ａ^３ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅｗθ ／ ２ － （ ａ^１ － ３θ ｂ̌） ｋ^θｅ（θ＋１）ｕ＋ｖ ／ ２ － （ ａ^２ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅ（θ＋１）ｖ＋ｕ ／ ２ ＋ Ｎ２ ≤

－ Ｍλ － （ ａ^３ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅθ ／ （２􀆠） ＋ Ｎ２ 。
（２９）

令 ε 足够小， 由式 （１６） 得， 在 Ｄ４ 上， ＬＶ≤ － １。
５） 对于 （ｕ，ｖ，ｗ） ∈ Ｄ５ × Ｓ ， 有

ＬＶ ≤－ Ｍλ － （ ａ^２ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅｖθ ／ ２ － （ ａ^１ － ３θ ｂ̌） ｋ^θｅ（θ＋１）ｕ＋ｖ ／ ２ － （ ａ^３ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅｗθ＋ｕ＋ｖ ／ ２ ＋ Ｎ２ ≤

·２７３·
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－ Ｍλ － （ ａ^２ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅθ ／ （２􀆠） ＋ Ｎ２ 。 （３０）
令 ε 足够小， 由式 （１６） 得， 在 Ｄ５ 上， ＬＶ≤ － １。

６） 对于 （ｕ，ｖ，ｗ） ∈ Ｄ６ × Ｓ ， 有：

ＬＶ ≤－ Ｍλ － （ ａ^１ － ３θ ｂ̌） ｋ^θｅθｕ ／ ２ － （ ａ^２ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅ（θ＋１）ｖ＋ｕ ／ ２ － （ ａ^３ ｋ^ － ３θ ｂ̌）ｅｗθ＋ｕ＋ｖ ／ ２ ＋ Ｎ２ ≤

－ Ｍλ － （ ａ^１ － ３θ ｂ̌） ｋ^θｅθ ／ （２􀆠） ＋ Ｎ２ 。
（３１）

令 ε 足够小， 由式 （１６） 得， 在 Ｄ６ 上， ＬＶ≤ － １。
综上所述， 在 Ｄｃ 上， 有 ＬＶ（ｕ，ｖ，ｗ） ≤－ １ ， 由引理 ２， 可知系统 （２） 是遍历的且具有唯一的平

稳分布。

４　 数值模拟结果
为了验证结果的正确性， 采用 Ｍｉｌｓｔｅｉｎ 高阶方法［１１］ 对随机系统 （２） 进行数值模拟。 考虑模型

（２） 的离散化形式为

ｘｋ＋１ ＝ ｘｋ ＋ ｘｋ（ｒ１ （ｋ） － ａ１ （ｋ）ｘｋ － ｃ（ｋ）ｚｋ）Δｔ ＋ σ１ （ｋ）ｘｋ Δｔ ξｋ ＋ σ２
１ （ｋ）ｘｋ（ξ２

ｋ － １）Δｔ ／ ２，

ｙｋ＋１ ＝ ｙｋ ＋ ｙｋ（ｒ２ （ｋ） － ａ２ （ｋ）ｙｋ ＋ ｂ（ｋ）ｘｋ）Δｔ ＋ σ２ （ｋ）ｙｋ Δｔ ξｋ ＋ σ２
２ （ｋ）ｙｋ（ξ２

ｋ － １）Δｔ ／ ２，

ｚｋ＋１ ＝ ｚｋ ＋ ｚｋ（ － ｄ（ｋ） － ａ３ （ｋ）ｚｋ ＋ ｋ（ｋ）ｃ（ｋ）ｚｋ）Δｔ ＋ σ３ （ｋ）ｚｋ Δｔ ξｋ ＋ σ２
３ （ｋ）ｚｋ２（ξ２

ｋ － １）Δｔ ／ ２，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３２）

其中， ξｋ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）服从 Ｎ（０，１） 分布相互独立的高斯随机变量。 假设 Ｍａｒｋｏｖ 链 γ（ ｔ） 在状态空间

Ｓ ＝ ｛１，２｝ 的 生成元是 Γ＝
－ ８　 　 ８

　 １２　 － １２
æ

è
ç

ö

ø
÷。 根据 Ｍａｒｋｏｖ 链 γ（ ｔ） 的不可约性， 得到 γ（ ｔ） 的平稳分布

π ＝ （０． ６，０． ４） 。
假设模型 （２） 中的参数如下： ｒ１（１） ＝ ｒ１（２） ＝ ０．１ ， ｒ２（１） ＝ ｒ２（２） ＝ ０．１５ ， ｄ（１） ＝ ｄ（２） ＝ ０．０５ ，

ａ１（１） ＝ ａ１（２） ＝ ０．１ ， ａ２（１） ＝ ａ２（２） ＝ ０．５ ， ａ３（１） ＝ ａ３（２） ＝ ０．８ ， ｋ（１） ＝ ｋ（２） ＝ ０．５ ， ｃ（１） ＝ ｃ（２） ＝
１ ， ｂ（１） ＝ ｂ（２） ＝ ０．１ ， 并取模型 （２） 的初始值为 （０．５，０．４，０．３） ， 则有：

１） 取 σ１ （１） ＝ ０． ５ ， σ１ （２） ＝ ０． ７３ ， σ２ （１） ＝ ０． ６５ ， σ２ （２） ＝ ０． ６ ， σ３ （１） ＝ ０． ４ ， σ３ （２） ＝ ０． ３５ ，
计算可得 ｍ１ ＝ － ０． ０８１ ５８ ＜ ０ ， ｍ２ ＝ － ０． ０４８ ７５ ＜ ０ ， 显然参数的选择满足定理 ５ 的条件 １）。 即种

群 ｘ， ｙ， ｚ 均是灭绝的， 见图 １。
２） 取 σ１ （１） ＝ ０． ５ ， σ１ （２） ＝ ０． ７５ ， σ２ （１） ＝ ０． ２５ ， σ２ （２） ＝ ０． ３ ， σ３ （１） ＝ ０． ４ ， σ３ （２） ＝ ０． ３５，

计算可得 ｍ１ ＝ － ０． ０８７ ５ ＜ ０ ， ｍ２ ＝ ０． １１３ ２５ ＞ ０ ， 显然参数的选择满足定理 ５ 的条件 ２）。 即种群

ｘ（ ｔ） ， ｚ（ ｔ） 是灭绝的， 种群 ｙ（ ｔ） 是平均持续生存的， 见图 ２。
３） 取 σ１ （１） ＝ ０． ２５ ， σ１ （２） ＝ ０． ３ ， σ２ （１） ＝ ０． ６５ ， σ２ （２） ＝ ０． ７ ， σ３ （１） ＝ ０． ８ ， σ３ （２） ＝ ０． ９ ，

计算可得 ｍ１ ＝ ０． ０６３ ２５ ＞ ０ ， ｍ２ａ１ ＋ ｂ̌ｍ１ ＝ － ０． ００１ １５ ＜ ０ ， ｋ̌ｃ̌ｍ１ － ｎａ１ ＝ － ０． ００８ ７７５ ＜ ０ ， 显然参数

的选择满足定理 ５ 的条件 ３）。 即种群 ｘ（ｔ） 是弱平均持续生存的， 种群 ｙ（ｔ） ， ｚ（ｔ） 是灭绝的， 见图 ３。
４） 取 σ１ （１） ＝ ０． ２５ ， σ１ （２） ＝ ０． ３ ， σ２ （１） ＝ ０． ３ ， σ２ （２） ＝ ０． ２５ ， σ３ （１） ＝ ０． １ ， σ３ （２） ＝ ０． ２，

计算可得 ｍ１ ＝ ０． ０６３ ２５ ＞ ０ ， ｍ２ａ１ ＋ ｂ̌ｍ１ ＝ ０． ０１７ ３７５ ＞ ０ ， ｋ̌ｃ̌ｍ１ － ｎａ１ ＝ ０． ０２５ ５２５ ＞ ０ ， 显然参数

的选择满足定理 ５ 的条件 ４）。 即种群 ｘ（ ｔ） ， ｙ（ ｔ） ， ｚ（ ｔ） 均是弱平均持续生存的， 见图 ４。
比较图 １ 和图 ２ 可以发现， 当 σ１ 、 σ３ 基本不变， σ２ 变小时， 种群 ｙ（ ｔ） 由灭绝趋向平均持续生

存； 比较图 ３ 和图 ４ 可以发现， 当 σ１ 不变， σ２ 、 σ３ 变小时， 种群 ｙ（ ｔ） 、 ｚ（ ｔ） 由灭绝变为弱平均持续

生存。 由此可知， 随机扰动对物种生存起着至关重要的作用， 过大的噪声干扰会使物种灭绝。

·３７３·
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Fig.1  Time series of system(2) and its corresponding deterministic system with initial value(0.5,0.4,0.3)
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Fig.2  Time series of system(2) and its corresponding deterministic system with initial value(0.5,0.4,0.3)
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Fig.3  Time series of system(2) and its corresponding deterministic system with initial value(0.5,0.4,0.3)
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Fig.4  Time series of system(2) and its corresponding deterministic system with initial value(0.5,0.4,0.3)
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