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具有 Ｈｏｌｌｉｎｇ ＩＶ 功能性反应和非线性收获的

随机捕食⁃食饵模型

叶　 葱， 魏春金， 张树文

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 研究具有 Ｈｏｌｌｉｎｇ ＩＶ 功能性反应和非线性收获的随机捕食⁃食饵模型的动力学。 对于自治系统，
证明对于任意给定的初始值， 系统都存在唯一的全局正解； 应用随机微分方程的比较定理， 得到系统的平

均持续生存与灭绝的充分条件； 证明系统存在唯一的平稳分布且具有遍历性。 对于非自治系统， 获得系统

存在非平凡的正周期解的充分条件。 最后， 通过数值模拟验证了主要结果。
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０　 引言
长期以来， 在种群动力系统中， 捕食与食饵模型是许多学者一个重要的研究方向， 在此方面也取

得了大量丰富的成果［１ － ５］ 。 文献 ［６］ 提出了模型

ｘ̇（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ）［ａ１ － ｂｘ（ ｔ） － ｆ１ｙ（ ｔ） ／ （ｃ１ ＋ ｎｘ（ ｔ） ＋ ｘ２ （ ｔ））］ｄｔ，
ｙ̇（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ）［ａ２ － ｆ２ｙ（ ｔ） ／ （ｃ２ ＋ ｘ（ ｔ））］ｄｔ。{ （１）
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其中： ｘ（ ｔ）、 ｙ（ ｔ） 分别表示食饵和捕食者在 ｔ 时刻的种群密度； ａ１ ＞ ０、 ａ２ ＞ ０ 分别表示食饵和捕食者

的内禀增长率； ｂ ＞ ０ 表示食饵种群的密度制约系数； ｆ１ｙ（ ｔ） ／ （ｃ１ ＋ ｎｘ（ ｔ） ＋ ｘ２ （ ｔ）） 为 Ｈｏｌｌｉｎｇ ＩＶ 功能

反应函数； ｆ２ｙ（ ｔ） ／ （ｃ２ ＋ ｘ（ ｔ）） 表示具有 Ｌｅｓｌｉｅｓ 形式的捕食者数量反应。 近年来， 学者们开始关注收

获对捕食⁃食饵系统动力学的影响， 并完成了大量的工作。 在捕食⁃食饵系统的动力学中， 收获函数起

到了非常关键的作用。 文献 ［７］ 提出了常数收获、 比例收获、 非线性收获 ３ 种类型的收获功能， 其

中非线性收获比常数收获和比例收获更具有现实性。 然而， 在现实世界中， 随机干扰是处处存在的，
种群在环境中会受到各种随机干扰的影响［８ － １０］ 。 因此， 与确定性模型相比， 随机模型更具有真实性。
受文献 ［１１］ 的启发， 本文在模型 （１） 的基础上获得随机模型

ｄｘ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ）［ａ１ － ｂｘ（ ｔ） － ｆ１ｙ（ ｔ） ／ （ｃ１ ＋ ｎｘ（ ｔ） ＋ ｘ２ （ ｔ）） － ｐ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ（ ｔ））］ｄｔ －
σ１ｘ（ ｔ） ／ （１ ＋ ｍ１ｘ（ ｔ））ｄＢ１ （ ｔ），

ｄｙ（ｔ） ＝ ｙ（ｔ）［ａ２ － ｆ２ｙ（ｔ） ／ （ｃ２ ＋ ｘ（ｔ）） － ｐ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ（ｔ））］ｄｔ － σ２ｙ（ｔ） ／ （１ ＋ ｍ２ｙ（ｔ））ｄＢ２ （ｔ）。
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其中： ｐ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ（ ｔ））、 ｐ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ（ ｔ）） 都是非线性收获率； ｐｉ（ ｉ ＝ １，２） 是可捕系数； ｍｉ（ ｉ ＝ １，
２） 是正常数； σ２

ｉ （ ｉ ＝ １，２） 表示白噪声强度； Ｂ１ （ ｔ）、 Ｂ２ （ ｔ） 是相互独立的标准布朗运动。
另一方面， 周期现象在实际的生态系统中是普遍存在的， 因为种群中的个体受生命周期、 季节变

化以及昼夜更替等影响， 该物种的出生率、 死亡率和其他参数都呈现出周期变化［１２］ 。 因此， 考虑周

期因素对相应的动力学系统行为的影响显得尤为重要。 所以， 相应系统 （２） 的非自治系统为

ｄｘ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ）［ａ１ （ ｔ） － ｂ（ ｔ）ｘ（ ｔ） － ｆ１ （ ｔ）ｙ（ ｔ） ／ （ｃ１ （ ｔ） ＋ ｎ（ ｔ）ｘ（ ｔ） ＋ ｘ２ （ ｔ）） －
ｐ１ （ ｔ） ／ （１ ＋ ｍ１ （ ｔ）ｘ（ ｔ））］ｄｔ － σ１ （ ｔ）ｘ（ ｔ） ／ （１ ＋ ｍ１ （ ｔ）ｘ（ ｔ））ｄＢ１ （ ｔ），

ｄｙ（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ）［ａ２ （ ｔ） － ｆ２ （ ｔ）ｙ（ ｔ） ／ （ｃ２ （ ｔ） ＋ ｘ（ ｔ）） － ｐ２ （ ｔ） ／ （１ ＋ ｍ２ （ ｔ）ｙ（ ｔ））］ｄｔ －
σ２ （ ｔ）ｙ（ ｔ） ／ （１ ＋ ｍ２ （ ｔ）ｙ（ ｔ））］ｄＢ２ （ ｔ）。
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其中： ａ１ （ ｔ）、 ｂ（ ｔ）、 ｆ１ （ ｔ）、 ｃ１ （ ｔ）、 ｎ（ ｔ）、 ｐ１ （ ｔ）、 ｍ１ （ ｔ）、 σ１ （ ｔ）、 ａ２ （ ｔ）、 ｆ２ （ ｔ）、 ｃ２ （ ｔ）、 ｐ２ （ ｔ）、 ｍ２ （ ｔ）、
σ２ （ ｔ） 均为正的、 有界的、 连续的正 ｗ 周期函数。

１　 预备知识
令 （Ω，Ｆ，｛Ｆ ｔ｝ ｔ≥０ ，Ｐ） 是一个带有滤子 ｛Ｆ ｔ｝ 并且满足通常条件 （即 ｛Ｆ ｔ｝ ｔ≥０ 是右连续单调递增，

且 Ｆ０ 包含所有零测集） 的完备概率空间。 为方便起见， 约定以下记号： １） Ｒｎ
＋ ＝ ｛ｘ１ ，ｘ２ ，…，ｘｎ ∈ Ｒｎ ｜

ｘｉ ＞ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｎ｝， Ｘ（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘ２

ｉ ； ２） 如果 ｆ（ ｔ） 是可积的， 定义 〈 ｆ（ ｔ）〉 Ｔ ＝ ∫ Ｔ

０
ｆ（ ｔ）ｄｔ ／ Ｔ ； ３）

如果 ｆ（ ｔ） 是有界的， 定义 ｆ^ ＝ ｓｕｐｔ∈Ｒ ＋
ｆ（ ｔ） ， ｆ̌ ＝ ｉｎｆｔ∈Ｒ ＋

ｆ（ ｔ） ； ４） 对于一个在 ［０，∞ ） 的函数 ｚ（ ｔ） ， 定

义 〈 ｚ（ ｔ）〉 ∗＝ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞ ∫ ｔ

０
ｚ（ ｓ）ｄｓ ／ ｔ， 〈 ｚ（ ｔ）〉 ∗＝ ｌｉｍ ｉｎｆ

ｔ→∞ ∫ ｔ

０
ｚ（ ｓ）ｄｓ ／ ｔ。

随机微积分方程

ｄｘ（ ｔ） ＝ ｆ（ｘ（ ｔ），ｔ）ｄｔ ＋ ｇ（ｘ（ ｔ），ｔ）ｄＢ（ ｔ） （４）
的解记作 ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ１ （ ｔ），ｘ２ （ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ））（ ｔ ≥ ０） ， 其中 ｆ ∈ Ｌ１ （Ｒｎ × Ｒ ＋ ，Ｒｎ）， ｇ ∈ Ｌ２ （Ｒｎ × Ｒ ＋ ，
Ｒｎ×ｍ）， Ｂ（ ｔ） 是 ｎ 维布朗运动。

定理 １［１３］ （存在唯一性定理） 　 假设 ｆ（ｘ（ ｔ），ｔ） 和 ｇ（ｘ（ ｔ），ｔ） 关于 ｘ（ ｔ） 满足下列条件： １） 局部

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件， 存在 ｃｋ ＞ ０（ｋ ＝ １，２，…） ， 使得 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｒｎ 且 ｘ ∨ ｙ ≤ ｋ， 有不等式 ｆ（ｘ，ｔ） －

ｆ（ｙ，ｔ） ∨ ｇ（ｘ，ｔ） － ｇ（ｙ，ｔ） ≤ ｃｋ ｘ － ｙ 成立； ２） 线性增长条件， 存在 ｃ ＞ ０， 使得 ｆ（ｘ，ｔ） ∨

ｇ（ｘ，ｔ） ≤ ｃ １ ＋ ｘ ， ∀（ｘ，ｔ） ∈ Ｒｎ × Ｒ ＋ ， 则初始条件为 ｘ（０） ＝ ｘ０ ∈ Ｒｎ 的系统 （４） 存在唯一

连续的局部解 ｘ（ ｔ）（ ｔ ∈ ［０，τｅ））， τｅ 是爆破时间。
定理 ２［１３］ （Ｉｔô 公式） 　 设 ｘ（ ｔ）（ ｔ ≥ ０） 是 Ｉｔô 过程， 其随机微分为 ｄｘ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ）ｄｔ ＋ ｇ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ） ，

·６８３·
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其中， ｆ ∈ Ｌ１ （Ｒ ＋ ，Ｒｎ） ， ｇ ∈ Ｌ２ （Ｒ ＋ ，Ｒｎ×ｍ） 。 若 Ｖ（ｘ（ ｔ），ｔ） ∈ Ｃ２，１ （Ｒｎ × Ｒ ＋ ；Ｒ） ， 则 Ｖ（ｘ（ ｔ），ｔ） 仍然

是 Ｉｔô 过程， 具有随机微分 ｄＶ（ｘ（ ｔ），ｔ） ＝ Ｖｔ（ｘ（ ｔ），ｔ）ｄｔ ＋ Ｖｘ（ｘ（ ｔ），ｔ）ｄｘ（ ｔ） ＋ ｄｘＴ（ ｔ）Ｖｘｘ（ｘ（ ｔ），ｔ）
ｄｘ（ ｔ） ／ ２。

定义 １［１４］ 　 若 ｘ（ ｔ） 是系统 （３） 的任意解， 则： １） 若 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｉｎｆ ∫ ｔ

０
ｘ（ ｓ）ｄｓ ／ ｔ ＞ ０ ， 则称种群 ｘ（ ｔ） 为

平均持续生存的； ２） 若 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｘ（ ｔ） ＝ ０ ， 则称种群 ｘ（ ｔ） 为灭绝的。

引理 １［１４ － １５］ 　 设 Ｘ（ ｔ） 是 Ｅ ｌ（ ｌ 维欧几里得空间） 中的一个 Ｍａｒｋｏｖ 自治过程， 可表示为随机微分

方程 ｄＸ（ ｔ） ＝ ｂ（Ｘ）ｄｔ ＋ ∑
ｋ

ｓ ＝ １
ｇｉ

ｓ（Ｘ）ｄＢｓ（ ｔ） ， 其扩散矩阵为 Ａ（Ｘ） ＝ ａｉｊ（Ｘ） ， ａｉｊ（Ｘ） ＝ ∑
ｋ

ｓ ＝ １
ｇｉ

ｓ（Ｘ）ｇ ｊ
ｓ（Ｘ）。

假设存在正边界 Γ 的有界区域 Ｕ⊂Ｅ ｌ， 具有如下性质： １） 在 Ｕ 和它的一些邻域， 扩散矩阵 Ａ（Ｘ） 的

最小特征值是非零的； ２） 当 Ｘ∈Ｅ ｌ ＼ Ｕ 时， 从 Ｘ 出发的轨道到达集合 Ｕ 的平均时间 τ 是有限的， 且

对每个紧子集 Ｋ ⊂ Ｅ ｌ， 有ｓｕｐ
Ｘ∈Ｋ

ＥＸτ ＜ ∞ 。

引理 ２［１６］ 　 如果假设性质 １ 和性质 ２ 都成立， 则 Ｍａｒｋｏｖ 过程 Ｘ（ ｔ） 存在平稳分布 μ（·）。 令 ｆ（·）

是关于测度 μ 可积的函数， 则 Ｐｘ｛ ｌｉｍ
Ｔ→∞∫

Ｔ

０
ｆ（Ｘ（ ｔ））ｄｔ ／ Ｔ － ∫

Ｅｌ

ｆ（ｘ）μ（ｄｘ）｝ ＝ １， ｘ ∈ Ｅ ｌ。

为了验证性质 １ 成立， 只需证明 Ｌ 在 Ｕ 中是一致椭圆的， 其中 ＬＶ ＝ ｂ（Ｘ）ＶＸ ＋ ｔｒ Ａ（Ｘ）ＶＸＸ ／ ２ ， 即

证明对于所有 Ｘ ∈ Ｕ ， ζ ∈ Ｒｋ ， 存在正数 Ｍ， 满足 ∑
ｋ

ｉ，ｊ ＝ １
ａｉｊ（Ｘ）ζｉζ ｊ ≥ Ｍ ζ ２ 。

为了验证性质 ２ 成立， 只要证明存在非负的 Ｃ２ ⁃函数及邻域 Ｕ， 使得对于任意的 Ｘ ∈ Ｅ ｌ ＼ Ｕ ，
ＬＶ（Ｘ） 是负的。

下面考虑方程

Ｘ（ ｔ） ＝ Ｘ（ ｔ０ ） ＋ ∫ｔ

ｔ０
ｂ（ ｓ，Ｘ（ ｓ））ｄｓ ＋ ∑

ｋ

ｒ ＝ １
∫ｔ

ｔ０
σｒ（ ｓ，Ｘ（ ｓ））ｄＢｒ（ ｓ），Ｘ ∈ Ｒ ｌ。 （５）

　 　 假设方程 （５） 的系数 ｂ（ ｓ，Ｘ（ ｓ））、 σｒ（ ｓ，Ｘ（ ｓ））（ ｒ ＝ １，２，…，ｋ） 满足条件

ｂ（ ｓ，Ｘ） － ｂ（ ｓ，Ｙ） ＋ ∑
ｋ

ｒ ＝ １
σｒ（ ｓ，Ｘ） － σｒ（ ｓ，Ｙ） ≤ Ｂ Ｘ － Ｙ ， （６）

ｂ（ ｓ，Ｘ） ＋ ∑
ｋ

ｒ ＝ １
σｒ（ ｓ，Ｘ） ≤ Ｂ（１ ＋ Ｘ ）。 （７）

其中： Ｂ 是一个常数。
引理 ３［１７ － １８］ 　 设方程 （５） 的系数关于 ｔ 是 ｗ 周期的， 且在每个柱形 Ｉ × Ｕ 中， 条件 （６） 和条件

（７） 成立， 且假设存在一个 Ｃ２ ⁃函数 Ｖ（ ｔ，ｘ） 关于 ｔ 是 ｗ 周期的， 且下列条件在某个紧集外成立： １）
ｉｎｆ
ｘ ＞ Ｒ

Ｖ（ ｔ，ｘ） → ∞ ， Ｒ → ∞ ； ２） ＬＶ（ ｔ，ｘ） ≤－ １， 则方程 （５） 存在一个 ｗ 周期解， 即该解是一个 ｗ 周

期的 Ｍａｒｋｏｖ 过程。

２　 主要结果及其证明
定理 ３　 对任意给定的初值 （ｘ（０），ｙ（０）） ∈ Ｒ２

＋ ， 系统 （２） 在 ｔ ∈ ［０，∞ ） 存在唯一正解 （ｘ（ ｔ），
ｙ（ ｔ）） ， 并且以概率 １ 存在于 Ｒ２

＋ 中。
证明　 首先考虑方程

ｄｕ（ ｔ） ＝ ［ａ１ － ｂｅｕ － ｆ１ ｅｖ ／ （ｃ１ ＋ ｎｅｕ ＋ ｅ２ｕ） － ｐ１ ／ （１ ＋ ｍ１ ｅｕ） －

σ２
１ ／ （２（１ ＋ ｍ１ ｅｕ） ２ ）］ｄｔ － σ１ ／ （１ ＋ ｍ１ ｅｕ）ｄＢ１ （ ｔ），

ｄｖ（ ｔ） ＝ ［ａ２ － ｆ２ ｅｖ ／ （ｃ１ ＋ ｅｖ） － ｐ２ ／ （１ ＋ ｍ２ ｅｖ） － σ２
２ ／ （２（１ ＋ ｍ２ ｅｖ） ２ ）］ｄｔ －

σ２ ／ （１ ＋ ｍ２ ｅｖ）ｄＢ２ （ ｔ）。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（８）

·７８３·
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　 　 显然， 系统 （８） 满足局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件， 则系统存在唯一的局部解 （ｕ（ｔ），ｖ（ｔ）） ∈ Ｒ２
＋ ， ｔ ∈ ［０，

τｅ） ， 其中 τｅ 是爆破时间。 （ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）） ＝ （ｅｕ（ ｔ） ，ｅｖ（ ｔ） ） 是模型 （２） 满足初始条件 （ｘ（０），ｙ（０）） ∈ Ｒ２
＋ 的

唯一局部解。 为了证明这个解是全局的， 只需证明 τｅ ＝ ＋∞ 。
令 ｋ０ ＞ ０ 足够大， 使得 （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） ∈ ［１ ／ ｋ０ ，ｋ０ ］ × ［１ ／ ｋ０ ，ｋ０ ］ ， 对于任意的正数 ｋ ≥ ｋ０ ， 定义一

个停时序列 τｋ ＝ ｉｎｆ｛ ｔ ∈ ［０，τｅ）：ｘ（ ｔ） ⊈ （１ ／ ｋ，ｋ） 或 ｙ（ ｔ） ⊈ （１ ／ ｋ，ｋ）｝。
定义 ｉｎｆ Φ ＝ ＋∞ （Φ 代表一个空集）。 显然， 当 ｋ→∞ 时， τｋ 是单调递增的， 且 τｋ ＜ τｅ， 有 τ∞ ＝

ｌｉｍ
ｋ→ ＋∞

τｋ， 其中 τ∞ ≤τｅ， 因此， 只需证明 τ∞ →∞ 。

假设 τ∞ ∞ ， 则存在常数 Ｔ１ ≥ ０ 、 􀆠 ∈ （０，１） 和一个正整数 ｋ１ ≥ ｋ０ ， 使得 Ｐ｛τｋ ≤ Ｔ１｝ ≥ ε， ∀ｋ ≥
ｋ１ 。

定义一个 Ｃ２⁃函数 Ｖ（ｘ，ｙ）：Ｒ２
＋ → Ｒ＋ 为 Ｖ（ｘ，ｙ） ＝ （ｘ － １ － ｌｎ ｘ） ＋ （ｙ － １ － ｌｎ ｙ） ， 其中， Ｖ１ （ｘ，ｙ） ＝

（ｘ － １ － ｌｎ ｘ）， Ｖ２ （ｘ，ｙ） ＝ （ｙ － １ － ｌｎ ｙ） 。
由 Ｉｔô 公式可得， ｄＶ（ｘ，ｙ） ＝ ＬＶ（ｘ，ｙ）ｄｔ ＋ （ｘ － １）σ１ｘ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ）ｄＢ１ ＋ （ｙ － １）σ２ｙ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ）ｄＢ２ ，

其中， ＬＶ１ （ｘ，ｙ） ＝ ｘ［ａ１ － ｂｘ － ｆ１ｙ ／ （ｃ１ ＋ ｎｘ ＋ ｘ２ ） － ｐ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ）］ － ［ａ１ － ｂｘ － ｆ１ｙ ／ （ｃ１ ＋ ｎｘ ＋ ｘ２ ） －
ｐ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ） － σ２

１ ／ （２（１ ＋ ｍ１ｘ） ２ ）］， ＬＶ２ （ｘ，ｙ） ＝ ｙ［ａ２ － ｆ２ｙ ／ （ｃ２ ＋ ｘ） － ｐ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ）］ － ［ａ２ － ｆ２ｙ ／
（ｃ２ ＋ ｘ） － ｐ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ） － σ２

２ ／ （２（１ ＋ ｍ２ｙ） ２ ）］ 。 所以， ＬＶ（ｘ，ｙ） ＝ ＬＶ１ （ｘ，ｙ） ＋ ＬＶ２ （ｘ，ｙ） ≤－ ｂｘ２ ＋
（ａ１ ＋ ｂ）ｘ ＋ （ａ２ ＋ ｆ２ ／ ｃ２ ＋ ｆ１ ／ ｃ１ ）ｙ ＋ ｐ１ ＋ σ２

１ ／ ２ － ａ１ ＋ ｐ２ ＋ σ２
２ ／ ２ － ａ２ ≤ Ｎ１ ＋ （ａ２ ＋ ｆ２ ／ ｃ２ ＋ ｆ１ ／ ｃ１ ）ｙ ， 其

中 Ｎ１ ＝ ｛ｐ１ ＋ σ２
１ ／ ２ － ａ１ ＋ ｐ２ ＋ σ２

２ ／ ２ － ａ２ ＋ ｍａｘ
ｘ∈（０，＋∞ ）

｛（ａ１ ＋ ｂ）ｘ － ｂｘ２ ｝｝ 。

通过不等式 ｙ ≤ ２（ｙ － １ － ｌｎ ｙ） ＋ ｌｎ ４ ≤ ２Ｖ（ｘ，ｙ） ＋ ｌｎ ４ ， 可得 ＬＶ（ｘ，ｙ） ≤ Ｎ１ ＋ （ａ２ ＋ ｆ２ ／ ｃ２ ＋
ｆ１ ／ ｃ１ ）ｌｎ ４ ＋ ２（ａ２ ＋ ｆ２ ／ ｃ２ ＋ ｆ１ ／ ｃ１ ）Ｖ（ｘ，ｙ） ≤ Ｎ２ （１ ＋ Ｖ（ｘ，ｙ）） ， 其中， Ｎ２ ＝ ｍａｘ｛Ｎ１ ＋ （ａ２ ＋ ｆ２ ／ ｃ２ ＋
ｆ１ ／ ｃ１ ）ｌｎ ４，２（ａ２ ＋ ｆ２ ／ ｃ２ ＋ ｆ１ ／ ｃ１ ）｝ ， 所以有

ｄＶ（ｘ，ｙ） ≤ Ｎ２ （１ ＋ Ｖ（ｘ，ｙ））ｄｔ ＋ （ｘ － １）σ１ｘ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ）ｄＢ１ ＋ （ｙ － １）σ２ｘ ／ （１ ＋ ｍ２ｘ）ｄＢ２ 。 （９）
　 　 对式 （９） 从 ０ 到 τｋ ∧ Ｔ１ 进行积分可得

Ｖ（ｘ（τｋ ∧ Ｔ１ ），ｙ（τｋ ∧ Ｔ１ ）） ≤ Ｖ（ｘ（０），ｙ（０）） ＋ ∫τｋ∧Ｔ１

　 ０
Ｎ２ （１ ＋ Ｖ（ｘ，ｙ）ｄｔ） ＋

∫τｋ∧Ｔ１

　 ０
（ｘ － １）σ１ｘ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ）ｄＢ１ ＋ ∫τｋ∧Ｔ１

　 ０
（ｙ － １）σ２ｘ ／ （１ ＋ ｍ２ｘ）ｄＢ２ ，　 　 　 　

对其两边取期望， 得 ＥＶ［ｘ（τｋ ∧ Ｔ１ ），ｙ（τｋ ∧ Ｔ１ ）］ ≤ Ｖ［ｘ（０），ｙ（０）］ ＋ Ｎ２Ｅ∫ τｋ∧Ｔ１

　 ０
（１ ＋ Ｖ（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ））ｄｔ ≤

Ｖ［ｘ（０），ｙ（０）］ ＋ Ｎ２Ｅ∫ τｋ∧Ｔ１

　 ０
Ｖ（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）） ＋ Ｎ２Ｔｄｔ ≤ Ｖ［ｘ（０），ｙ（０）］ ＋ Ｎ２Ｅ∫ Ｔ１

０
Ｖ［ｘ（τｋ ∧ Ｔ１ ）ｄｔ ＋ Ｎ２Ｔ］ｄｔ ≤

Ｖ［ｘ（０），ｙ（０）］ ＋ Ｎ２∫ Ｔ１

０
ＥＶ［ｘ（τｋ ∧ Ｔ１ ）ｄｔ ＋ Ｎ２Ｔ］ｄｔ 。

通过 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式， 得 ＥＶ［ｘ（τｋ ∧ Ｔ１ ），ｙ（τｋ ∧ Ｔ１ ）］ ≤ （Ｖ［ｘ（０），ｙ（０）］ ＋ Ｎ２Ｔ）ｅＮ２Ｔ 。
后续证明与文献 ［１９］ 类似， 在此省略。
定理 ４　 设 ｘ（ ｔ）、 ｙ（ ｔ） 是系统（２） 满足初始条件 ｘ（０） ＞ ０ 、 ｙ（０） ＞ ０ 的任意解， 若系统 （２） 满

足 ａ１ ＞ σ２
１ ／ ２、 ａ２ ＞ ｐ２ ＋ σ２

２ ／ ２、 ｆ２ （ａ１ － ｐ１ － σ２
１ ／ ２） － ａ２ － ｐ２ － σ２

２ ／ ２ ＞ ０、 （ｎ － ｆ１ ） ２ － ４（ｃ１ － ｆ１ｃ２ ） ≤
０ ， 则系统 （２） 是平均持续生存的。

证明　 首先考虑方程

ｄφ（ ｔ） ＝ φ（ ｔ）（ａ１ － ｂφ（ ｔ））ｄｔ － σ１φ（ ｔ） ／ （１ ＋ ｍ１φ（ ｔ））ｄＢ１ （ ｔ），
ｄψ（ ｔ） ＝ ψ（ ｔ）（ａ２ － ｆ２ψ（ ｔ） ／ （ｃ２ ＋ ψ（ ｔ））ｄｔ － σ２ｙ（ ｔ） ／ （１ ＋ ｍ２ψ（ ｔ））ｄＢ２ （ ｔ）。{

与文献 ［１１］ 引理 ４􀆰 ２ 的证明类似， 可得 ｌｉｍ
ｔ→∞

（ｌｎ φ（ ｔ） ／ ｔ） ＝ ０ ， ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

（ｌｎ ψ（ ｔ） ／ ｔ） ≤ ０。

接下来， 考虑食饵种群 ｘ（ ｔ） 。 应用 Ｉｔô 公式可得

·８８３·
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１ ／ ｘ（ ｔ） ＝ ｅｘｐ［ － ａ１ ｔ ＋ ∫ ｔ

０
ｆ１ｙ ／ （ｅ１ ＋ ｎｘ ＋ ｘ２ ） ＋ ｐ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ） ＋ σ２

１ ／ （２（１ ＋ ｍ１ｘ）２）ｄｓ ＋ ∫ ｔ

０
σ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ）ｄＢ１］ ／

ｘ（０）＋ ｂｅｘｐ［－ ａ１ｔ ＋ ∫ ｔ

０
ｆ１ｙ ／ （ｃ１ ＋ ｎｘ ＋ ｘ２） ＋ ｐ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ） ＋ σ２

１ ／ （２（１ ＋ ｍ１ｘ）２）ｄｓ＋ ∫ ｔ

０
σ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ）ｄＢ１］×

∫ ｔ

０
ｅｘｐ［－ ａ１ｓ ＋ ∫ ｔ

０
ｆ１ｙ ／ （ｃ１ ＋ ｎｘ ＋ ｘ２） ＋ ｐ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ） ＋ σ２

１ ／ （２（１ ＋ ｍ１ｘ）２）ｄτ ＋ ∫ ｔ

０
σ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ）ｄＢ１］ｄｓ，

其中， Ｉ１ ＝ ｅｘｐ［－ ａ１ｔ ＋ ∫ ｔ

０
ｆ１ｙ ／ （ｃ１ ＋ ｎｘ ＋ ｘ２） ＋ ｐ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ） ＋ σ２

１ ／ （２（１ ＋ ｍ１ｘ）２）ｄｓ ＋ ∫ ｔ

０
σ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ）ｄＢ１］ ／ ｘ（０） ≤

ｅｘｐ［ － （ａ１ － ｆ１ ／ ｃ１ － ｐ１ － σ２
１ ／ ２）ｔ ＋ ２σ１ ｍａｘ

０ ＜ ｓ ＜ ｔ
｜ Ｂ１（ｓ） ｜ ］ ／ ｘ（０）， Ｉ２ ＝ ｂｅｘｐ［－ ａ１ｔ ＋ ∫ ｔ

０
ｆ１ｙ ／ （ｃ１ ＋ ｎｘ ＋ ｘ２） ＋ ｐ１ ／ （１ ＋

ｍ１ｘ） ＋ σ２
１ ／ （２（１ ＋ ｍ１ｘ）２）ｄｓ ＋ ∫ ｔ

０
σ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ）ｄＢ１］ × ∫ ｔ

０
ｅｘｐ［ － ａ１ｓ － ∫ ｔ

０
ｆ１ｙ ／ （ｃ１ ＋ ｎｘ ＋ ｘ２） ＋ ｐ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ） ＋

σ２
１ ／ （２（１ ＋ ｍ１ｘ）２）ｄτ － ∫ ｔ

０
σ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ）ｄＢ１］ｄｓ ≤ ∫ ｔ

０
ｂｅｘｐ［ － ａ１（ｔ － ｓ） ＋ （ｆ１ ／ ｃ１ ＋ ｐ１ ＋ σ２

１ ／ ２）（ｔ － ｓ） ＋ ２σ１

ｍａｘ
０ ＜ ｓ ＜ ｔ

｜ Ｂ１（ｓ） ｜ ］ｄｓ ≤ ｂｅｘｐ （２σ１ ｍａｘ
０ ＜ ｓ ＜ ｔ

｜ Ｂ１（ｓ） ｜ ） ／ （ａ１ － ｆ１ ／ ｃ１ － ｐ１ － σ２
１ ／ ２） 。 因此， １ ／ ｘ（ｔ） ≤Ｋ１（ｔ）ｅｘｐ （２σ１ ｍａｘ

０ ＜ ｓ ＜ ｔ

｜ Ｂ１（ｓ） ｜ ） ， 其中， Ｋ１（ｔ） ＝ ｅｘｐ［－ （ａ１ － ｆ１ ／ ｃ１ － ｐ１ － σ２
１ ／ ２）ｔ］ ／ ｘ（０） ＋ ２ｂｃ１ ／ （２ａｃ１ － ２ｆ１ｃ１ － σ２

１ｃ１ － ２ｆ１） 。 则

－ ｌｇ ｘ（ｔ） ≤ ｌｇ Ｋ１（ｔ） ＋ ２σ１ ｍａｘ
０ ＜ ｓ ＜ ｔ

｜ Ｂ１（ｓ） ｜ ， 所以 ｌｇ ｘ（ｔ） ／ ｔ ≤－ ｌｇ Ｋ１（ｔ） ／ ｔ － ２σ１ ｍａｘ
０ ＜ ｓ ＜ ｔ

｜ Ｂ１（ｓ） ｜ ／ ｔ。

当 ｔ → ∞ 、 ｌｇ Ｋ１ （ ｔ） ／ ｔ → ０ 时， ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

ｌｇ ｘ（ ｔ） ／ ｔ ≥ ０ 。

综上所述， 由随机微分方程的比较定理可得： ｘ（ ｔ） ≤ φ（ ｔ）， ｙ（ ｔ） ≤ ψ（ ｔ）， ｌｉｍ
ｔ→∞

ｌｎ ｘ（ ｔ） ／ ｔ ＝ ０，

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｌｎ ｙ（ ｔ） ／ ｔ ＝ ０ 。

对方程 （２） 应用 Ｉｔô 公式， 则 ｄｌｎ ｙ ＝ ［ａ２ － ｆ２ｙ ／ （ｃ２ ＋ ｘ） － ｐ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ） － σ２
２ ／ （２（１ ＋ ｍ２ｙ）２ ）］ｄｔ －

σ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ）ｄＢ２ 。 对其两边从 ０ 到 ｔ 进行积分， 可得 ｌｎ ｙ（ ｔ） － ｌｎ ｙ（０） ≥ （ａ２ － ｐ２ － σ２
２ ／ ２） ｔ －

ｆ２∫ ｓ

０
ｙ（ ｓ） ／ （ｃ２ ＋ ｘ（ ｓ））ｄｓ － Ｍ１ （ ｔ） ， 其中 Ｍ１ （ ｔ） ＝ ∫ ｔ

０
σ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ）ｄＢ２ （ ｓ） 。 又因为 Ｍ１ （ ｔ） 是一个局部

鞅， 它的二次方差是 〈Ｍ１ （ ｔ），Ｍ１ （ ｔ）〉 ＝ ∫ ｔ

０
σ２

２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ） ２ ｄｓ ≤ σ２
２ ｔ 。 应用强大数定律到局部鞅， 可得

ｌｉｍ
ｔ→∞

［Ｍ１ （ ｔ） ／ ｔ］ ＝ ０。 又（ｌｎ ｙ（ ｔ） － ｌｎ ｙ（０）） ／ ｔ ≥ （ａ２ － ｐ２ － σ２
２ ／ ２） － （１ ／ ｔ）（ ｆ２ ／ ｃ２ ）∫ ｔ

０
ｙ（ ｓ）ｄｓ － Ｍ１ （ ｔ） ／ ｔ，

且 ∫ ｔ

０
ｙ（ ｓ）ｄｓ ／ ｔ ≥ ｃ２ （ｌｎ ｙ（ ｔ） － ｌｎ ｙ（０）） ／ （ ｆ２ ｔ） ＋ ｃ２ （ａ２ － ｐ２ － σ２

２ ／ ２） ／ ｆ２ － ｃ２Ｍ１ （ ｔ） ／ （ ｆ２ ｔ）。 由文献 ［１４］

类似可得， ｌｉｍ
ｔ→∞

［∫ ｔ

０
ｙ（ ｓ） ／ （ｃ２ ＋ ｘ（ ｓ））ｄｓ ／ ｔ］ ＝ （ａ２ － ｐ２ － σ２

２ ／ ２） ／ ｆ２ 。 又因为 ｌｉｍ
ｔ→∞

［∫ｔ

０
（ｙ（ ｓ） ／ ｃ２ ）ｄｓ ／ ｔ］ ≥

ｌｉｍ
ｔ→∞

［∫ ｔ

０
ｙ（ ｓ） ／ （ｃ２ ＋ ｘ（ ｓ））ｄｓ ／ ｔ］ ， 所以 ｌｉｍ ｉｎｆ

ｔ→∞
［∫ ｔ

０
ｙ（ ｓ）ｄｓ ／ ｔ］ ≥ ｃ２ （ａ２ － ｐ２ － σ２

２ ／ ２） ／ ｆ２ 。

定义一个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数 ｌｎ ｘ， 通过 Ｉｔô 公式得， ｄｌｎ ｘ ＝ ［ａ１ － ｂｘ － ｆ１ｙ ／ （ｃ１ ＋ ｎｘ ＋ ｘ２ ） － ｐ１ ／ （１ ＋
ｍ１ｘ） － σ２

１ ／ （２（１ ＋ ｍ１ｘ） ２ ）］ｄｔ － σ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ）ｄＢ１ 。 又因为 ｆ１ｙ ／ （ｃ１ ＋ ｎｘ ＋ ｘ２ ） ＝ ｙ ／ （ｃ１ ／ ｆ１ ＋ ｎ ／ ｆ１ ＋ ｘ２ ／ ｆ１ ）。
比较 ｃ１ ／ ｆ１ ＋ ｎ ／ ｆ１ ＋ ｘ２ ／ ｆ１ 与 ｃ２ ＋ ｘ 的大小， ｃ１ ／ ｆ１ ＋ ｎ ／ ｆ１ ＋ ｘ２ ／ ｆ１ － （ｃ２ ＋ ｘ） ＝ （ｘ２ ＋ （ｎ － ｆ１ ）ｘ ＋ ｃ１ －
ｆ１ｃ２ ） ／ ｆ１ ， 所以 Δ ＝ （ｎ － ｆ１ ） ２ － ４（ｃ１ － ｆ１ｃ２ ） 。

由于要令 ｆ１ｙ ／ （ｃ１ ＋ ｎｘ ＋ ｘ２） ≤ ｙ ／ （ｃ２ ＋ ｘ）， 则（ｃ１ ＋ ｎｘ ＋ ｘ２） ／ ｆ１ － （ｃ２ ＋ ｘ） ≥ ０， 所以， Δ ＝
（ｎ － ｆ１）２ － ４（ｃ１ － ｄ１ｃ２） ≤ ０ ， 因此， 在 （ｎ － ｆ１）２ － ４（ｃ１ － ｆ１ｃ２） ≤ ０ 条件下， ｄｌｎ ｘ ≥ （ａ１ － ｂｘ － ｙ ／ （ｃ２ ＋
ｘ） － ｐ１ － σ２

１ ／ ２）ｄｔ － σ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ）ｄＢ１ 。 对上述不等式两边同时从 ０ 到 ｔ 进行积分可得

ｌｎ ｘ（ ｔ） － ｌｎ ｘ（０） ≥ （ａ１ － ｐ１ － σ２
１ ／ ２） ｔ － ∫ ｔ

０
ｂｘ（ ｓ）ｄｓ － ∫ ｓ

０
ｙ（ ｓ） ／ （ｃ２ ＋ ｘ（ ｓ））ｄｓ － Ｍ２ （ ｔ）。 （１０）

其中： Ｍ２ （ ｔ） ＝ ∫ ｔ

０
σ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ）ｄＢ１ （ ｓ） ， ｌｉｍ

ｔ→∞
（Ｍ１ （ ｔ） ／ ｔ） ＝ ０。

·９８３·
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通过式 （１０）， 对于 ∀ε ＞ ０ ， 存在 Ｔ ＞ ０ ， 使得对 ∀ｔ ＞ Ｔ ， 有 ｌｉｍ
ｔ→∞

［∫ ｔ

０
ｙ（ ｓ） ／ （ｃ２ ＋ ｘ（ ｓ））ｄｓ ／ ｔ］ ＜

（ａ２ － ｐ２ － θ２
２ ／ ２） ／ ｆ２ ＋ ε 。 因此， 对 ∀ｔ ＞ Ｔ， （ｌｎ ｘ（ ｔ） － ｌｎ ｘ（０）） ／ ｔ ≥ （ａ１ － ｐ１ － σ２

１ ／ ２） － （ａ２ － ｐ２ －

σ２
２ ／ ２） ／ ｆ２ － ε － ∫ ｔ

０
ｂｘ（ ｓ）ｄｓ － Ｍ２ （ ｔ） ／ ｔ， 即 ｌｉｍ

ｔ→∞∫
ｔ

０
ｘ（ｓ）ｄｓ ／ ｔ ≥ ［ａ１ － ｐ１ － σ２

１ ／ ２ － （ａ２ － ｐ２ － σ２
２ ／ ２） ／ ｆ２ ］ ／ ｂ ＝

［ ｆ２ （ａ１ － ｐ１ － σ２
１ ／ ２） － ａ２ － ｐ２ － σ２

２ ／ ２］ ／ （ ｆ２ｂ） ＞ ０ 。
所以， 当系统 （２） 满足 ａ１ ＞ σ２

１ ／ ２ 、 ａ２ ＞ ｐ２ ＋ σ２
２ ／ ２ 、 ｆ２ （ａ１ － ｐ１ － σ２

１ ／ ２） － ａ２ － ｐ２ － σ２
２ ／ ２ ＞ ０、

（ｎ － ｆ１ ） ２ － ４（ｃ１ － ｆ１ｃ２ ） ≤ ０ 时， 系统 （２） 是平均持续生存的。
定理 ５　 设 ｘ（ ｔ） 、 ｙ（ ｔ） 是系统 （２） 满足初始条件 ｘ（０） ＞ ０、 ｙ（０） ＞ ０ 的任意解， ｉ） 若 ａ１ ＜

２ ｂｐ１ ／ ｍ１ － ｂ ／ ｍ１ ， ａ２ ＞ ｐ２ ＋ σ２
２ ／ ２ ， 则种群 ｘ 是灭绝的， 种群 ｙ 是平均持续生存的； ｉｉ） 若 ａ１ ＜

２ ｂｐ１ ／ ｍ１ － ｂ ／ ｍ１ ， ａ２ ＜ ２ ｆ２ｐ２ ／ （ｃ２ｍ２ ） － ｆ２ ／ （ｃ２ｍ２ ） ， 则种群 ｘ 和种群 ｙ 均灭绝。

证明　 ｉ） 定义 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数 ｌｎ ｘ， 由 Ｉｔô 公式得， ｌｎ ｘ（ ｔ） － ｌｎ ｘ（０） ＝ ∫ ｔ

０
［ａ１ － ｂｘ － ｆ１ｙ ／ （ｃ１ ＋

ｎｘ ＋ｘ２ ） － ｐ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ） － σ２
１ ／ （２（１ ＋ ｍ１ｘ） ２ ）］ｄｓ － ∫ ｔ

０
σ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ）ｄＢ１ ≤ ∫ ｔ

０
［ａ１ － ｂ（１ ＋ ｃ１ｘ － １） ／ ｃ１ －

ｐ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ）］ｄｓ － ∫ ｔ

０
σ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ）ｄＢ１ ＝ ∫ ｔ

０
［ａ１ － ｂ（１ ＋ ｍ１ｘ） ／ ｍ１ － ｐ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ） ＋ ｂ ／ ｍ１ ］ｄｓ －

∫ ｔ

０
σ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ）ｄＢ１ 。 对上述不等式两边从 ０ 到 ｔ 进行积分， 并同时除以 ｔ， 得 ｌｉｍ

ｔ→∞
ｌｎ ｘ（ ｔ） ／ ｔ ≤ ａ１ －

２ ｂｐ１ ／ ｍ１ ＋ ｂ ／ ｍ１ ＜ ０ ， 即 ｌｉｍ
ｔ→∞

ｘ（ ｔ） ＝ ０ 。 因此， 对于任意小的 ε ＞ ０ ， 存在 ｔ０ 和一个集合 Ωε， 使得

对 ｔ ＞ ｔ０ 和 ω∈Ωε， 都有 Ｐ（Ωε） ≥ １ － ε 和 ｘ（ ｔ） ／ （ｃ２ ＋ ｘ（ ｔ）） ≤ ε 成立。 由等式 ｄｙ ＝ ｙ［ａ２ － ｆ２ｙ ／ （ｃ２ ＋
ｘ） － ｐ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ）］ｄｔ － σ２ｙ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ）ｄＢ２ （ｔ） ＝ ｙ［ａ２ － ｆ２ｙ ／ ｃ２ ＋ ｆ２ｙｘ ／ （（ｃ２ ＋ ｘ）ｃ２ ） － ｐ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ）］ｄｔ －
σ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ）ｄＢ２ （ ｔ）， 可得 ｙ［ａ２ － ｆ２ｙ ／ （ｃ２ ＋ ｘ） － ｐ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ）］ｄｔ － σ２ｙ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ）ｄＢ２（ｔ） ≤ ｄｙ ≤ ｙ［ａ２ －
ｆ２ｙ ／ ｃ２ ＋ εｆ２ｙ ／ ｃ２ － ｐ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ）］ｄｔ － σ２ｙ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ）ｄＢ２ （ ｔ）。

对任意的 ε ＞ ０， 有

ｄｙ ＝ ｙ［ａ２ － ｆ２ｙ ／ （ｃ２ ＋ ｘ） － ｐ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ）］ｄｔ － σ２ｙ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ）ｄＢ２ （ ｔ）。 （１１）

　 　 根据定理 ４， 容易看出 ｌｉｍ
ｔ→∞

ｌｎ ｙ（ ｔ） ／ ｔ ≥ ｃ２ （ａ２ － ｐ２ － σ２
２ ／ ２） ／ ｆ２ ＞ ０ ， 所以， 当 ａ１ ＜ ２ ｂｐ１ ／ ｍ１ －

ｂ ／ ｍ１ 、 ａ２ ＞ ｐ２ ＋ σ２
２ ／ ２ 时， 种群 ｘ 是灭绝的， 种群 ｙ 是平均持续生存的。

ｉｉ） 对方程 （１１） 应用 Ｉｔô 公式得， ｄｌｎ ｙ ＝ ［ａ２ － ｆ２ｙ ／ ｃ２ － ｐ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ） － σ２
２ ／ （２（１ ＋ ｍ２ｘ） ２ ）］ｄｔ －

σ２ｙ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ）ｄＢ２ （ ｔ）。 又 ｌｎ ｙ（ｔ） － ｌｎ ｙ（０） ＝ ∫ ｔ

０
［ａ２ － ｆ２ｙ ／ ｃ２ － ｐ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ） － σ２

２ ／ （２（１ ＋ ｍ２ｙ）２ ）］ｄｔ －

∫ｔ

０
σ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ）ｄＢ２（ｔ） ≤ ∫ ｔ

０
［ａ２ － ｆ２（１ ＋ ｍ２ｙ － １） ／ （ｃ２ｍ２） － ｐ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ）］ｄｔ － ∫ｔ

０
σ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ）ｄＢ２（ｔ） ＝

∫ ｔ

０
［ａ２ － ｆ２ （１ ＋ ｍ２ｙ） ／ （ｃ２ｍ２ ） － ｐ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ） ＋ ｆ２ ／ （ｃ２ｍ２ ）］ｄｔ － ∫ ｔ

０
σ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ）ｄＢ２ （ ｔ）。 对其两边从 ０

到 ｔ 进行积分再除以 ｔ 得 ｌｉｍ
ｔ→∞

ｌｎ ｙ（ ｔ） ／ ｔ ≤ ａ２ － ２ ｆ２ｐ２ ／ （ｃ２ｍ２ ） ＋ ｆ２ ／ （ｃ２ｍ２ ） ＜ ０ 。 所以， 当 ａ１ ＜

２ ｂｐ１ ／ ｍ１ － ｂ ／ ｍ１ 、 ａ２ ＜ ２ ｆ２ｐ２ ／ （ｃ２ｍ２ ） － ｆ２ ／ （ｃ２ｍ２ ） 时， 种群 ｘ 和种群 ｙ 均灭绝。
定理 ６　 设系统 （２） 满足 ａ１ － σ２

１ － ｐ１ ＞ ０ 、 ａ２ － σ２
２ － ｐ２ ＞ ０ ， 则对于任意的初始值 （ｘ（０），

ｙ（０）） ∈ Ｒ２
＋ ， 系统 （２） 存在唯一的平稳分布 μ（·） ， 而且是遍历的。

证明　 由定理 ３ 得， 对于任意初始值 （ｘ（０），ｙ（０）） ∈ Ｒ２
＋ ， 存在一个唯一解 （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） ∈ Ｒ２

＋ 。
定义一个 Ｃ２ ⁃函数 ｇ：Ｒ２

＋ → Ｒ 为 ｇ（ｘ，ｙ） ＝ － Ｇ（ｌｏｇ ｘ ＋ ｌｏｇ ｙ － ｙ） ＋ （ｘ２ ＋ ｙ２ ） ／ ２ ， 其中， Ｇ ＝ （２ ／ ξ０ ）
ｍａｘ｛２， ｓｕｐ

（ｘ，ｙ）∈Ｒ２＋
［（ａ１ ＋ σ２

１ ／ ２）ｘ２ － ｂｘ３ － （ｆ２ － ａ２ － σ２
２ ／ ２）ｙ２ ／ ２］｝ 。 显然， ｇ（ｘ，ｙ） 有唯一平稳点 （ｘ∗，ｙ∗），

·０９３·
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由 ｇ（ｘ，ｙ） 的单调性， （ｘ∗，ｙ∗） 是 ｇ（ｘ，ｙ） 的最小点。

假设条件 ξ０
△
􀪅􀪅 （ａ１ － σ２

１ ／ ２ － ｐ１ ＋ ａ２ － σ２
２ ／ ２ － ｐ２ － ｚ^ － ｓ^ｕ̌） ＞ ０ 和 ｆ２ － （ａ２ ＋ σ２

２ ／ ２） ＞ ０ 成立， 其

中， ｚ（ｘ，ｙ） ＝ ｆ２ｙ ／ （ｃ２ ＋ ｘ） － ｆ２ｙ２ ／ （ｃ２ ＋ ｘ） － ｐ２ｙ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ）， ｓ（ｘ，ｙ） ＝ ｆ１ｙ ／ （ｃ１ ＋ ｎｘ ＋ ｘ２） － ｆ１ｙ２ ／ （Ｇ（ｃ１ ＋
ｎｘ ＋ ｘ２ ））， ｕ（ｘ，ｙ） ＝ （ ｆ２ｙ３ ＋ ｃ２ ｆ２ｙ２ ） ／ （ｃ２ ＋ ｘ） ＋ ｂｘ２ｙ ＋ ｆ１ｘｙ ／ （ｃ１ ＋ ｎｘ ＋ ｘ２ ） － Ｇｂｘ － Ｇａ２ｙ ＋ ｂｘ３ ／ ２ ＝
［（ ｆ２ｙ３ － ｃ２ ｆ２ｙ２ － Ｇａ２ｃ２ｙ） ＋ ｙ（ｂｘ３ ＋ ｂｃ２ｘ２ － Ｇａ２ｘ）］ ／ （ｃ２ ＋ ｘ） ＋ ｆ１ｘｙ ／ （ｃ１ ＋ ｎｘ ＋ ｘ２ ） － Ｇｂｘ ＋ ｂｘ３ ／ ２ 。

构建一个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数 Ｖ：Ｒ２
＋ → Ｒ， 定义为 Ｖ（ｘ，ｙ） ＝ － Ｇ（ｌｇ ｘ ＋ ｌｇ ｙ － ｙ） ＋ （ｘ２ ＋ ｙ２ ） ／ ２ － ｇ（ｘ∗，

ｙ∗） ， 其中 Ｖ１ （ｘ，ｙ） ＝ － Ｇ（ｌｇ ｘ ＋ ｌｇ ｙ － ｙ）， Ｖ２ （ｘ，ｙ） ＝ （ｘ２ ＋ ｙ２ ） ／ ２ 。
由 Ｉｔô 公式可得

ＬＶ１＝ － Ｇ［ａ１ － ｂｘ － ｆ１ｙ ／ （ｃ１ ＋ ｎｘ ＋ ｘ２ ） － ｐ１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ） － σ２
１ ／ （２（１ ＋ ｍ１ｘ） ２ ）］ － Ｇ［ａ２ － ｆ２ｙ ／

（ｃ２ ＋ ｘ） － ｐ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ） － σ２
２ ／ （２（１ ＋ ｍ２ｙ） ２ ）］ ＋ Ｇｙ［ａ２ － ｆ２ｙ ／ （ｃ２ ＋ ｘ） － ｐ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ）］ ≤

－ Ｇ（ａ２ － σ２
１ ／ ２ － ｐ１ ＋ ａ２ － σ２

２ ／ ２ － ｐ２ － ｚ^） ＋ Ｇｂｘ ＋ Ｇｆ１ｙ ／ （ｃ１ ＋ ｎｘ ＋ ｘ２ ） ＋ Ｇｙａ２ ，
ＬＶ２＝ （ｘ ＋ ｙ）｛［ｘ（ａ１ － ｂｘ － ｆ１ｙ ／ （ｃ１ ＋ ｎｘ ＋ ｘ２ ） － ｐ１ ／ （１ ＋ ｍ２ｘ）］ ＋ ｙ［ａ２ － ｆ２ｙ ／ （ｃ２ ＋ ｘ） －

ｐ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ）］｝ ＋ σ２
１ｘ２ ／ （２（１ ＋ ｍ２ｘ） ２ ） ＋ σ２

２ｙ２ ／ （２（１ ＋ ｍ２ｙ） ２ ） ＝ ａ１ｘ２ － ｂｘ３ － ａ２ｘｙ －
ｆ２ｘｙ２ ／ （ｃ２ ＋ ｘ） － ｂｘ２ｙ ＋ ａ２ｙ２ － ｆ２ｙ３ ／ （ａ２ ＋ ｘ） － ｆ１ｘｙ ／ （ｃ１ ＋ ｎｘ ＋ ｘ２ ） － ｆ１ｙ２ （ｃ１ ＋ ｎｘ ＋ ｘ２ ） －
ｐ１ｘ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｘ） － ｐ１ｘｙ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ） － ｐ２ｘｙ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ） － ｐ２ｙ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ） ＋ σ２

１ ／ （２（１ ＋ ｍ２ｘ）２ ） ＋
σ２

２ （２（１ ＋ ｍ２ｙ） ２ ）。
因此， ＬＶ ＝ ＬＶ１ ＋ ＬＶ２ ≤－ Ｇ（ａ１ － σ２

１ ／ ２ － ｐ１ ＋ ａ２ － σ２
２ ／ ２ － ｐ２ － ｚ^） ＋ （ａ１ ＋ ａ２ ）ｘｙ ＋ （ａ１ ＋ σ２

１ ／ ２）ｘ２ －
ｂｘ３ ／ ２ － ｆ２ｘｙ２ ／ （ｃ２ ＋ ｘ） ＋ （ａ２ ＋ σ２

１ ／ ２）ｙ２ － ｆ２ｙ３ ／ （ｃ２ ＋ ｘ） ＋ Ｇｆ１ｙ ／ （ｃ１ ＋ ｎｘ ＋ ｘ２ ） － ｆ１ｙ２ ／ （ｃ１ ＋ ｎｘ ＋ ｘ２ ） －
ｂｘ２ｙ － ｆｘ １ｙ ／ （ｃ１ ＋ ｎｘ ＋ ｘ２ ） ＋ Ｇｂｘ ＋ Ｇａ２ｙ － ｂｘ３ ／ ２ ≤－ Ｇ（ａ１ － σ２

１ ／ ２ － ｐ１ ＋ ａ２ － σ２
２ ／ ２ － ｐ２ － ｚ^ － ｓ^ ＋ ｕ̌） ＋

（ａ１ ＋ ａ２ ）ｘｙ ＋ （ａ１ ＋ σ２
１ ／ ２）ｘ２ － ｂｘ３ ／ ２ － ［ｆ２ － （ａ２ ＋ σ２

２ ／ ２）］ｙ２ ≤－ Ｇξ０ ＋ （ａ１ ＋ ａ２ ）ｘｙ ＋ （ａ１ ＋ σ２
１ ／ ２）ｘ２ －

ｂｘ３ ／ ２ － ［ ｆ２ － （ａ２ ＋ σ２
２ ／ ２）］ｙ２ 。

选择一个充分小的 􀆠１ 、 􀆠２ ， 使得

０ ＜ 􀆠１ ＜ （ａ１ ＋ ａ２ ） －１ ｍｉｎ｛ ｆ２ － ａ２ － σ２
２ ／ ２） ／ ２，Ｇξ０ ／ ４｝， （１２）

０ ＜ 􀆠２ ＜ （ａ１ ＋ ａ２ ） －１ ｍｉｎ｛ｂ ／ ４，Ｇξ０ ／ ４｝， （１３）

ｍｉｎ｛ｂ ／ （４ε３
１ ）｝ ≥ Ｐ^１ － Ｇξ０ ＋ １， （１４）

ｍｉｎ｛（ ｆ２ － （ａ２ ＋ σ２
２ ／ ２）） ／ （２􀆠２ ）｝ ≥ Ｐ^２ － Ｇξ０ ＋ １。 （１５）

　 　 为证明引理１ 的性质２ 成立， 考虑有界开集Ｄ􀆠１，２ ＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈Ｒ２
＋ 􀆠１ ＜ ｘ ＜ １ ／ 􀆠１，􀆠２ ＜ ｙ ＜ １ ／ 􀆠２｝ 。 定

义： Ｄ１
􀆠１，２ ＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２

＋ ０ ＜ ｘ ＜ 􀆠１ ｝ ； Ｄ２
􀆠１，２ ＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２

＋ ０ ＜ ｙ ＜ 􀆠１ ｝ ； Ｄ３
􀆠１，２ ＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈

Ｒ２
＋ ｘ ≥１ ／ 􀆠１｝ ； Ｄ４

􀆠１，２ ＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２
＋ 􀆠１ ≤ ｘ ≤ １ ／ 􀆠１，ｙ ≥ １ ／ 􀆠２｝。 显然， ＤＣ

􀆠１，２ ＝ Ｄ１
􀆠１，２

∪Ｄ２
􀆠１，２

∪Ｄ３
􀆠１，２

∪Ｄ４
􀆠１，２

。
下面证明， 对于任意的 （ｘ，ｙ） ∈ ＤＣ

􀆠１，２
， 都有 ＬＶ ≤ － １ 成立。

当 （ｘ，ｙ） ∈ Ｄ１
􀆠１，２

， 且 ｘｙ ≤ 􀆠１ｙ ≤ 􀆠１ （１ ＋ ｙ２ ） ， 再根据不等式 （１２） 和 Ｇ ≥ ４ ／ ξ０ ， 得到

ＬＶ ≤ － Ｇξ０ ＋ （ａ１ ＋ ａ２ ）􀆠１ ＋ （ａ１ ＋ σ２
１ ／ ２）ｘ２ － ｂｘ３ ／ ２ － （ ｆ２ － （ａ２ ＋ σ２

２ ／ ２）） － （ａ１ ＋ ａ２ ） ≤
－ Ｇξ０ ／ ４ ＋ （ － Ｇξ０ ／ ４ ＋ （ａ１ ＋ ａ２ ）􀆠１ ） ＋ ｛ － ［ ｆ２ － （ａ２ ＋ σ２

２ ／ ２） ＋ （ａ１ ＋ ａ２ ）􀆠１ ］ｙ２ ／ ２｝ ＋
［ － Ｇξ０ ／ ２ ＋ （ａ１ ＋ σ２

１ ／ ２）ｘ２ － ｂｘ３ ／ ４ － （ ｆ２ － ａ２ － σ２
２ ／ ２）ｙ２ ／ ２］ ≤－ Ｇξ０ ／ ４ ≤－ １。

当 （ｘ，ｙ） ∈ Ｄ２
􀆠１，２ ， 且 ｘｙ ≤ 􀆠１ｘ ≤ 􀆠１ （１ ＋ ｘ３ ）， 再根据不等式 （１２）， 可得

ＬＶ ≤ － Ｇξ０ ＋ （ａ１ ＋ ａ２ ）􀆠２ ＋ （ａ１ ＋ σ２
１ ／ ２）ｘ２ － （ｂ ／ ２ － （ａ１ ＋ ａ２ ）􀆠２ ）ｘ３ － ［ ｆ２ － （ａ２ ＋ σ２

２ ／ ２）］ｙ２ ≤
－ Ｇξ０ ／ ４ ＋ （ － Ｇξ０ ／ ４ ＋ （ａ１ ＋ ａ２ ）􀆠２ ） － （ ｆ２ － ａ２ － σ２

２ ／ ２）ｙ２ ／ ２ ＋ （ － ｂ ／ ４ ＋ （ａ１ ＋ ａ２ ）􀆠２ ）ｘ３ ＋
［ － Ｇξ０ ／ ２ ＋ （ａ１ ＋ σ２

１ ／ ２）ｘ２ － ｂｘ３ ／ ４ － （ ｆ２ － ａ２ － σ２
２ ／ ２）ｙ２ ／ ２］ ≤－ Ｇξ０ ／ ４ ≤－ １。

　 　 当 （ｘ，ｙ） ∈ Ｄ３
􀆠１，２

， 通过 Ｙｏｕｎｇ 不等式， 对 ∀ｘ，ｙ ＞ ０， 有 ｘｙ ≤ ２ｘ５ ／ ２ ／ ５ ＋ ３ｙ５ ／ ３ ／ ５ ， 再根据不等式

·１９３·
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（１４）， 可得

ＬＶ ≤－ Ｇξ０ － ｂｘ３ ／ ４ ＋ （ａ１ ＋ ａ２ ）（２ｘ５ ／ ２ ／ ５ ＋ ３ｙ５ ／ ３ ／ ５） ＋ （ａ１ ＋ σ２
１ ／ ２）ｘ２ － ｂｘ３ ／ ４ －

（ ｆ２ － ａ２ － σ２
２ ／ ２）ｙ２ ≤－ Ｇξ０ － ｂｘ３ ／ ４ ＋ Ｐ^１ 。

其中： Ｐ１ （ｘ，ｙ） ＝ （ａ１ ＋ ａ２ ）（２ｘ５ ／ ２ ／ ５ ＋ ３ｙ５ ／ ３ ／ ５） ＋ （ａ１ ＋ σ２
１ ／ ２）ｘ２ － ｂｘ３ ／ ４ － （ ｆ２ － ａ２ － σ２

２ ／ ２）ｙ２ 。 因此

ＬＶ ≤－ Ｇξ０ ／ ４ ≤－ １ 。
当 （ｘ，ｙ） ∈ Ｄ４

􀆠１，２
， 与 （ｘ，ｙ） ∈ Ｄ３

􀆠１，２
相似， 再根据不等式 （１５）， 可得 ＬＶ ≤－ Ｇξ０ － （ ｆ２ － ａ２ －

σ２
２ ／ ２） ／ （２􀆠２ ） ＋ Ｐ^２ ， 其中， Ｐ２ （ｘ，ｙ） ＝ （ａ１ ＋ ａ２ ）（２ｘ５ ／ ２ ／ ５ ＋ ３ｙ５ ／ ３ ／ ５） ＋ （ａ１ ＋ σ２

１ ／ ２）ｘ２ － ｂｘ３ ／ ２ － （ ｆ２ －
ａ２ － σ２

２ ／ ２）ｙ２ 。 因此 ＬＶ ≤－ Ｇξ０ ／ ４ ≤－ １。
综上所述， 对 ∀（ｘ，ｙ） ∈ ＤＣ

􀆠１，２ ， 都有 ＬＶ≤ － １ 成立。 因此， 引理 １ 的条件性质 ２ 成立。
另外， 存在一个常数 Ｍ ＝ ｍｉｎ

（ｘ，ｙ）∈􀭺Ｄ
｛σ２

１ｘ２ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ） ２ ，σ２
２ｙ２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ２ ）｝ ＞ ０ ， 使得对 ∀（ｘ，ｙ） ∈ 􀭺Ｄ，

ζ ＝ （ζ１ ，ζ２ ） ∈ Ｒ２
＋ ， 有 ∑

２

ｉ，ｊ ＝ １
ａｉｊ（ｘ，ｙ）ζｉζ ｊ ＝ σ２

１ｘ２ζ２
１ ／ （１ ＋ ｍ１ｘ） ２ ＋ σ２

２ｙ２ζ２
２ ／ （１ ＋ ｍ２ｙ） ２ ≥ Ｍ‖ζ‖２ ， 因此

引理 １ 的条件性质 １ 也满足， 所以系统 （２） 存在平稳分布， 且具有遍历性。

定理 ７　 若满足以下条件： １） ξ１
△
􀪅􀪅 ∫ θ

０
（ａ１ （ ｓ） － σ２

１ （ ｓ） ／ ２ － ｐ１ （ ｓ） ＋ ａ２ （ ｓ） － σ２
２ （ ｓ） ／ ２ － ｐ２ （ ｓ） － ｚ^ －

ｓ^ ＋ ｕ̌）ｄｓ ／ θ ＞ ０； ２） ξ２
△
􀪅􀪅 ∫ θ

０
（ｆ２ （ｓ） － ａ２ （ｓ） － σ２

１ （ｓ） ／ ２）ｄｓ ／ θ ＞ ０ ， 则对于任意的初始值 （ｘ（０），ｙ（０）） ∈

Ｒ２
＋ ， 系统 （３） 存在正的 ω 周期解。

证明　 构造一个 Ｃ２⁃函数 Ｖ（ｔ，ｘ，ｙ）：Ｒ２
＋ → Ｒ ， 定义为 Ｖ（ｔ，ｘ，ｙ） ＝ － Ｇ１ （ｌｇ ｘ ＋ ｌｇ ｙ － ｙ ＋ ω１ （ｔ）） ＋

ｅω２（ ｔ）（ｘ＋ｙ）２ ／ ２ △
􀪅􀪅 Ｖ１ （ｔ，ｘ，ｙ） ＋ Ｖ２ （ｔ，ｘ，ｙ） ， 其中， Ｇ１ ＞ ０ 是待定系数， ω１′（ｔ） ＝ － ξ１ ＋ ［ａ１ （ｔ） － σ２

１ （ｔ） ／ ２ －
ｐ１ （ｔ） ＋ ａ２ （ｔ） － σ２

２ （ｔ） ／ ２ － ｐ２ （ｔ） － ｚ^ － ｓ^ ＋ 􀭹ｕ］， ω２′（ｔ） ＝ － ２ξ２ ＋ ２ｆ２ （ｔ） － ２ａ２ （ｔ） － σ２
２ （ｔ） 。 容易看出，

ω１ （ｔ）、ω２ （ｔ） 都是 ω 周期函数， 且 ω２′（ｔ） 是有界函数。 因此存在 Ｚ ＞ ０ ， 使得 ω２′（ｔ） ≤ Ｚ， ∀ｔ ≥ ０ 。
假设 Ｄｋ ＝ （１ ／ ｋ，ｋ） × （１ ／ ｋ，ｋ） ， 则当 ｋ → ∞ 时， ｉｎｆ

（ ｔ，ｘ，ｙ）∈［０，＋∞ ） ×Ｒ ＋２ ＼ Ｄｋ
Ｖ（ ｔ，ｘ，ｙ） → ∞ ， 这就验证了引

理 ２ 的条件 １ 成立。 下面只需验证引理 ２ 的条件 ２。
应用 Ｉｔô 公式可得

ＬＶ１ （ ｔ，ｘ，ｙ） ≤ － Ｇ１ ［ａ１ （ ｔ） － ｂ（ ｔ）ｘ － ｆ１ （ ｔ）ｙ ／ （ｃ１ （ ｔ） ＋ ｎ（ ｔ）ｘ ＋ ｘ２ ） － ｐ１ （ ｔ） ／ （１ ＋ ｍ１ （ ｔ）ｘ） －
σ２

１ （ ｔ） ／ ２］ － Ｇ１ ［ａ２ （ ｔ） － ｆ２ （ ｔ）ｙ ／ （ｃ２ （ ｔ） ＋ ｘ） － ｐ２ （ ｔ） ／ （１ ＋ ｍ２ （ ｔ）ｘ） － σ２
２ （ ｔ） ／ ２］ ＋

Ｇ１ｙ［ａ２ （ｔ） － ｆ２ （ｔ）ｙ ／ （ｃ２ （ｔ） ＋ ｘ） － ｐ２ （ｔ） ／ （１ ＋ ｍ２ （ｔ）ｙ）］ ＋ Ｇ１ω１′（ｔ） ≤－ Ｇ１ ［ａ１ （ｔ） －
σ２

１ （ ｔ） ／ ２ － ｃ１ （ ｔ） ＋ ａ２ （ ｔ） － σ２
２ （ ｔ） ／ ２ － ｃ２ （ ｔ） － ｚ^］ ＋ Ｇ１ｂ（ ｔ）ｘ ＋ Ｇ１ ｆ１ （ ｔ）ｙ ／ （ｃ１ （ ｔ） ＋

ｎ（ ｔ）ｘ ＋ ｘ２ ） ＋ Ｇ１ｙａ２ （ ｔ） ＋ Ｇ１ω１ ′（ ｔ），
ＬＶ２ （ ｔ，ｘ，ｙ） ＝ ｅω２（ ｔ） ω２ ′（ ｔ）（ｘ ＋ ｙ） ２ ／ ２ ＋ ｅω２（ ｔ） （ｘ ＋ ｙ）［ｘ（ａ１ （ ｔ） － ｂ（ ｔ）ｘ － ｆ１ （ ｔ）ｙ ／ （ｃ１ （ ｔ） ＋

ｎ（ ｔ）ｘ ＋ ｘ２ ））］［（ｐ１ （ ｔ） ／ （１ ＋ ｍ１ （ ｔ）ｘ）） ＋ ｙ（ａ２ （ ｔ） － ｆ２ （ ｔ）ｙ ／ （ｃ２ （ ｔ） ＋ ｘ） －
ｐ２ （ ｔ） ／ （１ ＋ ｍ２ （ ｔ）ｙ））］ ＋ σ２

１ （ ｔ）ｘ２ ／ （２（１ ＋ ｍ１ （ ｔ）ｘ） ２ ） ＋ σ２
２ （ ｔ）ｙ２ ／ （２（１ ＋

ｍ２ （ ｔ）ｙ） ２ ）， 则

ＬＶ（ ｔ，ｘ，ｙ） ＝ ＬＶ１ （ ｔ，ｘ，ｙ） ＋ ＬＶ２ （ ｔ，ｘ，ｙ） ≤－ Ｇ１ ［ａ１ （ ｔ） － σ２
１ （ ｔ） ／ ２ － ｐ１ （ ｔ） ＋ ａ２ （ ｔ） － σ２

２ （ ｔ） ／ ２ －
ｐ２ （ ｔ） － ｚ^］ ＋ Ｇ１ｂ（ ｔ）ｘ ＋ Ｇ１ ｆ１ （ ｔ）ｙ ／ （ｃ１ （ ｔ） ＋ ｎ（ ｔ）ｘ ＋ ｘ２ ） ＋ Ｇ１ｙａ２ （ ｔ） ＋ Ｇ１ω１ ′（ ｔ） ＋
ｅω２（ ｔ） ［ω２′（ｔ） ＋ （ａ１ （ｔ） ＋ ａ２ （ｔ））］ｘｙ ＋ ［ａ１ （ｔ） ＋ σ２

１ （ｔ） ／ ２ ＋ ω２′（ｔ） ／ ２］ｘ２ － ｂ（ｔ）ｘ３ ／ ２ ＋
［ － ｆ２ （ｔ） ＋ ａ２ （ｔ） ＋ σ２

１ （ｔ） ／ ２ ＋ ω２′（ｔ） ／ ２］ｙ２ － ｆ２ （ｔ）ｙ３ ／ （ｃ２ （ｔ） ＋ ｘ） － ｆ１ （ｔ）ｙ２ ／ （ｃ１ （ｔ） ＋
ｎ（ ｔ）ｘ ＋ ｘ２ ） － ｂ（ ｔ）ｘ２ｙ － ｆ１ （ ｔ）ｘｙ ／ （ｃ１ （ ｔ） ＋ ｎ（ ｔ）ｘ ＋ ｘ２ ） － ｂ（ ｔ）ｘ３ ／ ２ ≤ ｅω^２ ［（ａ１ （ ｔ） ＋
ａ２ （ ｔ） ＋ ｚ）ｘｙ ＋ （ａ１ （ ｔ） ＋ σ２

１ （ ｔ） ／ ２ ＋ ｚ ／ ２）ｘ２ ］ － ｅω^２ （ｂ（ ｔ）ｘ３ ／ ２ ＋ ξ２ｙ２ ） － Ｇ１ ［ａ１ （ ｔ） －
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σ２
１ （ ｔ） ／ ２ － ｐ１ （ ｔ） ＋ ａ２ （ ｔ） － σ２

２ （ ｔ） ／ ２ － ｐ２ （ ｔ） － ｚ^ － ｓ^ ＋ ｕ^］ ＋ Ｇ１ ［ － ω１ （ ｔ） ＋ （ａ１ （ ｔ） －
σ２

１ （ ｔ） ／ ２ － ｐ２ （ ｔ） ＋ ａ２ （ ｔ） － σ２
２ （ ｔ） ／ ２ － ｐ２ （ ｔ） － ｚ^ － ｓ^ ＋ ｕ^）） ≤－ Ｇ１ξ１ ＋ ｅω^２ （ａ１ （ｔ） ＋

ａ２ （ｔ） ＋ Ｚ）ｘｙ ＋ ｅω^２ （ａ１ （ｔ） ＋ σ２
１ （ｔ） ／ ２ ＋ ｚ ／ ２）ｘ２ － ｅω^２ （ｂ（ｔ）ｘ３ ／ ２ ＋ ξ２ｙ２ ）。

令 η１ ＝ ｅω^２ （ａ１ （ ｔ） ＋ ａ２ （ ｔ） ＋ Ｋ）， η２ ＝ ｅω^２ （ａ１ （ ｔ） ＋ σ２
１ （ ｔ） ／ ２ ＋ Ｋ ／ ２） 。 所以， ＬＶ（ ｔ，ｘ，ｙ） ≤

－ Ｇ１ω１ （ ｔ） ＋η１ｘｙ ＋ η２ｘ２ － ｅω^２（ｂ（ｔ）ｘ３ ／ ２ ＋ ξ２ｙ２） ， 其中， Ｇ１ ＝ ｍａｘ
（ｘ，ｙ）∈Ｒ２＋

２｛η２ｘ２ － ｅω^２ｂ（ｔ）ｘ３ － ｅω^２ξ２ｙ２，２｝ ／ ξ１。

选择足够小的 ε１、 ε２ ， 使得 ０ ＜ ε１ ≤ η－１
１ ｍｉｎ｛ｅω^２ ／ ２，Ｇ１ξ１ ／ ４｝、 ０ ＜ ε１ ≤ η－１

１ ｍｉｎ｛ｅω^２ ／ ４，Ｇ１ξ１ ／ ４｝、

ｅω^２ｍｉｎ｛ｂ ／ （４ξ３
１）｝ ≥ Ｐ^３ － Ｇ１ξ１ ＋ １、 ｅω^２ｍｉｎ｛ξ２ ／ （４ξ２）｝ ≥ Ｐ^４ － Ｇ１ξ１ ＋ １ ， 其中， Ｐ３（ｘ，ｙ） ＝ η１（２ｘ５／ ２ ／ ５ ＋ ３ｙ５／ ３ ／ ５） ＋

η２ｘ２ － ｅω^２ｂｘ３ ／ ４ － ｅω^２ξ２ｙ２ ， Ｐ４ （ｘ，ｙ） ＝ η１ （２ｘ５ ／ ２ ／ ５ ＋ ３ｙ５ ／ ３ ／ ５） ＋ η２ｘ２ － ｅω^２ｂｘ３ ／ ２ － ｅω^２ξ２ｙ２ ／ ２。
考虑有界集 Ｕε１，２

＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２
＋ ε１ ＜ ｘ ＜ １ ／ ε１ ，ε２ ＜ ｙ ＜ １ ／ ε２ ｝ 。 令 Ｕ１

ε１，２
＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２

＋ ０ ＜
ｘ ≤ ε１ ｝， Ｕ２

ε１，２
＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２

＋ ０ ＜ ｙ ≤ ε２ ｝ ， Ｕ３
ε１，２

＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２
＋ ｘ ≥ １ ／ ε１ ｝， Ｕ４

ε１，２
＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈

Ｒ２
＋ ε１ ≤ ｘ ≤ １ ／ ε１ ，ｙ ≥ １ ／ ε２ ｝ 。 显然， ＵＣ

ε１，２
＝ Ｕ１

ε１，２
∪ Ｕ２

ε１，２
∪ Ｕ３

ε１，２
∪ Ｕ４

ε１，２
。

下面的证明与定理 ６ 的证明类似， 可以得到， 对于 ∀（ ｔ，ｘ，ｙ） ∈ ＵＣ
ε１，２

× Ｒ ＋ ， 有 ＬＶ（ ｔ，ｘ，ｙ） ≤－ １，
所以系统 （３） 有周期解。

３　 数值模拟结果
对于随机模型 （２）， 首先取初值 ｘ ＝ ０􀆰 １， ｙ ＝ ０􀆰 ２。 选择适当参数： ａ１ ＝ ０􀆰 ４， ｂ ＝ ０􀆰 １， ｍ１ ＝ １ ／ ６，

ｍ２ ＝ １ ／ ６， ｆ１ ＝ ０􀆰 １， ａ２ ＝ ０􀆰 ４， ｆ２ ＝ １􀆰 １， ｃ２ ＝ ５， ｃ１ ＝ ４， ｎ ＝ １， ｐ１ ＝ ０􀆰 ０６， ｐ２ ＝ ０􀆰 ０６， σ１ ＝ ０􀆰 ０２， σ２ ＝
０􀆰 ０２。 通过计算可得， ｆ２ （ａ１ － ｐ１ － σ２

１ ／ ２） － ａ２ － ｐ２ － σ２
２ ／ ２ ＝ ０􀆰 ０３３ ９８ ＞ ０ ， （ｎ － ｆ１ ）２ － ４（ｃ１ － ｆ１ｃ２ ） ＝

－ １３􀆰 １９ ＜ ０ ， 显然满足定理 ４ 和定理 ６ 的条件。 由图 １ 可以看出， 模型 （２） 的解围绕其确定性方

程的解波动且存在平稳分布。

图 1 系统(2)的密度函数图及解与其确定性系统的解（σ1=0.02,σ2=0.02）
Fig.1 Density function of system （2） and the solution with its deterministic system solution（σ1=0.02,σ2=0.02）
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对于随机模型 （２）， 首先取初值 ｘ ＝ ０􀆰 １， ｙ ＝ ０􀆰 ２。 选择适当参数： ａ１ ＝ ０􀆰 ４， ｂ ＝ ０􀆰 １， ｍ１ ＝ １ ／ ６，
ｍ２ ＝ １ ／ ６， ｆ１ ＝ ０􀆰 １， ａ２ ＝ ０􀆰 ４， ｆ２ ＝ １􀆰 １， ｃ２ ＝ ５， ｃ１ ＝ ４， ｎ ＝ １， ｐ１ ＝ ０􀆰 ０６， ｐ２ ＝ ０􀆰 ０６， σ１ ＝ ０􀆰 ２， σ２ ＝
０􀆰 ２。 通过计算可得， ａ２ ＞ ｐ２ ＋ σ２

２ ／ ２， ｆ２ （ａ１ － ｐ１ － σ２
１ ／ ２） － ａ２ － ｐ２ － σ２

２ ／ ２ ＝ ０􀆰 ０３２ ＞ ０， （ｎ － ｆ１ ） ２ －
４（ｃ１ － ｆ１ｃ２ ） ＝ － １３􀆰 １９ ＜ ０ ， 显然满足定理 ４ 和定理 ６ 的条件。 由图 ２ 可以看出， 模型 （２） 的解围绕

其确定性方程的解波动且存在平稳分布， 与图 １ 相比波动区域变大。

图 2 系统(2)的密度函数图,及其解与其确定性系统的解（σ1=0.2,σ2=0.2）
Fig.2 Density function of system （2） and the solution with its deterministic system solution（σ1=0.2,σ2=0.2）
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对于随机模型 （２）， 首先取初值 ｘ ＝ ０􀆰 １， ｙ ＝ ０􀆰 ２。 选择适当参数： ａ１ ＝ ０􀆰 ４， ｂ ＝ ０􀆰 １， ｍ１ ＝ １ ／ ６，
ｍ２ ＝ １ ／ ６， ｆ１ ＝ ０􀆰 １， ａ２ ＝ ０􀆰 ４， ｆ２ ＝ １􀆰 １， ｃ２ ＝ ５， ｃ１ ＝ ４， ｎ ＝ １， ｐ１ ＝ ０􀆰 ６， ｐ２ ＝ ０􀆰 ６， σ１ ＝ ０􀆰 ２， σ２ ＝ ０􀆰 ２。
通过计算， 显然满足定理 ５ 的条件 ｉｉ）。 由图 ３ 可以看出， 食饵 ｘ 与捕食者 ｙ 均灭绝， 说明过度捕获

将导致种群减少。

图 3 系统(2)以(x(0),y(0))=(0.1,0.2)为初始值的数值模拟

Fig.3 Numerical simulation with (x(0),y(0))=(0.1,0.2) as the initial value for system (2)
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对于随机模型 （３）， 首先取初值 ｘ ＝ ０􀆰 １， ｙ ＝ ０􀆰 ２。 选择适当参数： ａ１ ＝ ０􀆰 ４ ＋ ０􀆰 ０２ｓｉｎ（πｔ ／ ５），
ｂ ＝ ０􀆰 １ ＋ ０􀆰 ０２ｓｉｎ（πｔ ／ ５）， ｍ１ ＝ １ ＋ ０􀆰 ０２ｓｉｎ（πｔ ／ ５）， ｍ２ ＝ １ ＋ ０􀆰 ０２ｓｉｎ（πｔ ／ ５）， ｆ１ ＝ ０􀆰 １ ＋
０􀆰 ０２ｓｉｎ（πｔ ／ ５）， ａ２ ＝ ０􀆰 ４ ＋ ０􀆰 ０２ｓｉｎ（πｔ ／ ５）， ｆ２ ＝ １􀆰 １ ＋ ０􀆰 ０２ｓｉｎ（πｔ ／ ５）， ｃ２ ＝ ５ ＋ ０􀆰 ０２ｓｉｎ（πｔ ／ ５），
ｃ１ ＝ ４ ＋ ０􀆰 ０２ｓｉｎ（πｔ ／ ５）， ｎ ＝ １ ＋ ０􀆰 ０２ｓｉｎ（πｔ ／ ５）， ｐ１ ＝ ０􀆰 ０６ ＋ ０􀆰 ０２ｓｉｎ（πｔ ／ ５）， ｐ２ ＝ ０􀆰 ０６ ＋
０􀆰 ０２ｓｉｎ（πｔ ／ ５）， σ１ ＝ ０􀆰 ０１ ＋ ０􀆰 ００１ｓｉｎ（πｔ ／ ５）， σ２ ＝ ０􀆰 ０１ ＋ ０􀆰 ００１ｓｉｎ（πｔ ／ ５） ， 显然符合定理 ７ 的 ξ１ ＞
０、 ξ２ ＞ ０ 条件。 由定理 ７ 可以看出， 系统 （３） 至少存在一个周期解， 这意味着捕食者和食饵种群将

长期共存并表现出周期性。 由图 ４ 和图 ５ 可以看出， 对于任何正的初始值， 确定性模型的解将在一段

时间后进入周期轨道， 而当噪声强度较小时， 随机模型 （３） 的解会在周期轨道的小范围内振动。
模拟结果说明， 环境噪声强度和可捕获性对随机捕食⁃食饵模型有重要的影响。

图 4 以(x(0),y(0))=(0.1,0.2)为初始值的系统(3)相对应的确定性系统的解及其系统(3)的解

Fig.4 The solution of the deterministic system (3) corresponding to the system with (x(0),y(0))=
(0.1,0.2) as the initial value and its solution of system (3)
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图 5 以(x(0),y(0))=(0.1,0.2)为初始值的随机模型(3)和相应的确定模型的解(x(t),y(t))的周期图

Fig.5 Stochastic model （3） with (x(0),y(0))=(0.1,0.2) as the initial value and the periodic graph
of the solution (x(t),y(t)) for deterministic model

x(t)

y(
t)

x(t)
a） 确定性模型 Deterministic model b） 随机性模型 Stochastic model

·５９３·



集美大学学报 （自然科学版） 第 ２８ 卷

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

４　 结论
本文研究了具有 Ｈｏｌｌｉｎｇ ＩＶ 功能性反应和非线性收获的随机捕食⁃食饵系统。 证明了对于任意给定

的初始值， 系统 （２） 都存在唯一的全局正解； 得到了系统 （２） 的平均持续生存与灭绝的充分条件。
此外， 在满足一定条件下， 使用 Ｈａｓ􀆳ｍｉｎｓｋｉｉ 的平稳分布理论及周期性理论， 得到了系统 （２） 存在唯

一的平稳分布且具有遍历性， 并获得了系统 （３） 存在非平凡的正周期解。
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