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空气污染物随机扩散的 ＳＩＳ 模型动力学

黄幼林， 魏春金， 张树文

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 研究一类具有非线性传染率与空气污染物随机扩散的随机 ＳＩＳ 模型的动力学。 假设疾病传播系

数是关于空气质量指数的函数， 根据随机过程的统计性质， 导出了感染者 Ｉ（ ｔ） 满足的一维随机微分方程模

型。 证明该随机微分方程模型正解的存在唯一性， 得到该疾病灭绝的充分条件与一些性质。 最后通过数值

模拟验证该结论。
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０　 引言
随着城市化和工业化的发展， 化石燃料的使用使汽车尾气的排放增多， 工业化过度发展， 植被破

坏严重， 空气污染水平已经达到四级［１］ 。 城市已经笼罩在浓浓的烟雾中， 尤其是在冬季［２］ 。 空气污

染已经引起世界各地的高度关注。 流行病学研究表明， 微粒空气污染与某些疾病有关［３ － ５］ 。 空气污染

每年造成全球超过 ３００ 万人死亡， 并导致了呼吸疾病的流行［６］ 。
近几年来， 许多学者通过建立数学模型， 研究了排放到生态系统中的污染物是如何通过环境污染

以及污染系统对周围种群影响的［７ － １０］ 。 这些研究采用了确定性模型来描述生物体内和环境中的污染

物浓度的变化。 全球空气污染的严重程度常用空气质量指数 （ａｉｒ ｑｕａｌｉｔｙ ｉｎｄｅｘ， ＡＱＩ） 来描述。 ＡＱＩ
随温度、 降雨、 大气压、 风向和速度等各种气象因素发生变化， 随机性对 ＡＱＩ 的影响可能比呼吸疾

病的直接影响强得多［１１ － １３］ 。 因此， 将随机 ＡＱＩ 动态演化方程与确定性呼吸传染病模型相结合， 对了
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解 ＡＱＩ 的随机干扰是如何影响呼吸道疾病的传播具有重要意义。
根据呼吸道疾病的发病机制， 本文考虑以下传染率受 ＡＱＩ 影响的 ＳＩＳ 模型， 即

ｄＳ ＝ （ω － β（Ｆ）ＳＩ ／ ｈ（Ｎ） － ｄ１Ｓ ＋ γＩ）ｄｔ，
ｄＩ ＝ （β（Ｆ）ＳＩ ／ ｈ（Ｎ） － ｄ１ Ｉ － αＩ － γＩ）ｄｔ，
ｄＦ ＝ （ｃ － μＦ）ｄｔ。

ì

î

í

ïï

ïï
（１）

其中： Ｎ（ ｔ） 是 ｔ 时刻的人口总数， 满足 Ｎ（ ｔ） ＝ Ｓ（ ｔ） ＋ Ｉ（ ｔ） ， 初值 Ｎ０ ＝ Ｓ０ ＋ Ｉ０ ； Ｓ（ ｔ） 和 Ｉ（ ｔ） 分别表

示易感者和感染者在 ｔ 时刻的数量； ω 表示人口的输入率； ｄ１ 和 α 分别表示自然死亡率和疾病死亡

率； γ 表示感染个体的恢复率； β（Ｆ） ＝ βＦ 表示受 ＡＱＩ 影响的传染率； Ｆ（ ｔ） 表示 ｔ 时刻的空气质量指

数； ｃ 表示污染物流入空气的速率； μ 表示污染物的净化率； β（Ｆ）ＳＩ ／ ｈ（Ｎ） 表示疾病的饱和发生率；

ｈ（Ｎ） ＝ （１ ＋ ｆＮ ＋ １ ＋ ２ｆＮ） ／ ｆ ［１４］ 。
容易证明 Γ ＝ ｛（Ｓ（ ｔ），Ｉ（ ｔ）） Ｓ（ ｔ） ≥ ０，Ｉ（ ｔ） ≥ ０，ω ／ （ｄ１ ＋ α ＋ γ） ≤ Ｎ（ ｔ） ≤ ω ／ ｄ１ ｝ 是系统 （１）

的正不变集。 系统 （１） 可写为

ｄＩ ＝ （βＦ（Ｎ － Ｉ） Ｉ ／ ｈ（Ｎ） － ｄ１ Ｉ － αＩ － γＩ）ｄｔ，
ｄＦ ＝ （ｃ － μＦ）ｄｔ。{ （２）

　 　 该系统的平衡点 Ｅ１ ＝ （ Ｉ∗，Ｆ∗） ＝ （Ｎ∗ － μｈ（Ｎ∗）（ｄ１ ＋ α ＋ γ） ／ （βｃ），ｃ ／ μ） ， Ｅ２ ＝ （０，ｃ ／ μ） ， 基

本再生数 Ｒ０ ＝ βｃＮ０ ／ ［μｈ（Ｎ０ ）（ｄ１ ＋ α ＋ γ）］ 。
然而， 随机扰动经常出现在各种自然现象中， 空气污染物的净化可能会受到随机因素的影响。 因

此， 本文考虑对空气污染物的净化率进行了随机扰动， 研究与确定性模型 （２） 相对应的随机模型， 即

ｄＩ ＝ （βＦ（Ｎ － Ｉ） Ｉ ／ ｈ（Ｎ） － ｄ１ Ｉ － αＩ － γＩ）ｄｔ，
ｄＦ ＝ （ｃ － μＦ）ｄｔ － δＦｄＢ（ ｔ）。{ （３）

其中： δ２ 表示白噪声强度； Ｂ（ ｔ） 是标准布朗运动。 由文献 ［１５］ 可得 Ｆ（ ｔ） ＝ ｃ ／ μ ＋ （Ｆ０ － ｃ ／ μ）

ｅｘｐ（－ μｔ） ＋ σ（ｔ）ｄＢ（ｔ） ／ ｄｔ ， 其中：σ（ｔ） ＝ Ｖａｒ（Ｆ（ｔ）） ， Ｖａｒ（Ｆ（ｔ）） ＝ Ｐ１ ＋ Ｐ２ｅｘｐ（－ μｔ） ＋ Ｐ３ｅｘｐ（ － ２μｔ） ＋
Ｐ４ｅｘｐ［（δ２ － ２μ）ｔ］ ， Ｐ１ ＝ ｃ２δ２ ／ ［μ２（２μ － δ２）］ ， Ｐ２ ＝ ２ｃδ２（Ｆ０μ － ｃ） ／ ［μ（μ － δ２）］ ， Ｐ３ ＝ － （Ｆ０ － ｃ ／ μ）２ ，
Ｐ４ ＝ Ｆ２

０ ＋２ｃ（Ｆ０δ２ － ２Ｆ０μ ＋ ｃ） ／ ［（２μ － δ２）（μ － δ２）］ 。 因此， 系统 （３） 可表示为

ｄＩ ＝ Ｉ［（βｃ ／ μ ＋ （βＦ０ － βｃ ／ μ）ｅｘｐ（ － μｔ））（Ｎ － Ｉ） ／ ｈ（Ｎ） － （ｄ１ ＋ α ＋ γ）］ｄｔ ＋
βσ（ ｔ）（Ｎ － Ｉ） Ｉ ／ ｈ（Ｎ）ｄＢ（ ｔ）。　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （４）

１　 预备知识
为方便起见， 给出以下记号： １） Ｒｎ

＋ ＝ ｛（ａ１ ，ａ２ ，…，ａｎ） ∈ Ｒｎ ａｉ ＞ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｎ｝ ； ２） 对于 ｎ
个函数 ｌ１ ，…，ｌｎ ， 定义 ｌ１ ∨ ｌ２ ∨ … ∨ ｌｎ ＝ ｍａｘ｛ ｌ１ ，…，ｌｎ｝ 。

假设 ｘ（ ｔ） ＝ （Ｘ１ （ ｔ），Ｘ２ （ ｔ），…，Ｘｎ（ ｔ））（ ｔ ≥ ０） 是随机微分方程

ｄＸ（ ｔ） ＝ ［ｕ（ ｔ） ＋ Ｕ（ ｔ）Ｘ（ ｔ）］ｄｔ ＋ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
［ ｆｉ（ ｔ） ＋ Ｆｉ（ ｔ）Ｘ（ ｔ）］ｄＷｉ（ ｔ） （５）

的解， 其中： Ｗ（ ｔ） ＝ ［Ｗ１ （ ｔ），Ｗ２ （ ｔ），…，Ｗｍ（ ｔ）］ Ｔ 是 ｍ 维维纳过程； Ｕ（ ｔ） 和 Ｆｉ（ ｔ） 是 ｎ × ｎ 矩阵函

数； ｕ（ ｔ） 和 ｆｉ（ ｔ） 是 ｍ × ｍ 矩阵向量。
定理 １［１６］ 　 假设函数 ｕ（ｔ） 、 ｆｉ（ｔ） 、Ｕ（ｔ） 和Ｆｉ（ｔ） 关于 ｔ∈ ［０，Ｔ］ 是可测量和有界的， 对于 ｔ∈ ［０，

Ｔ］ 满足 ＥＸ２
０ ＜ ∞ ， 任意初值 Ｘ０ 与 Ｗ（ｔ） 无关， 则系统 （５） 存在唯一的解 Ｘ（ｔ） ， 满足 Ｘ（０） ＝ Ｘ０ 。

定理２［１７］ （Ｉｔｏ^ 公式） 　 设 ｘ（ｔ）（ｔ≥０） 是 Ｉｔｏ^ 过程， 其随机微分为 ｄｘ（ｔ） ＝ ｆ（ｔ）ｄｔ ＋ ｇ（ｔ）ｄＢ（ｔ） ， 其

中： ｆ ∈ Ｌ１ （Ｒ＋ ，Ｒｎ） ； ｇ ∈ Ｌ２ （Ｒ＋ ，Ｒｎ×ｍ） 。 若 Ｖ（ｘ（ｔ），ｔ） ∈ Ｃ２，１ （Ｒｎ × Ｒ＋ ；Ｒ） ， 则 Ｖ（ｘ（ｔ），ｔ） 仍然是 Ｉｔｏ^
过程， 具有随机微分 ｄＶ（ｘ（ｔ），ｔ） ＝ Ｖｔ（ｘ（ｔ），ｔ）ｄｔ ＋ Ｖｘ（ｘ（ｔ），ｔ）ｄｘ（ｔ） ＋ （１ ／ ２）ｄｘＴ（ｔ）Ｖｘｘ（ｘ（ｔ），ｔ）ｄｘ（ｔ）。

·２６５·
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２　 主要结果及证明
定理 ３　 对任意给定的初值 Ｉ０ ∈ （０，Ｎ０ ） ， 若 δ２ ＜ ２μ ， 则系统 （４） 存在唯一解 Ｉ（ ｔ） ， 并且以概

率 １ 存在于 （０，Ｎ０ ） 中。
证明　 显然， 系统 （４） 的参数满足局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件， 则系统 （４） 存在唯一的局部解 Ｉ（ ｔ）

（ ｔ ∈ ［０，τｅ）） ， 其中 τｅ 是爆破时间。 为了证明这个解是全局的， 只需证明 τｅ ＝ ＋∞ 。
令 ｋ０ ＞ ０ 足够大， 使得 Ｉ０ ∈ （１ ／ ｋ０ ，Ｎ０ － １ ／ ｋ０ ） ， 对于任意的正数 ｋ ≥ ｋ０ ， 定义一个停时序列

τｋ ＝ ｉｎｆ｛ ｔ ∈［０，τｅ）：Ｉ（ ｔ） ∉ （１ ／ ｋ，Ｎ０ － １ ／ ｋ）｝ 。
定义 ｉｎｆ Φ ＝ ∞ （Φ 代表一个空集）。 显然， 当 ｋ → ∞ 时， τｋ 是单调递增的， 且 τｋ ＜ τｅ ， 因此有

τ∞ ＝ ｌｉｍ
ｋ→＋∞

τｋ ， 其中 τ∞ ≤ τｅ 。 因此， 只需证明 τ∞ → ∞ 。

假设 τ∞ →／ ∞ ， 则存在常数 Ｔ ≥ ０ 、 ε ∈ （０，１） 和一个整数 ｋ１ ≥ ｋ０ ， 有 Ｐ｛τｋ ≤ Ｔ｝ ≥ ε ， ∀ｋ ≥ ｋ１ 。
定义一个 Ｃ２ ⁃函数： Ｒ２

＋ → Ｒ ＋ ， Ｖ ＝ １ ／ Ｉ ＋ １ ／ （Ｎ － Ｉ） 。 由 Ｉｔｏ^ 公式可得 ｄＶ ＝ ＬＶｄｔ ＋ ［１ ／ （Ｎ － Ｉ） ２ －
１ ／ Ｉ２ ］［βσ（ ｔ）（Ｎ － Ｉ） ／ ｈ（Ｎ）］ｄＢ（ ｔ） ， 其中：

ＬＶ ＝ Ｉ［（βｃ ／ μ ＋ （βＦ０ － βｃ ／ μ）ｅ －μｔ）（Ｎ － Ｉ） ／ ｈ（Ｎ） － （ｄ１ ＋ α ＋ γ）］ ／ （Ｎ － Ｉ） ２ － ［（βｃ ／ μ ＋ （βＦ０ －
βｃ ／ μ）ｅ －μｔ）（Ｎ － Ｉ） ／ ｈ（Ｎ） － （ｄ１ ＋ α ＋ γ）］ ／ Ｉ ＋ β２σ２ （ ｔ）（Ｎ － Ｉ） ２ Ｉ［ － １ ／ Ｉ３ ＋ １ ／ （Ｎ －
Ｉ） ３ ］ ／ ｈ２ （Ｎ） ≤ （ｄ１ ＋ α ＋ γ） ／ Ｉ ＋ Ｉ［βｃ ／ μ ＋ （βＦ０ － βｃ ／ μ）ｅ －μｔ］ ／ （ｈ（Ｎ）（Ｎ － Ｉ）） ＋
β２σ２ （ ｔ） Ｉ２ ／ （（Ｎ － Ｉ）ｈ２ （Ｎ）） ＋ β２σ２ （ ｔ）（Ｎ － Ｉ） ２ ／ ｈ２ （Ｎ） Ｉ。

根据 ｈ（Ｎ） 的表达式， 易证 ０ ＜ Ｉ ／ ｈ（Ｎ） ＜ １ 和 ０ ＜ （Ｎ － Ｉ） ／ ｈ（Ｎ） ＜ １ 。 若 βＦ０ ≤ βｃ ／ μ ， 则

βｃ ／ μ ＋ （βＦ０ － βｃ ／ μ）ｅ －μｔ ≤ βｃ ／ μ ； 若 βＦ０ ≥ βｃ ／ μ ， 则 βｃ ／ μ ＋ （βＦ０ － βｃ ／ μ）ｅ －μｔ ≤ βＦ０ 。 由 δ２ ＜ ２μ 及

σ（ｔ） 表达式得到， 存在 Ｍ１ ＞ ０ ， 满足 σ（ｔ） ≤ Ｍ１ ， ｔ ≥ ０ 。 定义Ｍ０ ＝ βＦ０ ∨ βｃ ／ μ 及 Ｋ ＝ （ｄ ＋ α ＋ γ ＋
β２Ｍ２

１） ∨ （Ｍ０ ＋ β２Ｍ２
１） ， 故 ＬＶ ≤Ｋ［１ ／ Ｉ ＋ １ ／ （Ｎ － Ｉ）］ ＝ ＫＶ 。 因此， 对∀ｔ ∈ ［０，Ｔ］ 及 ｋ ≥ ｋ１ ， 有ＥＶ（Ｉ（ｔ ∧

τｋ）） ＝ Ｖ（Ｉ０） ＋ Ｅ ∫ｔ∧τｋ

　 ０
ＬＶ（Ｉ，Ｆ）ｄｓ ≤ Ｖ（Ｉ０） ＋ Ｅ ∫ｔ∧τｋ

　 ０
ＫＶ（Ｉ，Ｆ）ｄｓ ≤ Ｖ（Ｉ０） ＋ ＫＥ ∫ｔ∧τｋ

　 ０
Ｖ（Ｉ，Ｆ）ｄｓ。

其余的证明与文献 ［１８］ 相似， 在此省略。
定理 ４　 令 Ｒｓ

０ ＝ βｃＮ０ ／ ［μ（ｄ１ ＋ α ＋ γ）ｈ（Ｎ０ ）］ － β２ｃ２δ２Ｎ２ ／ ［２μ２ （２μ － δ２ ）（ｄ１ ＋ α ＋ γ）ｈ２ （Ｎ０ ）］ 。 设

Ｉ（ ｔ） 是模型 （４） 的任意解， 对任意给定的初值 Ｉ０ ∈ （０，Ｎ０ ） ， 若下列其中一个条件成立； ｉ） δ２ ≤
２μ２ｄ１ｈ（ω ／ ｄ１ ） ／ ［βｃω ＋ μｄ１ｈ（ω ／ ｄ１ ）］ 和 Ｒｓ１

０ ＝ βｃω ／ ［μｄ１ （ｄ１ ＋ α ＋ γ）ｈ（ω ／ ｄ１ ）］ － β２ｃ２δ２ω２ ／ ［２μ２ （２μ －
δ２ ）（ｄ１ ＋ α ＋ γ） ３ｈ２ （ω ／ （ｄ１ ＋ α ＋ γ））］ ＜ １ ； ｉｉ） δ２ ＜ ２μ 和 δ２ ＞ ２μ ／ ［２（ｄ１ ＋ α ＋ γ）ｈ２ （ω ／ （ｄ１ ＋ α ＋
γ）） ＋ １］ ， 则疾病指数灭绝。

证明　 ｉ） 应用 Ｉｔｏ^ 公式可得

ｄｌｎ Ｉ ＝ ＬＶｄｔ ＋ ［βσ（ ｔ）（Ｎ － Ｉ） ／ （２ｈ（Ｎ））］ｄＢ（ ｔ）。 （６）
其中： ＬＶ ＝ （βｃ ／ μ ＋ （βＦ０ － βｃ ／ μ）ｅ －μｔ）（Ｎ － Ｉ） ／ ｈ（Ｎ） － （ｄ１ ＋ α ＋ γ） － β２σ２ （ ｔ）（Ｎ － Ｉ） ２ ／ （２ｈ２ （Ｎ）） 。

对式 （６） 两边同时从 ０ 到 ｔ 积分并除以 ｔ 可得： ｔ －１ ｌｎ Ｉ（ ｔ） ＝ ｔ －１ ｌｎ Ｉ０ ＋ ｔ －１ ∫ｔ

０
ｇ１ ｄｓ ＋ ｇ２ ／ ｔ ＋ ｔ －１

∫ｔ

０
ｇ３ （ Ｉ（ ｓ））ｄＢ（ ｓ） 。 其中： ｇ１ ＝ βｃ（Ｎ － Ｉ） ／ （μｈ（Ｎ）） － β２ｃ２δ２ （Ｎ － Ｉ） ２ ／ ［２μ２ （２μ － δ２ ）ｈ２ （Ｎ）］ － （ｄ１ ＋

α ＋ γ） ； ｇ２ ＝ ∫ｔ

０
｛（βＦ０ － βｃ ／ μ）ｅ －μｓ（Ｎ － Ｉ） ／ ｈ（Ｎ） － β２ （Ｎ － Ｉ） ２ ［Ｐ２ ｅ －μｓ ＋ Ｐ３ ｅ －２μｓ ＋

Ｐ４ ｅ（δ－２μ） ｓ］ ／ （２ｈ２ （Ｎ））｝ｄｓ 。 因 此， ｇ１ ＝ － β２ｃ２δ２ Ｉ２ ／ （２μ２ （２μ － δ２ ）ｈ２ （Ｎ）） ＋ Ｉ［β２ｃ２δ２ ／ （２μ２ （μ －
δ２ ）ｈ２ （Ｎ）） － βｃ ／ （μｈ（Ｎ））］ ＋ βｃＮ ／ （μｈ（Ｎ）） － β２ｃ２δ２Ｎ２ ／ （２μ２ （２μ － δ２ ）ｈ２ （Ｎ）） － （ｄ１ ＋ α ＋ γ） ≤
－ β２ｃ２δ２Ｎ２ ／ （２μ２ （２μ － δ２ ）ｈ２ （Ｎ）） ＋ βｃＮ ／ （μｈ（Ｎ）） － （ｄ１ ＋ α ＋ γ） ＋ Ｉ｛β２ｃ２δ２ ／ ［２μ２ （μ － δ２ ）ｈ２ （ω ／ （ｄ１ ＋
α ＋ γ））］ － βｃ ／ （μｈ（ω ／ ｄ１ ＋ α ＋ γ））｝ ≤－ β２ｃ２δ２ω２ ／ ［２μ２ （２μ － δ２ ）（ｄ１ ＋ α ＋ γ）３ｈ２ （ω ／ （ｄ１ ＋ α ＋ γ））］ ＋
βｃω ／ （μｄ１ｈ（ω ／ ｄ１ ）） － （ｄ１ ＋ α ＋ γ） ＝ （ｄ１ ＋ α ＋ γ）（Ｒｓ１

０ － １） ＜ ０ 。

·３６５·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

由于 δ２ ≤２μ２ｄ１ｈ（ω ／ ｄ１ ） ／ ［βｃω ＋ μｄ１ｈ（ω ／ ｄ１ ）］ 和 δ２ ＜ ２μ成立， 则容易证明 ｌｉｍ
ｔ→∞ ∫ｔ

０
ｇ３ ｄＢ（ ｓ） ＝ ０ 以

及 ｌｉｍ
ｔ→∞

（ｇ２ ／ ｔ） ＝ ０ 。 因此 ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｉ（ ｔ） ＝ ０ 。

ｉｉ） 若 δ２ ＜ ２μ 和 δ２ ＞ ２μ ／ ［２（ｄ１ ＋ α ＋ γ）ｈ２ （ω ／ （ｄ１ ＋ α ＋ γ）） ＋ １］ ， 则 ｇ１ ＝ － β２Ｐ１ ［（ Ｉ － Ｎ） ２ ＋
２ｃｈ（Ｎ）（ Ｉ － Ｎ） ／ （βμＰ１ ）］ ／ （２ｈ２ （Ｎ）） － （ｄ１ ＋ α ＋ γ） ＝ － β２Ｐ１ ［ Ｉ － Ｎ ＋ ｃｈ（Ｎ） ／ （βμＰ１ ）］ ２ ／ （２ｈ２ （Ｎ）） ＋
ｃ２ ／ （２μ２Ｐ１ｈ２ （Ｎ）） － （ｄ１ ＋ α ＋ γ） ≤ （２μ － δ２ ） ／ ［２δ２ｈ２ （ω ／ （ｄ１ ＋ α ＋ γ））］ － （ｄ１ ＋ α ＋ γ） ＜ ０ 。 同理

可证 ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｉ（ ｔ） ＝ ０ 。

定理 ５　 设 Ｉ（ ｔ） 是系统 （４） 满足初始条件 Ｉ０ ∈ （０，Ｎ０ ） 的任意解， 若 Ｒｓ２
０ ＝ βｃω ／ ［μ（ｄ１ ＋ α ＋

γ） ２ｈ（ω ／ （ｄ１ ＋ α ＋ γ））］ － β２ｃ２δ２ω２ ／ ［２μ２ｄ２ （２μ － δ２ ）（ｄ１ ＋ α ＋ γ）ｈ２ （ω ／ ｄ１ ）］ ＞ １ ， δ２ ≤
２μ２ｄ１ｈ（ω ／ ｄ１ ） ／ ［βｃω ＋ μｄ１ｈ（ω ／ ｄ１ ）］ ∨ ２μ ／ ［２（ｄ１ ＋ α ＋ γ） ＋ １］ ， 则模型 （４） 的解有下列性质， 即

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

Ｉ（ ｔ） ≥ ε， （７）

ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→∞

Ｉ（ ｔ） ≤ ε。 （８）

其中：

ε ＝ Ｎ０ ＋ ｈ（Ｎ０ ）［ ｃ２ － ２μ２Ｐ１ （ｄ ＋ α ＋ γ） － ｃ］ ／ （μβＰ１ ） （９）
是 ｇ１ （ｘ） ＝ － β２Ｐ１ （Ｎ０ － ｘ）２ ／ （２ｈ２ （Ｎ０ ）） ＋ βｃ（Ｎ０ － ｘ） ／ （μｈ（Ｎ）） － （ｄ１ ＋ α ＋ γ） 在 ［０，ω ／ ｄ１ ］ 上唯一的根。

证明　 当 δ２ ＜ ２μ时， ｇ２ （Ｉ，ｔ） 在 ［０，ω ／ ｄ１ ］ × ［０，∞ ） 有界， 故容易得到 ｌｉｍ
ｔ→∞

（ｇ２ ／ ｔ） ＝ ０ 。 若 Ｒｓ１
０ ＞ １，

满足 ｇ１ （Ｎ０ ） ＝ － （ｄ１ ＋ α ＋ γ） ＜ ０ 和 ｇ１ （０） ≥ （ｄ１ ＋ α ＋ γ）（Ｒｓ１
０ － １） ＞ ０ ， 则 ｇ１ （ｘ） 有一个正根和

一个负根， 并且满足： ｉ） 当 ｘ ∈ （０，０ ∨ ［μβＰ１Ｎ０ － ｃｈ（Ｎ０ ）］ ／ （μβＰ１ ）） 时， ｇ１ （ｘ） ＞ ０ 严格递增； ｉｉ）
当 ｘ ∈ （０ ∨ ［μβＰ１Ｎ０ － ｃｈ（Ｎ０）］ ／ （μβＰ１），ε） 时， ｇ１（ｘ） ＞ ０ 严格递减； ｉｉｉ） 当 ｘ ∈ （ε，Ｎ０） 时， ｇ１（ｘ） ＜ ０
严格递减。

假设不等式 （ ７ ） 不成立， 则存在充分小的 􀆠１ ∈ （０，１） ， 使 Ｐ（Ω１ ） ＞ 􀆠１ ， 其中 Ω１ ＝
｛ｌｉｍ ｓｕｐ

ｔ→∞
Ｉ（ ｔ） ≤ ε － ２􀆠１ ｝ 。 因此， 对 ∀􀅼 ∈ Ω１ ， 存在 Ｔ ＝ Ｔ（􀅼） ＞ ０ ， 使

Ｉ（ ｔ，􀅼） ≤ ε － 􀆠１ ，ｔ ≥ Ｔ（􀅼）。 （１０）
使 􀆠１ 充分小， 满足 ｇ（０） ＞ ｇ１ （ε － 􀆠１ ） 。 由 ｉ）、 ｉｉ） 和式 （１０） 得， 对 ∀ｔ≥Ｔ（􀅼） ， 有 ｇ１ （Ｉ（ｔ，􀅼）） ≥

ｇ１ （ε － 􀆠１ ） 。 根据强大数定理， 存在 Ω２ ⊂ Ω ， 使对 ∀􀅼 ≥ Ω２ ， 有 ｌｉｍ
ｔ→∞

ｔ －１ ∫ｔ

０
βσ（ ｓ）（Ｎ － Ｉ（ ｓ，

􀅼））ｈ －１ （Ｎ）ｄＢ（ ｓ，􀅼） ＝ ０ ， 则 ｌｎ Ｉ（ ｔ，􀅼） ≥ ｌｎ Ｉ０ ＋ ∫Ｔ（􀅼）

　 ０
ｇ１ （ Ｉ（ ｓ，􀅼））ｄｓ ＋ ｇ１ （ε － 􀆠１ ）（ ｔ － Ｔ（􀅼）） ＋

ｇ２ （ ｔ，􀅼） ＋ ∫ｔ

０
βσ（ ｓ）（Ｎ － Ｉ（ ｓ，􀅼））ｈ －１ （Ｎ）ｄＢ（ ｓ，􀅼） 。 因此， ｌｉｍ ｉｎｆ

ｔ→∞
ｌｎ Ｉ（ ｔ，􀅼） ／ ｔ ≥ ｇ１ （ε － 􀆠１ ） ＞ ０ 。

所以 ｌｉｍ
ｔ→∞

ｌｎ Ｉ（ ｔ，􀅼） ＝ ∞ ， 这与式 （１０） 相矛盾， 故式 （７） 成立。 同理可证式 （８）。

定理 ６　 设 Ｒｓ２
０ ＞ １ 和 δ２ ≤ ２μ２ｄ１ｈ（ω ／ ｄ１ ） ／ ［βｃω ＋ μｄ１ｈ（ω ／ ｄ１ ）］ ∨ ２μ ／ ［２（ｄ１ ＋ α ＋ γ） ＋ １］ 。 若

函数式 （７） 中的 ε 是关于 δ 的一个函数且有

０ ＜ δ ＜ ２μ － ２ｃμβ２Ｎ２
０ ／ ［β２ｃ２Ｎ２

０ ＋ ２βｃμＮ０ｈ（Ｎ０ ） － ２μ２ｈ２ （Ｎ０ ）（ｄ１ ＋ α ＋ γ）］ ＝ δ∗， （１１）
则 ε 严格递减， 且 ｌｉｍ

δ→０ ＋
ε ＝ Ｎ０ （１ － １ ／ Ｒ０ ） ， 即有

ｌｉｍ
δ→δ∗

ε ＝
０，１ ＜ Ｒ０ ＜ ２，
Ｎ０ ［１ － １ ／ （Ｒ０ － １）］，Ｒ０ ＞ ２。{ （１２）

　 　 证明　 由于 ｄε ／ ｄδ ＝ （ｄε ／ ｄＰ１）·（ｄＰ１ ／ ｄδ） ＝ － ４ｃ２δμ－１（２μ － δ２） －２［ｈ（Ｎ０）（ ｃ２ － ２Ｐ１μ２（ｄ１ ＋ α ＋ γ） －

ｃ） ／ （μβＰ２
１） ＋ μｈ（Ｎ０）（ｄ１ ＋ α ＋ γ） ／ （βＰ１ ｃ２ － ２Ｐ１μ２（ｄ１ ＋ α ＋ γ））］ ＝ － ２ｃ２δｈ（Ｎ０）［ ｃ２ － ２Ｐ１μ２（ｄ１ ＋ α ＋ γ） －

ｃ］２ ／ （μ２βＰ２
１（２μ － δ２）２） ＜ ０ ， 因此， 随着 δ 的增加， ε 严格减小。 应用 Ｌ′Ｈｏｐｉｔａｌ 定理得： ｌｉｍ

δ→０ ＋
ε ＝ Ｎ０ ＋

·４６５·
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ｌｉｍ
δ→０ ＋

ｈ（Ｎ０ ）μ（ｄ１ ＋ α ＋ γ） ／ （β ｃ２ － ２Ｐ１μ２ （ｄ１ ＋ α ＋ γ） ） ＝ Ｎ０ （１ － １ ／ Ｒ０ ） 。

定义 Ｊ１ ＝ β２ｃ２Ｎ２
０ ， Ｊ２ ＝ β２ｃ２Ｎ２

０ ＋ ２βｃμＮ０ｈ（Ｎ０ ） － ２μ２ （ｄ１ ＋ α ＋ γ）ｈ２ （Ｎ０ ） ， 则 ｌｉｍ
δ→δ∗－

Ｐ１ ＝

ｌｉｍ
δ→δ∗－

ｃ２δ２ ／ （μ２ （２μ － δ２ ）） ＝ ｃ２ （Ｊ２ － Ｊ１ ） ／ （μ２Ｊ１ ） ， Ｊ２
１ － ２（Ｊ２ － Ｊ１ ）Ｊ１ （ｄ１ ＋ α ＋ γ） ＝ μｈ（Ｎ０ ） ×

β２ｃ２Ｎ２
０ － ２μβｃＮ０ｈ（Ｎ０）（ｄ１ ＋ α ＋ γ） ＝ μβｃＮ０ｈ（Ｎ０）（ｄ１ ＋ α ＋ γ） Ｒ０ － ２ ， βＮ０ｃ（Ｊ２ － Ｊ１） － μｈ（Ｎ）Ｊ１ ＝

βｃＮ０μ２ｈ２ （Ｎ０ ）（ｄ１ ＋ α ＋ γ）［βｃＮ０ ／ μｈ（Ｎ０ ）（ｄ１ ＋ α ＋ δ） － ２］ ＝ βｃＮ０μ２ｈ２ （Ｎ０ ）（ｄ１ ＋ α ＋ γ）（Ｒ０ － ２） ，
βｃ（Ｊ２ － Ｊ１ ） ＝ ２βｃμ２ｈ２ （Ｎ０ ）（ｄ１ ＋ α ＋ γ）［βｃＮ０ ／ （μｈ（Ｎ０ ）（ｄ１ ＋ α ＋ γ）） － １］ ＝ ２βｃμ２ｈ２ （Ｎ０ ）（ｄ１ ＋ α ＋

γ）（Ｒ０ － １） 。 因此， ｌｉｍ
δ→δ∗－

ε ＝ Ｎ０ ＋ μＪ１ ［ｈ（Ｎ０ ） ｃ２ － ２ｃ２ （ｄ１ ＋ α ＋ γ）（Ｊ２ － Ｊ１ ） ／ Ｊ１ － ｃｈ（Ｎ０ ）］ ／ （βｃ２ （Ｊ２ －

Ｊ１ ）） ＝ ［μｈ（Ｎ０ ） Ｊ２
１ － ２（Ｊ２ － Ｊ１ ）Ｊ１ （ｄ１ ＋ α ＋ γ） ＋ βＮ０ｃ（Ｊ２ － Ｊ１ ） － μｈ（Ｎ）Ｊ１ ］ ／ （βｃ（Ｊ２ － Ｊ１ ）） ＝

Ｎ０ （ Ｒ０ － ２ ＋ Ｒ０ － ２） ／ （２（Ｒ０ － １）） 。
容易证明等式 （１２）。
定理 ７　 设 Ｒｓ２

０ ＞ １ 和 δ２ ≤ ２μ２ｄ１ｈ（ω ／ ｄ１ ） ／ ［βｃω ＋ μｄ１ｈ（ω ／ ｄ１ ）］ ∨ ２μ ／ ［２（ｄ１ ＋ α ＋ γ） ＋ １］ 。 若

函数 （７） 中的 ε 是关于 ｃ 的一个函数且有

ｃ ＞ ［μ（２μ － δ２）ｈ（Ｎ０） － μｈ（Ｎ０） （２μ － δ２）２ － ２δ２（２μ － δ２）（ｄ１ ＋ α ＋ γ） ］ ／ （βδ２Ｎ０） ＝ ｃ∗
１ ， （１３）

ｃ ＜ ［μ（２μ － δ２）ｈ（Ｎ０） ＋ μｈ（Ｎ０） （２μ － δ２）２ － ２δ２（２μ － δ２）（ｄ１ ＋ α ＋ γ） ］ ／ （βδ２Ｎ０） ＝ ｃ∗
２ ， （１４）

则 ε 严格递增， 且 ｌｉｍ
ｃ→ｃ∗＋１

ε ＝ ０ ， ｌｉｍ
ｃ→ｃ∗＋２

ε ＝ Ｎ０ ｛１ － ［ － μｈ（Ｎ０ ） （２μ － δ２ ）２ － ２δ２ （２μ － δ２ ）（ｄ１ ＋ α ＋ γ） ］ ／

［μｈ（Ｎ０ ）（２μ － δ２ ） ＋ μｈ（Ｎ０ ） （２μ － δ２ ）２ － ２δ２ （２μ － δ２ ）（ｄ１ ＋ α ＋ γ） ＋ μｈ（Ｎ０ ）（２μ － δ２ ）］｝ 。
证明　 若 δ２ ≤ ２μ ／ ［２（ｄ１ ＋ α ＋ γ） ＋ １］ ， 则 （２μ － δ２ ） ２ － ２δ２ （２μ － δ２ ）（ｄ１ ＋ α ＋ γ） ＞ ０ 。 因为

ｄε ／ ｄｃ ＝ － μｈ（Ｎ０ ）（２μ － δ２ ）［ １ － ２δ２ （ｄ１ ＋ α ＋ γ） ／ （２μ － δ２ ） － １］ ／ （βｃ２δ２ ） ＝ ［μ（２μ － δ２ ）ｈ（Ｎ０ ） －

μｈ（Ｎ０ ） （２μ － δ２ ） ２ － ２δ２ （２μ － δ２ ）（ｄ１ ＋ α ＋ γ） ］ ／ （βｃ２δ２ ） ＞ ０ 。 当 ｃ 增加时， ε 严格递增。 将 ε 的

表 达 式 简 化 得： ε ＝ Ｎ０ ＋ ［μｈ（Ｎ０ ） （２μ － δ２ ） ２ － ２δ２ （２μ － δ２ ）（ｄ１ ＋ α ＋ γ） － μ（２μ －
δ２ ）ｈ（Ｎ０ ）］ ／ （βｃδ２ ）， 容易得到结论。

３　 数值模拟结果
为了验证理论结果， 采用 Ｍｉｌｓｔｅｉｎ 高阶方法［１９］对随机系统 （４） 进行数值模拟。
对于系统 （４）， 初值 Ｓ０ ＝ ０􀆰 ８， Ｉ０ ＝ ０􀆰 ７， Ｆ０ ＝ ０􀆰 ５。 取 ω ＝ ０􀆰 ７５， β ＝ ０􀆰 １９， ｃ ＝ ５， μ ＝ ０􀆰 ６， ｄ１ ＝

０􀆰 ２， α ＝ ０􀆰 １， γ ＝ ０􀆰 ２， ｈ ＝ ０􀆰 ００１， ｆ ＝ ０􀆰 ８。 若 δ ＝ ０􀆰 ９， 则通过计算得到 Ｒｓ１
０ － １ ≈－ ０􀆰 ０２９ ０ ＜ ０ ，

δ２ － ２μ２ｄ１ｈ（ω ／ ｄ１ ） ／ ［βｃω ＋ μｄ１ｈ（ω ／ ｄ１ ）］ ≈－ ０􀆰 ３１７ ２ ＜ ０ ， 显然满足定理 ４ ｉ） 的条件； 若 σ ＝ ０􀆰 ５，
则 δ２ － ２μ ＝ － ０􀆰 ９５０ ０ ＜ ０ ， δ２ － ２μ ／ ［２（ｄ１ ＋ α ＋ γ）ｈ２ （ω ／ （ｄ１ ＋ α ＋ γ）） ＋ １］ ≈ ０􀆰 ２０４ ８ ＞ ０ ， 满足

定理 ４ ｉｉ） 的条件。 由图 １（ａ）和图 １（ｂ）可知， 疾病指数灭绝。

图 1 系统（4）模拟结果
Fig.1 Simulation results of systm (4)

a) δ=0.9 b) δ=0.5
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)
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t t
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定理 ６ 和定理 ７ 的结果分别说明噪声强度和流入的空气污染物水平对疾病传播的影响。 噪声的存

在可以降低疾病传播的程度， 而空气污染物流入率的增加将提高疾病的传染力。 此外， 为了验证其持

久性， 本文给出了定理 ５ 条件下的随机模型 （４） 的仿真结果。 取 ω ＝ ０􀆰 ６， β ＝ ０􀆰 １９， ｃ ＝ １５， μ ＝
０􀆰 ８， ｄ１ ＝ ０􀆰 ２， α ＝ ０􀆰 １， γ ＝ ０􀆰 ２， ｈ ＝ ０􀆰 ００１， ｆ ＝ ０􀆰 ８， 分别取 δ ＝ ０􀆰 １８ 和 δ ＝ ０􀆰 ２８， 通过计算可知，
满足 Ｒｓ２

０ ＞ １ 和 δ２ ≤ ２μ２ｄ１ｈ（ω ／ ｄ１ ） ／ ［βｃω ＋ μｄ１ｈ（ω ／ ｄ１ ）］ ∨ ２μ ／ ［２（ｄ１ ＋ α ＋ γ） ＋ １］ 。 数值模拟结果

如图 ２ ～ 图 ３ 所示。 仿真结果表明， 模型 （４） 存在平稳分布。

图 3 系统（4）仿真结果（δ=0.28）
Fig.3 Simulation results of systm (4) （δ=0.28）

图 2 系统（4）仿真结果（δ=0.18）
Fig.2 Simulation results of systm (4) （δ=0.18）

a) 疾病的持久生存 Permanence of disease

fI (t
)

fI (t
)

t I(t)
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b) 密度函数图 Density function

a) 疾病的持久生存 Permanence of disease b) 密度函数图 Density function
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４　 结论
本文研究了空气污染与呼吸系统疾病的动力学模型， 以及空气污染物的随机性如何影响疾病的传

播。 通过随机微分方程建模， 进一步推导出 ＡＱＩ 的变量 Ｆ（ ｔ） 的新公式。 在此基础上， 提出了一维随

机微分方程模型 （４）。 证明了全局正解的存在性， 得到了系统持续和消失的阔值 Ｒｓ
０ （Ｒｓ２

０ ≤Ｒｓ
０ ≤Ｒｓ１

０ ）。
此外， 结果表明了噪声强度和流入率 ｃ 对随机微分方程模型随机病害动力学的影响。 结果表明， 噪声

强度和空气污染物清除率对疾病传播有较大影响。 当噪声强度满足定理 ４ 的条件时， 疾病最终会消

失。 模型 （４） 在满足定理 ４ 的条件时具有平稳分布。 较高的空气污染物流入率可以促进呼吸道疾病

的传播和发展， 而较高的空气污染物清除率则会降低呼吸道疾病的传播。 此外， 噪音强度扰动一旦足

够大， 也能抑制疾病的传播。

·６６５·
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