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［摘要］ 基于脉冲控制的方法， 对节点进行动态控制， 研究具有分布时滞的非自治复值动态复杂网络。
利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 方法， 得到脉冲控制下系统的有界性和稳定性的判断依据， 推广了相关的结果。 数值模拟表

明了所获结论的有效性。
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０　 引言
复杂网络是一类重要的动态网络， 它由大量的节点和节点之间复杂的连接组成。 同时复杂网络在

实际中有许多的应用， 如航空网络［１］ 、 中医药领域［２］ 、 现代智能电网［３］ 、 通信网络［４］等。
国内外关于复杂网络同步性和稳定性的研究较多［５ － １１］ ， 而牵制控制［１２］ 、 自适应控制［１３］ 、 状态反

馈控制［１４］等是分析复杂网络稳定性、 同步性和其他动态现象常用的控制策略。 近年来， 复杂网络的

脉冲控制已经成为研究热点之一， 许多学者对此都进行了相关的研究［１５ － １７］ 。 但这些文献的研究集中

在同步性和稳定性， 采用脉冲控制来研究复杂网络有界性的成果相对较少。 然而有界性对于复杂网络

来说又是一个很好的性质， 如文献 ［１８］ 就通过复杂网络的有界性来研究同步性， 故本文考虑复杂

网络的有界性。 同时， 由于网络信息堵塞、 温度湿度等对传输环境的影响， 现实中常常是有时滞的网

络， 所以本文将分布时滞引入系统中。 目前， 学者们对于非自治复值复杂网络的研究主要集中在吸引
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集、 不变集等方面［１９］ ， 而在分布时滞耦合与脉冲控制下的结果较少。 同时关于非自治复杂网络有界

性的研究仅做到了实数域上［２０］ ， 在复数域上研究其有界性的文献较为少见。 因此， 本文研究脉冲控

制下具有分布时滞的非自治复值复杂网络的最终有界性。
本文通过脉冲控制和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 方法将文献 ［２０］ 的结论推广到复数域上， 并且在已有的系统中

引入分布时滞， 使其更具有现实意义。 同时， 本文的定理允许脉冲前的系统是不稳定或者无界的， 说

明不稳定的系统可以在脉冲控制下变成稳定的， 无界系统也可以在脉冲控制下变成有界的。

１　 模型和预备知识
令 Ｅｎ 表示 ｎ 维的单位矩阵， Ｎ ＝ ｛１，２，３，…｝， Ｒ ＋ ＝ ［０，∞ ） 。 令 Ｃｎ 表示 ｎ 维复数向量， · 表

示各个分量模的平方和的算术平方根。 如果 Ａ 是一个向量或者矩阵， 它的转置记为 ＡＴ。 令 Ｎ［ａ，ｂ］ ＝
｛ａ，ａ ＋ １，…，ｂ｝ ， 其中 ａ ＜ ｂ ， 且 ａ 和 ｂ 都是整数。 λｍｉｎ（·） 和 λｍａｘ（·） 分别表示对应矩阵的最小特征

值和最大特征值。 ⊗表示两个矩阵的 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 乘积。 最终有界： 当 ｔ →＋∞ ， ｘ 小于一个有界的数。
考虑一个包含不同动态节点具有分布时滞的非自治复值复杂网络， 即

ｘ·ｋ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ，ｘｋ（ ｔ）） ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｃｋｊ（ ｔ）Ａ ∫τ

０
ｑ（ｖ）ｘ ｊ（ ｔ － ｖ）ｄｖ，ｋ ∈ Ｎ［１，ｌ］

ｘ·ｋ（ ｔ） ＝ ｇ（ ｔ，ｘｋ（ ｔ）） ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｃｋｊ（ ｔ）Ａ ∫τ

０
ｑ（ｖ）ｘｊ（ ｔ － ｖ）ｄｖ，ｋ ∈ Ｎ［ ｌ ＋１，Ｎ］ 。

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１）

其中： ｘｋ（ ｔ） ＝ （ｘｋ１ （ ｔ），ｘｋ２ （ ｔ），…，ｘｋｎ（ ｔ）） Ｔ ∈ Ｃｎ 代表第 ｋ 个节点在 ｔ 时刻的状态向量； ｆ，ｇ：Ｒ ＋ × Ｃｎ →
Ｃｎ 是一个连续的非线性向量值函数； Ａ ＝ ｄｉａｇ（ａ１ ，ａ２ ，…，ａｎ） 是内在耦合矩阵， ａｉ ∈ Ｒ ； τ ＞ ０ ； ｑ 为一

个连续的函数， ｑ：［０，τ］ → ［０， ＋∞ ］； ∫τ

０
ｑ（ｖ）ｄｖ ＝ １； Ｃ（ ｔ） ＝ （ｃｋｊ（ ｔ）） ∈ ＲＮ×Ｎ 是耦合矩阵， 表示系统

的拓扑结构和耦合强度。 如果节点 ｋ 对节点 ｊ 有影响 （ｋ ≠ ｊ） ， 那么 ｃｋｊ（ ｔ） ≠ ０ ， 否则 ｃｋｊ（ ｔ） ＝ ０ 。
为了达到系统 （１） 最终有界， 设计脉冲控制器为

ｘ·ｋ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ，ｘｋ（ ｔ）） ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｃｋｊ（ ｔ）Ａ ∫τ

０
ｑ（ｖ）ｘ ｊ（ ｔ － ｖ）ｄｖ，ｋ ∈ Ｎ［１，ｌ］ ，ｔ ≠ ｔｍ，

ｘ·ｋ（ ｔ） ＝ ｇ（ ｔ，ｘｋ（ ｔ）） ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｃｋｊ（ ｔ）Ａ ∫τ

０
ｑ（ｖ）ｘ ｊ（ ｔ － ｖ）ｄｖ，ｋ ∈ Ｎ［ ｌ ＋１，Ｎ］ ，ｔ ≠ ｔｍ，

ｘｋ（ ｔ ＋ｍ） ＝ （１ ＋ η（ ｔｍ））ｘｋ（ ｔ －ｍ），ｔ ＝ ｔｍ。
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（２）

其中： ｋ ＝ １，２，…，Ｎ； ｍ ＝ １，２，… ； 脉冲时刻 ｔｍ 满足 ０ ＝ ｔ０ ＜ ｔ１ ＜ ｔ２ ＜ … ＜ ｔｍ ＜ … ， 并且 ｍ → ∞ ，
ｔｍ → ∞ 。 ｘｋ（ ｔ ＋ｍ） ＝ ｌｉｍ

ｔ→ｔ ＋ｍ
ｘｋ（ ｔ）， ｘｋ（ ｔ －ｍ） ＝ ｌｉｍ

ｔ→ｔ －ｍ
ｘｋ（ ｔ） 。 系统 （２） 的所有解在每一个 ｔｍ 时刻都是左连续，

说明 ｘｋ（ ｔ －ｍ） ＝ ｘｋ（ ｔｍ） 。 η（ ｔｍ） 是 ｔ ＝ ｔｍ 时刻的脉冲。 若 ｔ ≠ ｔｍ ， 有 η（ ｔ） ＝ ０。

假设 １　 存在一个正的函数 Ｌ１ （ ｔ）、 Ｌ２ （ ｔ） 和正数 Ｊ１ 、 Ｊ２ ， 使得 ｘＴ
ｋ （ ｔ） ｆ（ ｔ，ｘｋ（ ｔ）） ＋ ｆＴ（ ｔ，ｘｋ（ ｔ））

ｘｋ（ ｔ） ≤ Ｌ１ （ ｔ）［ｘＴ
ｋ （ ｔ） ｘｋ（ ｔ） ＋ Ｊ１ ］， ｘＴ

ｋ （ ｔ） ｇ（ ｔ，ｘｋ（ ｔ）） ＋ ｇＴ（ ｔ，ｘｋ（ ｔ）） ｘｋ（ ｔ） ≤ Ｌ２ （ ｔ）［ｘＴ
ｋ （ ｔ） ｘｋ（ ｔ） ＋ Ｊ２ ］。

对于任意 ｘｋ（ ｔ） ， ｆ（ ｔ，ｘｋ（ ｔ））、 ｇ（ ｔ，ｘｋ（ ｔ）） ∈ Ｃｎ 成立， 且 ｔ ＞ ０ 。

注 １　 由假设 １， 就有 ∑
ｌ

ｋ ＝ １
［ｘＴ

ｋ （ ｔ） ｆ（ ｔ，ｘｋ（ ｔ）） ＋ ｆＴ（ ｔ，ｘｋ（ ｔ）） ｘｋ（ ｔ）］ ＋ ∑
ｌ

ｋ ＝ ｌ＋１
［ｘＴ（ ｔ） ｇ（ ｔ，ｘｋ（ ｔ）） ＋ ｇＴ（ ｔ，

ｘｋ（ ｔ）） ｘｋ（ ｔ）］ ≤ Ｌ（ ｔ）ｘＴ（ ｔ） ｘ（ ｔ） ＋ ＮＪ 。 当假设 １ 中的 ｘ、 ｆ、 ｇ 都取实数， 那么可以得到与文献 ［２０］
（ｈ（ ｔ） ＝ １，Ｐ ＝ Ｅ） 中假设 ２􀆰 １ 相同的结果。 其中： Ｌ（ ｔ） ＝ ｍａｘ｛Ｌ１ （ ｔ），Ｌ２ （ ｔ）｝； Ｊ ＝ ｍａｘ｛Ｊ１ ，Ｊ２ ｝；
ｘ（ ｔ） ＝ （ｘＴ

１ （ ｔ），ｘＴ
２ （ ｔ），…，ｘＴ

Ｎ（ ｔ）） Ｔ 。
假设 ２ 　 λｍａｘ（（Ｃ（ ｔ） ⊗ Ａ）（Ｃ（ ｔ） ⊗ Ａ） Ｔ） ≤ αＬ（ ｔ） ， 其中 α 为正实数 （由式子的形式可知

λｍａｘ（（Ｃ（ ｔ） ⊗ Ａ）（Ｃ（ ｔ） ⊗ Ａ） Ｔ） 大于 ０）。

·５５５·
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２　 主要结果及其证明
令 ｘ（ ｔ） ＝ （ｘＴ

１ （ ｔ），ｘＴ
２ （ ｔ），…，ｘＴ

Ｎ（ ｔ）） Ｔ ， τｍ ＝ ｔｍ － ｔｍ－１ 是脉冲区间。 Ω（ ｔ） ＝ （１ ＋ α）Ｌ（ ｔ） ＋ １ ， 由

Ｌ（ ｔ） 的定义可知， Ω（ ｔ） 为正数。 系统 （２） 在每一个脉冲时刻 ｔｍ 都是不连续的。 δ（ ｔ） ＝ （１ ＋
η（ ｔ）） ２ ， δ（ ｔＩ） ＝ ｉｎｆ ｍ∈Ｎδ（ ｔｍ） 。 由 η（ ｔ） 的定义可知， 当 ｔ ≠ ｔｍ 时， δ（ ｔ） ＝ １ 。 Ｋ（ ｔ，ｖ） 表示在区间

（ ｔ － ｖ，ｔ） 中不连续的点的下标。 Ｋ（ ｔ，ｖ） ＝ ｛ｍ ｔ － ｖ ＜ ｔｍ ＜ ｔ，ｔ ＞ ０，ｖ ∈ ［０，τ］，ｍ ＝ １，２，…｝ 。 令

Ｋｍｉｎ（ ｔ，ｖ） 和 Ｋｍａｘ（ ｔ，ｖ） 分别表示 Ｋ（ ｔ，ｖ） 中最小和最大的值。
定理 １　 设假设 １、 假设 ２ 成立， 如果存在 ξ ＞ １ ， 使得

ｌｎ（ξδ（ ｔｍ）） ＋ ∫ｔｍ

ｔｍ－１

Ω（ ｓ）ｄｓ ＜ ０，ｍ ＝ １，２，… （３）

成立， 那么系统 （２） 可以达到全局最终有界。
证明　 考虑以下的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数。 当 ｔ ∈ （ ｔｍ－１ ，ｔｍ］（ｍ ＝ １，２，…） 时，

Ｖ（ｘ（ ｔ）） ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ｘＴ
ｋ （ ｔ） ｘｋ（ ｔ） ＋ δ（ ｔ）∑

Ｎ

ｋ ＝ １
∫τ

０
ｑ（ｖ）［∫ｔ －Ｋｍｉｎ（ ｔ，ｖ）

ｔ －ｖ
ｘＴ
ｋ （ ｓ） ｘｋ（ ｓ）ｄｓ ＋

　 　 　 ∑
Ｋｍａｘ（ ｔ，ｖ） －１

ｐ ＝ Ｋｍｉｎ（ ｔ，ｖ）
∫ｔ －（ｐ＋１）

ｔ ＋ｐ
ｘＴ
ｋ （ ｓ） ｘｋ（ ｔ）ｄｓ ＋ ∫ ｔ

ｔ ＋Ｋｍａｘ（ ｔ，ｖ）

ｘＴ
ｋ （ ｓ） ｘｋ（ ｓ）ｄｓ］ｄｖ。 （４）

　 　 当 ｔ ∈ （ ｔｍ－１ ，ｔｍ）、 δ（ ｔ） ＝ １ 时， 由式 （４） 可得

Ｖ（ｘ（ ｔ）） ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ｘＴ
ｋ （ ｔ） ｘｋ（ ｔ） ＋ ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
∫τ

０
ｑ（ｖ）［∫ｔ －Ｋｍｉｎ（ ｔ，ｖ）

ｔ －ｖ
ｘＴ
ｋ （ ｓ） ｘｋ（ ｓ）ｄｓ

　 　 　 　 　 　 　 ∑
Ｋｍａｘ（ ｔ，ｖ） －１

ｐ ＝ Ｋｍｉｎ（ ｔ，ｖ）
∫ｔ －（ｐ＋１）

ｔ ＋ｐ
ｘＴ
ｋ （ ｓ） ｘｋ（ ｓ）ｄｓ ＋ ∫ ｔ

ｔ ＋Ｋｍａｘ（ ｔ，ｖ）

ｘＴ
ｋ （ ｓ） ｘｋ（ ｓ）ｄｓ］ｄｖ。 （５）

Ｖ（ｘ（ ｔ）） 沿着系统 （２） 求导， 当 ｔ ∈ （ ｔｍ－１ ，ｔｍ） 时， 有

Ｖ
·

（ｘ（ ｔ）） ＝ ∑
ｌ

ｋ ＝ １
［ｘＴ

ｋ （ ｔ） ｆ（ ｔ，ｘｋ（ ｔ）） ＋ ｆＴ（ ｔ，ｘｋ（ ｔ）） ｘｋ（ ｔ）］ ＋ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ｌ＋１
［ｘＴ

ｋ （ ｔ） ｇ（ ｔ，ｘｋ（ ｔ）） ＋ ｇＴ（ ｔ，ｘｋ（ ｔ））

　 　 　 　 　 　 ｘｋ（ ｔ）］＋∑
Ｎ

ｋ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
［ｘＴ

ｋ （ ｔ）ｃｋｊ（ ｔ）Ａ ∫τ

０
ｑ（ｖ） ｘ ｊ（ ｔ － ｖ）ｄｖ ＋ ｃｋｊ（ ｔ） ∫τ

０
ｑ（ｖ）ｘＴ

ｊ （ ｔ － ｖ）ｄｖＡ ｘｋ（ ｔ）］ ＋

∑
Ｎ

ｋ ＝ １
∫τ

０
ｑ（ｖ）ｘＴ

ｋ （ ｔ） ｘｋ（ ｔ）ｄｖ － ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
∫τ

０
ｑ（ｖ）ｘＴ

ｋ （ ｔ － ｖ） ｘｋ（ ｔ － ｖ）ｄｖ。　 　 　 　 　 （６）

由假设 １ 和式 （６） 可得

Ｖ
·

（ｘ（ ｔ）） ≤ Ｌ（ ｔ）［∑
Ｎ

ｋ ＝ １
（ｘＴ

ｋ （ ｔ） ｘｋ（ ｔ） ＋ Ｊ）］ ＋ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
［ｘＴ

ｋ （ ｔ）ｃｋｊ（ ｔ）Ａ ∫τ

０
ｑ（ｖ） ｘ ｊ（ ｔ － ｖ） ｄｖ ＋

　 　 　 　 　 ｃｋｊ（ ｔ） ∫τ

０
ｑ（ｖ）ｘＴ

ｊ （ ｔ － ｖ）ｄｖＡ ｘｋ（ ｔ）］ ＋ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ｘＴ
ｋ （ ｔ） ｘｋ（ ｔ） － ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
∫τ

０
ｑ（ｖ）ｘＴ

ｋ （ ｔ － ｖ）

　 　 　 　 　 　 　 ｘｋ（ ｔ － ｖ） ｄｖ ＝ Ｌ（ ｔ）（ｘＴ（ ｔ） ｘ（ ｔ） ＋ ＮＪ） ＋ ∫τ

０
ｑ（ｖ）［ｘＴ（ ｔ）（Ｃ（ ｔ） ⊗ Ａ） ｘ（ ｔ － ｖ） ＋

　 　 　 　 　 ｘＴ（ ｔ － ｖ）（Ｃ（ ｔ） ⊗ Ａ） Ｔ ｘ（ ｔ）］ｄｖ ＋ ｘＴ（ ｔ） ｘ（ ｔ） － ∫τ

０
ｑ（ｖ）ｘＴ（ ｔ － ｖ） ｘ（ ｔ － ｖ）ｄｖ。 （７）

　 　 对于任意的复向量 ｘ 和 ｙ， 有不等式 ｘＴｙ－ ＋ ｙＴｘ－ ≤ ｘＴｘ－ ＋ ｙＴｙ－ 成立， 所以有

ｘＴ（ ｔ）（Ｃ（ ｔ） ⊗ Ａ） ｘ（ ｔ － ｖ） ＋ ｘＴ（ ｔ － ｖ）（Ｃ（ ｔ） ⊗ Ａ） Ｔ ｘ（ ｔ） ≤ ｘＴ（ ｔ）（Ｃ（ ｔ） ⊗ Ａ）　 　 　

（Ｃ（ ｔ） ⊗ Ａ） Ｔ ｘ（ ｔ） ＋ ｘＴ（ ｔ － ｖ） ｘ（ ｔ － ｖ） ≤ λｍａｘ（Ｃ（ ｔ） ⊗ Ａ）（Ｃ（ ｔ） ⊗ Ａ） Ｔ）ｘＴ（ ｔ） ｘ（ ｔ） ＋

ｘＴ（ ｔ － ｖ） ｘ（ ｔ － ｖ） ≤ αＬ（ ｔ）ｘＴ（ ｔ） ｘ（ ｔ） ＋ ｘＴ（ ｔ － ｖ） ｘ（ ｔ － ｖ）。　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （８）
由式 （８） 可得
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∫τ

０
ｑ（ｖ）［ｘＴ（ ｔ）（Ｃ（ ｔ） ⊗ Ａ） ｘ（ ｔ － ｖ） ＋ ｘＴ（ ｔ － ｖ）（Ｃ（ ｔ） ⊗ Ａ） Ｔ ｘ（ ｔ）］ｄｖ ≤

αＬ（ ｔ）ｘＴ（ ｔ） ｘ（ ｔ） ＋ ∫τ

０
ｑ（ｖ）ｘＴ（ ｔ － ｖ） ｘ（ ｔ － ｖ）ｄｖ。　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （９）

　 　 由式 （４）、 式 （６）、 式 （９） 及定理条件， 可得

Ｖ
·

（ｘ（ ｔ）） ≤ （Ｌ（Ｔ） ＋ αＬ（ ｔ） ＋ １）ｘＴ（ ｔ） ｘ（ ｔ） ＋ Ｌ（ ｔ）ＮＪ ≤ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
　 　 　 　 ［（α ＋ １）Ｌ（ ｔ） ＋ １］Ｖ（ｘ（ ｔ）） ＋ Ｌ（ ｔ）ＮＪ ＝ Ω（ ｔ）Ｖ（Ｘ（ ｔ）） ＋ Ｌ（ ｔ）ＮＪ。 （１０）

对式 （１０） 由 ｔｍ－１ 到 ｔ 进行积分可得

Ｖ（ｘ（ ｔ）） ≤ Ｖ（ｘ（ ｔ ＋ｍ－１ ））ｅｘｐ（∫ ｔ

ｔｍ－１

Ω（ ｓ）ｄｓ） ＋ ＮＪ ∫ ｔ

ｔｍ－１

Ｌ（ ｓ）ｅｘｐ（∫ ｔ

ｓ
Ω（ζ）ｄｓ），ｔ ∈ （ ｔｍ－１ ，ｔｍ）。 （１１）

式 （４） 中令 ｔ ＝ ｔｍ ， 可得

Ｖ（ｘ（ ｔ ＋ｍ）） ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ｘＴ（ ｔ ＋ｍ） ｘ（ ｔ ＋ｍ） ＋ δ（ ｔｍ）∑

Ｎ

ｋ ＝ １
∫τ

０
ｑ（ｖ）［∫ｔ －Ｋｍｉｎ（ ｔ，ｖ）

ｔ ＋ｍ－ｖ
ｘＴ
ｋ （ ｓ） ｘｋ（ ｓ）ｄｓ ＋ 　 　 　 　 　 　 　

　 　 　 ∑
Ｋｍａｘ（ ｔ，ｖ） －１

ｐ ＝ Ｋｍｉｎ（ ｔ，ｖ）
∫ｔ －（ｐ＋１）

ｔ ＋ｐ
ｘＴ
ｋ （ ｓ） ｘｋ（ ｓ）ｄｓ ＋ ∫ｔ ＋ｍ

ｔ ＋Ｋｍａｘ（ ｔ，ｖ）

ｘＴ
ｋ （ ｓ） ｘｋ（ ｓ） ｄｓ］ｄｖ ＝ （１ ＋ η（ ｔｍ）） ２

∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ｘＴ（ ｔ －ｍ） ｘ（ ｔ －ｍ） ＋ δ（ ｔｍ）∑

Ｎ

ｋ ＝ １
∫τ

０
ｑ（ｖ）［∫ｔ －Ｋｍｉｎ（ ｔ，ｖ）

ｔ ＋ｍ－ｖ
ｘＴ（ ｓ） ｘｋ（ ｓ）ｄｓ ＋ 　 　

　 　 　 　 ∑
Ｋｍａｘ（ ｔ，ｖ） －１

ｐ ＝ Ｋｍｉｎ（ ｔ，ｖ）
∫ｔ －（ｐ＋１）

ｔ ＋ｐ
ｘＴ
ｋ （ ｓ） ｘｋ（ ｓ）ｄｓ ＋ ∫ｔ ＋ｍ

ｔ ＋Ｋｍａｘ（ ｔ，ｖ）

ｘＴ
ｋ （ ｓ） ｘｋ（ ｓ）ｄｓ］ｄｖ ＝ δ（ ｔｍ）Ｖ（ｘ（ ｔｍ））。 （１２）

　 　 当 ｍ ＝ １、 ｔ ∈ （ ｔ０ ，ｔ１ ） 时， 由式 （１１） 可得

Ｖ（ｘ（ ｔ）） ≤ Ｖ（ｘ（ ｔ０ ））ｅｘｐ（∫ｔ

ｔ０
Ω（ ｓ）ｄｓ） ＋ ＮＪ ∫ｔ

ｔ０
Ｌ（ ｓ）ｅｘｐ（∫ｔ

ｓ
Ω（ζ）ｄζ）ｄｓ。 （１３）

　 　 当 ｍ ＝ ２、 ｔ ∈ （ ｔ１ ，ｔ２ ） 时， 由式 （１２） 可得

Ｖ（ｘ（ ｔ ＋１ ）） ≤ δ（ ｔ１ ）Ｖ（ｘ（ ｔ０ ））ｅｘｐ（∫ｔ１

ｔ０
Ω（ ｓ）ｄｓ） ＋ δ（ ｔ１ ）ＮＪ ∫ｔ１

ｔ０
Ｌ（ ｓ）ｅｘｐ（∫ｔ１

ｓ
Ω（ζ）ｄζ）ｄｓ。 （１４）

　 　 由式 （１１）、 式 （１４） 可得

Ｖ（ｘ（ ｔ）） ≤ Ｖ（ｘ（ ｔ０ ））δ（ ｔ１ ）ｅｘｐ（∫ｔ

ｔ０
Ω（ ｓ）ｄｓ） ＋ ｅｘｐ（∫ｔ

ｔ１
Ω（ ｓ）ｄｓ）δ（ ｔ１ ）

　 　 　 　 　 　 　 　 ＮＪ ∫ｔ１

ｔ０
Ｌ（ ｓ）ｅｘｐ（∫ｔ１

ｓ
Ω（ζ）ｄζ）ｄｓ ＋ ＮＪ ∫ｔ

ｔ１
Ｌ（ ｓ）ｅｘｐ（∫ｔ１

ｓ
Ω（ζ）ｄζ）ｄｓ。

总之， 当 ｔ ∈ （ ｔｍ，ｔｍ＋１ ） 、 ｍ ∈ Ｎ 时， 有

Ｖ（ｘ（ ｔ）） ≤ Ｖ（ｘ（ ｔ０ ））∏
ｍ

ｉ ＝ １
δ（ ｔｉ）ｅｘｐ（∫ｔ

ｔ０
Ω（ ｓ）ｄｓ） ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
∏
ｍ

ｉ ＝ ｊ
δ（ ｔｉ）ＮＪｅｘｐ（∫ｔ

ｔ ｊ
Ω（ ｓ）ｄｓ）

　 　 ∫　 ｔ

ｔ ｊ －１

Ｌ（ ｓ）ｅｘｐ（ － ∫ｓ

ｔ ｊ
Ω（ζ）ｄζ）ｄｓ ＋ ＮＪ ∫ｔ

ｔｍ
Ｌ（ ｓ）ｅｘｐ（∫ｔ

ｓ
Ω（ζ）ｄζ）ｄｓ。 （１５）

由 Ｌ（ ｓ） ≤ Ω（ ｓ） ， 有

Ｖ（ｘ（ｔ）） ≤ Ｖ（ｘ（ｔ０ ））∏
ｍ

ｉ ＝ １
δ（ｔｉ）ｅｘｐ（∫ｔ

ｔ０
Ω（ｓ）ｄｓ） ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
∏
ｍ

ｉ ＝ ｊ
δ（ｔｉ）ＮＪｅｘｐ（∫ｔ ｊ

ｔ ｊ －１

Ω（ｓ）ｄｓ） ∫　 ｔ

ｔ ｊ －１

Ω（ｓ）ｅ －∫ｓｔｊΩ（ζ）ｄζｄｓ ＋

　 　 　 　 　 　 ＮＪ ∫ｔ

ｔｍ
Ω（ ｓ）ｅｘｐ（∫ｔ

ｓ
Ω（ ｓ）ｄｓ）ｄｓ ≤ Ｖ（ｘ（ ｔ０ ））∏

ｍ

ｉ ＝ １
δ（ ｔｉ）ｅｘｐ（∫ｔ

ｔ０
Ω（ ｓ）ｄｓ） ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
∏
ｍ

ｉ ＝ ｊ
δ（ ｔｉ）　 　 　

　 　 　 　 　 ＮＪ（ｅｘｐ（∫ｔ

ｔ ｊ －１

Ω（ｓ）ｄｓ） － ｅｘｐ（∫ｓ

ｔ ｊ
Ω（ｓ）ｄｓ）） ＋ ＮＪ（ｅｘｐ（∫ｔ

ｔｍ
Ω（ｓ）ｄｓ） － １ ≤ Ｖ（ｘ（ｔ０ ））∏

ｍ

ｉ ＝ １
δ（ｔｉ）

　 　 　 ｅｘｐ（∫ｔ

ｔｉ－１

Ω（ ｓ）ｄｓ）ｅｘｐ（∫ｔ

ｔｍ
Ω（ ｓ）ｄｓ） ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
∏
ｍ

ｉ ＝ ｊ
δ（ ｔｉ）ＮＪｅｘｐ（∫ｔ ｊ

ｔｉ－１

Ω（ ｓ）ｄｓ）ｅｘｐ（∫ｔ

ｔｍ
Ω（ ｓ）ｄｓ）

·７５５·
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（１ － ｅｘｐ（ － ∫ｔ ｊ

ｔ ｊ －１

Ω（ ｓ）ｄｓ）） ＋ ＮＪ（ｅｘｐ（∫ｔ

ｔｍ
Ω（ ｓ）ｄｓ） － １）。　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （１６）

　 　 由式 （３） 可得 δ（ ｔｍ）ｅ∫ｔｍｔｍ－１
Ω（ ｓ）ｄｓ ＜ １ ／ ξ 或者 ｅ∫ｔｍｔｍ－１

Ω（ ｓ）ｄｓ ＜ １ ／ （δ（ ｔｍ）ξ） ， ｍ ∈ Ｎ ， 式 （１６） 可缩为

Ｖ（ｘ（ ｔ）） ≤ Ｖ（ｘ（ ｔ０ ））（１ ／ ξ）ｍ（１ ／ （δ（ ｔｍ＋１ ）ξ）） ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（１ ／ ξ）ｍ－ｊ＋１ （１ ／ （δ（ ｔｍ＋１ ）ξ））

ＮＪ（１ － δ（ ｔ ｊ）ξ） ＋ ＮＪ（１ ／ （δ（ ｔｍ＋１ ）ξ） － １） ≤ Ｖ（ｘ（ ｔ０ ））（１ ／ ξ）ｍ（１ ／ （δ（ ｔＩ）ξ）） ＋
（ξ ／ （ξ － １））（１ ／ （δ（ ｔＩ）ξ） － １）ＮＪ。　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （１７）

　 　 由式 （４） 和式 （１７） 可得

ｘ ２ ≤ Ｖ（ｘ（ ｔ）） ≤ Ｖ（ｘ（ ｔ０ ））（１ ／ ξ）ｍ（１ ／ （δ（ ｔＩ）ξ）） ＋ （ξ ／ （ξ － １））（１ ／ （δ（ ｔＩ）ξ） － １）ＮＪ。 （１８）

Ｍ１ 由

∑
Ｎ

ｋ ＝ １
∫τ

０
ｑ（ｖ）［∫ｔ －Ｋｍｉｎ（ ｔ０，ｖ）

ｔ０－ｖ
ｘＴ（ ｓ） ｘｋ（ ｓ）ｄｓ ＋ ∑

Ｋｍａｘ（ ｔ，ｖ） －１

ｐ ＝ Ｋｍｉｎ（ ｔ，ｖ）
∫ｔ －（ｐ＋１）

ｔ ＋ｐ
ｘＴ
ｋ （ ｓ） ｘｋ（ ｓ）ｄｓ ＋ 　 　 　 　

∫　 　 ｔ０

ｔ ＋Ｋｍａｘ（ ｔ０，ｖ）

ｘＴ
ｋ （ ｓ） ｘｋ（ ｓ）ｄｓ］ｄｖ ≤ ∫τ

０
ｑ（ｖ）［∫ ｔ０

ｔ０－ｖ
ｘＴ（ ｓ） ｘｋ（ ｓ）ｄｓ］ｄｖ ≤ τ ｘ（ ｔ０ ） ２ ＝ Ｍ１ （１９）

给出。
由式 （５） 可得

Ｖ（ｘ（ ｔ０ ）） ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ｘＴ
ｋ （ ｔ０ ） ｘｋ（ ｔ０ ） ＋ ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
∫τ

０
ｑ（ｖ）［∫ｔ －Ｋｍｉｎ（ ｔ０，ｖ）

ｔ０－ｖ
ｘＴ
ｋ （ ｓ） ｘｋ（ ｓ）ｄｓ ＋ 　 　 　 　

∑
Ｋｍａｘ（ ｔ０，ｖ） －１

ｐ ＝ Ｋｍｉｎ（ ｔ０，ｖ）
∫ｔ －（ｐ＋１）

　 ｔ ＋ｐ
ｘＴ
ｋ （ ｓ） ｘｋ（ ｓ）ｄｓ ＋ ∫　 　 ｔ０

ｔ ＋Ｋｍａｘ（ ｔ０，ｖ）

ｘＴ
ｋ （ ｓ） ｘｋ（ ｓ）ｄｓ］ｄｖ ≤ ｘ（ ｔ０ ） ２ ＋ Ｍ１ ≤ Ｍ。 （２０）

由式 （１８）、 式 （２０） 可得 ｘ（ｔ） ≤ Ｍ（１ ／ ξ）ｍ（１ ／ （δ（ｔＩ）ξ）） ＋ （ξ ／ （ξ － １））（（１ ／ （δ（ｔＩ）ξ）） － １）ＮＪ ，

其中 ξ ＞ １ 且 ｌｉｍ
ｍ→∞

ｔｍ ＝ ∞ ， 有 ｌｉｍ
ｍ→∞

ｘ（ ｔ） ≤ （ξ ／ （ξ － １））（（１ ／ （δ（ ｔＩ）ξ）） － １）ＮＪ 。

推论 １　 若假设 １、 假设 ２ 以及式 （３） 成立， 且 Ｊ ＝ ０ ， 那么脉冲控制下系统 （２） 是全局渐进

稳定的。
注 ２　 本文的定理允许无脉冲系统是不稳定或者无界的， 因为 Ｖ 函数的导数不一定小于 ０。 这个

结果说明， 不仅是不稳定的系统可以在脉冲控制下变成稳定的系统， 而且无界的系统也可以在脉冲控

制下变成有界的系统。

３　 数值模拟结果
考 虑 带 有 以 下 参 数 的 系 统 （ ２ ）： ｆ（ｔ，ｘｋ（ｔ）） ＝ （２ ＋ ｓｉｎ ｔ）（２ｘｋ２

（ｔ）ｘｋ３
（ｔ） ／ （２ｘｋ１

（ｔ）） ，
－ ２ｘｋ１

（ｔ）ｘｋ３
（ｔ） ＋ １ ／ （２ｘｋ２

（ｔ）） ， ２ｘｋ１
（ｔ）ｘｋ２

（ｔ） ＋ １ ／ （２ｘｋ３
（ｔ）））Ｔ ， ｋ ＝ １，２，３ ； ｇ（ｔ，ｘｋ（ｔ）） ＝ （２ ＋ ｓｉｎ ｔ）

（１ ／ （２ｘｋ１
（ｔ）） ， ｔａｎ ｈ（ｘｋ２

（ｔ） ＋ １ ／ （２ｘｋ２
（ｔ））） ， ｘｋ３

（ｔ）ｃｏｓ（ｘｋ３
（ｔ）） ＋ １ ／ （２ｘｋ３

（ｔ）））Ｔ ， ｋ ＝ ４，５，６，７ ， 其

中 ｘｋ（ ｔ） ＝ （ｘｋ１
（ ｔ），ｘｋ２

（ ｔ），ｘｋ３
（ ｔ）） Ｔ， ｘｋ１

（ ｔ） 为复数， ｘｋ２
（ ｔ） 为实数， ｘｋ３

（ ｔ） 为实数。

设 τ ＝ ２ ， ｑ（ｖ） ＝ １ ／ τ ， Ｃ（ ｔ） ＝ ２（２ ＋ ｓｉｎ ｔ）

－ ６ 　 １ 　 ０ 　 ２ 　 ０ 　 ０ 　 ０
　 ０ － ２ 　 ２ 　 ０ 　 １ 　 ０ 　 １
　 ０ 　 ０ － ７ 　 １ 　 ２ 　 ０ 　 １
　 ２ 　 １ 　 ０ － ５ 　 ０ 　 １ 　 ０
　 ０ 　 ０ 　 １ 　 １ － ５ 　 ０ 　 １
　 ０ 　 ０ 　 ０ 　 １ 　 ０ － ３ 　 ０
　 ０ 　 ０ 　 ０ 　 ０ 　 ０ 　 １ 　 ６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，
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Ａ ＝
０． １ ０ ０　
０　 － ０． １ ０　
０　 ０ ０． ３

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
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。 通过计算得到， １） ｘＴ
ｋ （ｔ） ｆ（ｔ，ｘｋ（ｔ）） ＋ ｆＴ（ｔ，ｘｋ（ｔ）） ｘｋ（ｔ） ≤ ２（２ ＋ ｓｉｎ ｔ）

［ｘＴ
ｋ （ｔ） ｘｋ（ｔ） ＋ １］ ， ｋ ＝ １，２，３ ， ｘＴ

ｋ （ ｔ） ｇ（ ｔ，ｘｋ（ ｔ） ） ＋ ｇＴ（ ｔ，ｘｋ（ ｔ） ） ｘｋ（ ｔ） ≤ ２（２ ＋ ｓｉｎ ｔ） ［ｘＴ
ｋ （ ｔ） ｘｋ（ ｔ） ＋

１． ５］，ｋ ＝ ４，５，６，７ （可知满足假设 １， 即 Ｌ（ｔ） ＝ ２（２ ＋ ｓｉｎ ｔ）， Ｊ ＝ １． ５） ； ２） λｍａｘ（（Ｃ（ｔ） ⊗ Ａ）（Ｃ（ｔ） ⊗
Ａ） Ｔ） ≤ ５． ８４６ ８Ｌ（ ｔ） （满足假设 ２）； ３） 根据定理 １， 设计了一个简单的脉冲 η（ ｔｍ） ＝ ｅ －１ － １ ， 那么

就有 δ（ ｔｍ） ＝ δ（ ｔＩ） ＝ （１ ＋ ｅ －１ － １） ２ ＝ ｅ －２ ， 此时令 ξ ＝ ｅ ， ｔｍ ＝ ｔｍ－１ ＋ ０． ００４ ， 有 ｌｎ（ξδ（ ｔｍ）） ＋

∫ｔｍ

ｔｍ－１

Ω（ ｓ）ｄｓ ＜ － １ ＋ （（５． ８４６ ８ ＋ １） × ６ ＋ １） × ０． ００４ ＝ － ０． ８３１ ７ ＜ ０ 。 满足假设 １、 假设 ２， 以及式

（３ ）， 所 以 由 定 理 １ 可 知， 系 统 （ ２ ） 是 全 局 最 终 有 界 的， 并 且 将 有 ｌｉｍ
ｔ→∞

ｘ（ ｔ） ≤

（ξ ／ （ξ － １））（（１ ／ （δ（ ｔＩ）ξ）） － １）ＮＪ ＝ ５． ３４２ ５ 成立。
图 １ 描述的是例子中系统 （２） 的状态轨迹， 因为取的是复数， 所以把每一个 ｘｋ 的实部和复部分

别画出， 放在同一个图形中， 形成三维的图形。 图 ２ 描述的是 ｘ（ ｔ） 的轨迹。 图 １ 和图 ２ 表明了系

统 （２） 是全局最终有界的， 并且它的轨迹会收敛于集合 Ｓ ＝ ｛ｘ ∈ Ｃ３×７ ‖ｘ（ ｔ）‖≤ ５． ３４２ ５｝ 。

图 1 系统(2) 的状态轨迹
Fig.1 State trajectories of system (2)

图 2 系统(2) 的||x|| 的轨迹
Fig.2 Behavior of ||x|| of system
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注 ３　 由于本文数值模拟取的状态向量 ｘｉ（ ｔ） 是复向量， 所以仿真结果与文献 ［２０］ 相比波动更

大， 但 ｘ 都会在一个有限的界之下。

４　 结论
本文基于脉冲控制和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 方法对具有分布时滞耦合的网络进行研究， 得到了非自治复值复

杂网络最终有界性的条件， 并给出相应的上界， 最后通过数值模拟说明所得结果的准确性。 同时， 本

文的主要结果没有限制 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数的导数是负定的， 因此该方法可以应用到更大的一类复值系统上。
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