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［摘要］ 本文提出了一种求解 Ｃａｐｕｔｏ 时间分数阶反应扩散方程的高阶数值方法。 对 Ｃａｐｕｔｏ 时间分数阶导

数采用 Ｌ２ 插值逼近离散， 对空间二阶导数采用中心差分离散， 从而构造方程的数值离散格式； 并证明

了该数值格式是无条件稳定的， 且收敛阶为 Ｏ（τ３ －α ＋ ｈ２ ）（０ ＜ α ＜ １） ； 同时给出一个数值算例， 验证该

数值格式具有稳定性和收敛性。
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０　 引言
分数阶微分算子是拟微分算子， 具有非局部性， 因此含分数阶导数的偏微分方程是

研究非线性问题的一个强有力的工具。 这类方程应用于许多科学领域， 如物理［１］ 、 工

程［２］ 、 金融［３］ 、 生物［４］等。 本文研究时间分数阶反应⁃扩散方程。
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迄今为止， 关于时间分数阶扩散方程的数值方法已有较多的成果， 但时间上高于二

阶收敛的文献还比较少。 ２００６ 年， Ｓｕｎ 等［５］ 提出用有限差分法求解时间分数阶扩散方程，
时间上采用 ２ － α 阶 （α ∈ （０，１）） 的 Ｌ１ 有限差分离散格式， 空间上对二阶导数采用二阶

中心差分格式， 并证明了该方法的稳定性和收敛性。 此后， 学者开始尝试设计和分析求

解分数阶扩散方程的高阶数值方法， 对方程进行变形处理。 ２０１１ 年， Ｚｈａｎｇ 等［６］ 提出了

求解具有时间分数阶导数的二维反常次扩散方程的有限差分方法， 得到空间二阶精度、
时间 ｍｉｎ｛１ ＋ α，２ － α｝ 阶 （α ∈ （０，１）） 精度的数值格式， 并证明了数值格式的稳定性和

收敛性。 ２０１２ 年， Ｓｕｎ 等［７］提出了求解变阶时间分数扩散方程的有限差分方法， 时间上

对变分数阶导数做离散， 收敛阶达到一阶； 空间上对二阶导数的逼近讨论了中心差分格

式和 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 格式， 两种格式均为二阶收敛。 ２０１５ 年， Ａｌｉｋｈａｎｏｖ［８］ 构造了 Ｌ２ － １σ

格式， 用于求解非线性变系数时间分数阶扩散方程， 时间上达到二阶收敛， 并利用能量

分析法证明了该格式的稳定性和收敛性。 ２０１６ 年， Ｌｖ 等［９］ 提出了求解时间分数阶扩散

方程更高阶的数值方法， 时间上采用 Ｌ２ 格式， 收敛阶为 ３ － α 阶 （α ∈ （０，１）） ， 并证明

了该格式的收敛性和稳定性； 空间上采用谱方法， 并给出了误差估计。 本文在文献 ［９］
的基础上进一步研究了时间分数阶反应⁃扩散方程。 该方程是文献 ［９］ 中方程的推广。
本文在时间上对分数阶导数采用 Ｌ２ 格式， 达到 ３ － α 阶 （α ∈ （０，１）） 精度； 空间上对二

阶导数采用二阶中心差分格式， 并分析了该格式的稳定性和收敛性， 最后利用数值算例

验证格式的有效性。

１　 差分格式的建立
本文主要考虑如下时间分数阶反应⁃扩散方程的初边值问题：

Ｃ
０ Ｄα

ｔ ｕ（ｘ，ｔ） ＋ ｕ（ｘ，ｔ） ＝ 􀆟２ｕ（ｘ，ｔ）
􀆟ｘ２ ＋ ｆ（ｘ，ｔ），ｘ ∈ （０，Ｌ），ｔ ∈ （０，Ｔ］， （１）

ｕ（ｘ，０） ＝ ϕ（ｘ），ｘ ∈ ［０，１］， （２）
ｕ（０，ｔ） ＝ μ（ ｔ），ｕ（１，ｔ） ＝ γ（ ｔ），ｔ ∈ （０，Ｔ］。 （３）

其中： ｆ（ｘ，ｔ） 是源项； ϕ（ｘ）、 μ（ ｔ）、 γ（ ｔ） 为已知函数， 且 ϕ（０） ＝ μ（０），ϕ（１） ＝ γ（０），
０ ＜ α ＜ １ ； Ｃ

０ Ｄα
ｔ ｕ（ｘ，ｔ） 为 α 阶左侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数。

为了证明稳定性和收敛性的简洁性， 又不失一般性， 下文做稳定性收敛性分析时，
仅考虑 ｆ ＝ ０ 的情形。 即

Ｃ
０ Ｄα

ｔ ｕ（ｘ，ｔ） ＋ ｕ（ｘ，ｔ） ＝ 􀆟２ｕ（ｘ，ｔ）
􀆟ｘ２ ，ｘ ∈ （０，Ｌ），ｔ ∈ （０，Ｔ］， （４）

ｕ（ｘ，０） ＝ ϕ（ｘ），ｘ ∈ ［０，Ｌ］， （５）
ｕ（０，ｔ） ＝ μ（ ｔ），ｕ（１，ｔ） ＝ γ（ ｔ），ｔ ∈ （０，Ｔ］。 （６）

　 　 取正整数 ｍ、 ｎ。 设空间步长 ｈ ＝ Ｌ ／ ｍ， 时间步长 τ ＝ Ｔ ／ ｎ 。 记 ｘｉ ＝ ｉｈ（０ ≤ ｉ ≤ ｍ），
ｔｋ ＝ ｋτ（０ ≤ ｋ ≤ ｎ） ， 空间区域Ωｈ ＝｛ｘｉ ｜ ０≤ｉ≤ｍ｝， 时间区域Ωτ ＝ ｛ｔｋ ｜ ０ ≤ ｋ ≤ ｎ｝， Ωｈτ ＝

Ωｈ × Ωτ 。 定义如下网格函数空间： Ｕｈ ＝ ｛ｕ ｜ ｕ ＝ （ｕ０ ，ｕ１ ，…，ｕｍ）｝，Ｕ
。

ｈ ＝ ｛ｕ ｜ ｕ ∈ Ｕｈ，

·１４２·
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ｕ０ ＝ ｕｍ ＝ ０｝。 对于任意网格函数 ｕ∈Ｕｈ， 引进如下记号： δｘｕｉ － １
２

＝ （ｕｉ － ｕｉ －１） ／ ｈ，δ２
ｘｕｉ ＝

（ｕｉ ＋１ － ２ｕｉ ＋ ｕｉ －１ ） ／ ｈ２ 。 定义 Ωｈτ上的网格函数 Ｕ ＝ ｛Ｕｋ
ｉ ｜ ０ ≤ ｉ ≤ ｍ，０ ≤ ｋ ≤ ｎ｝ 。 其中

Ｕｋ
ｉ ＝ ｕ（ｘｉ，ｔｋ） 。 另外记 ψｉ ＝ ψ（ｘｉ）。 在结点 （ｘｉ，ｔｋ） 处考虑微分方程式 （４）， 得到

Ｃ
０ Ｄα

ｔ ｕ（ｘｉ，ｔｋ） ＋ ｕ（ｘｉ，ｔｋ） ＝ ｕｘｘ（ｘｉ，ｔｋ），１ ≤ ｉ ≤ ｍ － １，１ ≤ ｋ ≤ ｎ。 （７）
　 　 对式 （７） 中的时间分数阶导数采用文献 ［９］ 的格式进行离散， 空间二阶导数则采

用二阶中心差商离散。 即

Ｃ
０ Ｄα

ｔ Ｕ１
ｉ ＝ １

Γ（２ － α）τα（Ｕ１
ｉ － Ｕ０

ｉ ） ＋ （Ｒ１ ） １
ｉ ，ｋ ＝ １， （８）

Ｃ
０ Ｄα

ｔ Ｕｋ
ｉ ＝ １

Γ（３ － α）τα∑
ｋ－１

ｊ ＝１
（ａｊＵｋ－ｊ －１

ｉ ＋ ｂｊＵｋ－ｊ
ｉ ＋ ｃｊＵｋ－ｊ ＋１

ｉ ） ＋

α
２ Ｕｋ－２

ｉ － ２Ｕｋ－１
ｉ ＋ ４ － α

２ Ｕｋ
ｉ ＋ （Ｒ２） ｋ

ｉ ，２ ≤ ｋ ≤ ｎ， （９）

􀆟２Ｕｋ
ｉ

􀆟ｘ２ ＝ 􀆟２
ｘＵｋ

ｉ ＋ Ｏ（ｘ２ ）。 （１０）

其中： 式 （８） ～（１０） 中的系数 ａ ｊ，ｂ ｊ，ｃｊ 表达式为：

ａ ｊ ＝ － ３
２ （２ － α）（ ｊ ＋ １） １ －α ＋ １

２ （２ － α） ｊ１ －α ＋ （ ｊ ＋ １） ２ －α － ｊ２ －α， （１１）

ｂ ｊ ＝ ２（２ － α）（ ｊ ＋ １） １ －α － ２（ ｊ ＋ １） ２ －α ＋ ２ｊ２ －α，

ｃｊ ＝ － １
２ （２ － α）［（ ｊ ＋ １） １ －α ＋ ｊ１ －α］ ＋ （ ｊ ＋ １） ２ －α － ｊ２ －α。 （１２）

且 （Ｒ１）１
ｉ 、（Ｒ２） ｋ

ｉ 是截断误差， 有下式成立： （Ｒ１）１
ｉ ≤ Ｃ（τ２ －α ＋ ｈ２）， （Ｒ２） ｋ

ｉ ≤ Ｃ（τ３ －α ＋

ｈ２ ）（２ ≤ ｋ ≤ ｎ）。 其中 Ｃ 是与 ｈ、 τ 无关的正常数。

由此引入以下有限差分算子： Ｃ
０ Ｌα

ｔ Ｕ１
ｉ ＝ １

Γ（２ － α）τα（Ｕ１
ｉ － Ｕ０

ｉ ），Ｃ
０ Ｌα

ｔ Ｕｋ
ｉ ＝ １

Γ（３ － α）τα

［∑
ｋ－１

ｊ ＝１
（ａｊＵｋ－ｊ －１

ｉ ＋ ｂｊＵｋ－ｊ
ｉ ＋ ｃｊＵｋ－ｊ ＋１

ｉ ） ＋ α
２ Ｕｋ－２

ｉ － ２Ｕｋ－１
ｉ ＋ ４ － α

２ Ｕｋ
ｉ ］（２ ≤ ｋ ≤ ｎ） 。 则有： （Ｒ１）１

ｉ ＝

Ｃ
０ Ｄα

ｔ Ｕ１
ｉ －Ｃ

０ Ｌα
ｔ Ｕ１

ｉ ，（Ｒ２） ｋ
ｉ ＝ Ｃ

０ Ｄα
ｔ Ｕｋ

ｉ －Ｃ
０ Ｌα

ｔ Ｕｋ
ｉ ，２ ≤ ｋ ≤ ｎ。 在结点 （ｘｉ，ｔｋ） 处考虑微分方程式 （４） ～

（６）， 得到：
Ｃ
０ Ｌα

ｔ Ｕｋ
ｉ ＋ Ｕｋ

ｉ ＝ δ２
ｘＵｋ

ｉ － （Ｒ１ ） １
ｉ ，１ ≤ ｉ ≤ ｍ － １，　 　 　 　 （１３）

Ｃ
０ Ｌα

ｔ Ｕｋ
ｉ ＋ Ｕｋ

ｉ ＝ δ２
ｘＵｋ

ｉ － （Ｒ２ ） ｋ
ｉ ，１ ≤ ｉ ≤ ｍ － １，２ ≤ ｋ ≤ ｎ， （１４）

Ｕ０
ｉ ＝ φ（ｘｉ），１ ≤ ｉ ≤ ｍ － １， （１５）

Ｕｋ
０ ＝ μ（ ｔｋ），Ｕｋ

ｍ ＝ γ（ ｔｋ），０ ≤ ｋ ≤ ｎ。 （１６）
　 　 在式 （１３） 和式 （１４） 中略去截断误差 （Ｒ１ ） １

ｉ 、（Ｒ２ ） ｋ
ｉ ， 并用数值解 ｕｋ

ｉ 代替精确解

Ｕｋ
ｉ ， 可得求解问题式 （４） ～（６） 的差分格式为：

Ｃ
０ Ｌα

ｔ ｕｋ
ｉ ＋ ｕｋ

ｉ ＝ δ２
ｘｕｋ

ｉ ，１ ≤ ｉ ≤ ｍ － １，１ ≤ ｋ ≤ ｎ，　 　 　 　 （１７）
Ｕ０

ｉ ＝ φ（ｘｉ），１ ≤ ｉ ≤ ｍ － １， （１８）
Ｕｋ

０ ＝ μ（ ｔｋ），Ｕｋ
ｍ ＝ γ（ ｔｋ），０ ≤ ｋ ≤ ｎ。 （１９）

·２４２·
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２　 差分格式的可解性
定理 １　 差分格式 （１７） ～（１９） 是唯一可解的。
证明　 记 ｕｋ ＝ （ｕｋ

０ ，ｕｋ
１ ，…，ｕｋ

ｍ－１ ，ｕｋ
ｍ）。 由式 （１７） ～（１９） 知第 ０ 层 ｕ０ 已知。 设前 ｋ 层

ｕ０ ，ｕ１ ，…，ｕｋ－１ 已唯一确定， 则由式 （１７） 和式 （１９） 可得关于 ｕｋ 的线性方程组。 要证

明它的唯一可解性， 只需要证明它相应的齐次方程组

（１ ／ α～ ０ ＋ １）ｕ１
ｉ ＝ δ２

ｘｕ１
ｉ ，１ ≤ ｉ ≤ ｍ － １，

（β０ ／ α０ ＋ １）ｕｋ
ｉ ＝ δ２

ｘｕｋ
ｉ ，１ ≤ ｉ ≤ ｍ － １，２ ≤ ｋ ≤ ｎ，

ｕｋ
０ ＝ ｕｋ

Ｍ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

仅有零解。

　 　 由 δ２
ｘｕｋ

ｉ ＝ （ｕｋ
ｉ －１ － ２ｕｋ

ｉ ＋ ｕｋ
ｉ ＋１ ） ／ ｈ２ ，

［ｈ２ （１ ／ α～ ０ ＋ １） ＋ ２］ｕ１
ｉ ＝ ｕ１

ｉ －１ ＋ ｕ１
ｉ ＋１ ，１ ≤ ｉ ≤ ｍ － １，　 　 （２０）

［ｈ２ （β０ ／ α０ ＋ １） ＋ ２］ｕｋ
ｉ ＝ ｕｋ

ｉ －１ ＋ ｕｋ
ｉ ＋１ ，１ ≤ ｉ ≤ ｍ － １，２ ≤ ｋ ≤ ｎ。 （２１）

　 　 设 ｕｋ
∞ ＝ ｜ ｕｋ

ｉｋ ｜ 。 其中 ｉｋ ∈ １，２，…，ｍ － １ 。 令 ｉ ＝ ｉｋ ， 然后在式 （２０） 和式 （２１）

两边取绝对值， 利用三角不等式， 可得： ［ｈ２（１ ／ α～ ０ ＋ １） ＋ ２］ ｕ１
∞ ≤２ ｕ１

∞ ， ［ｈ２（β０ ／ α０ ＋
１） ＋ ２］ ｕｋ

∞ ≤ ２ ｕｋ
∞ 。 故 ｕｋ

∞ ＝ ０ ， 易知 ｕｋ ＝ ０ 。 故差分格式是唯一可解的。

３　 差分格式的稳定性及收敛性
３􀆰 １　 差分格式的稳定性

本节采用能量分析方法证明稳定性， 首先引入一些符号来重新表示式 （１７） ～（１９）。
令

α０ ＝ Γ（３ － α）τα， α～ ０ ＝ Γ（２ － α）τα， β０ ＝ ｃ１ ＋ ２ － α
２ ， （２２）

那么将式 （１７） ～（１９） 改写成如下等价形式：
对 ｋ ≥ ４ ， 有

ｕｋ
ｉ － α０β －１

０ δ２
ｘｕｋ

ｉ ＋ α０β －１
０ ｕｋ

ｉ ＝ β －１
０ ｛ － （ｂ１ ＋ ｃ２ － ２）ｕｋ－１

ｉ ＋ （ － ａ１ － ｂ２ － ｃ３ － α ／ ２）ｕｋ－２
ｉ ＋ 　 　

∑
ｋ－２

ｊ ＝ ３
（ － ａ ｊ －１ － ｂ ｊ － ｃｊ ＋１ ）ｕｋ－ｊ

ｉ ＋ （ － ａｋ－２ － ｂｋ－１ ）ｕ１
ｉ － ａｋ－１ｕ０

ｉ ｝，１ ≤ ｉ ≤ ｍ － １。 （２３）

　 　 对 ｋ ＝ ３，２，１ ， 有：
ｕ３

ｉ － α０β－１
０ δ２

ｘｕ３
ｉ ＋ α０β－１

０ ｕ３
ｉ ＝ β－１

０ ｛－ （ｂ１＋ ｃ２－ ２）ｕ２
ｉ ＋ （－ ａ１－ ｂ２ － α／ ２）ｕ１

ｉ － ａ２ｕ０
ｉ ｝，１ ≤ ｉ ≤ ｍ－１，　 （２４）

ｕ２
ｉ － α０β －１

０ δ２
ｘｕ２

ｉ ＋ α０β －１
０ ｕ２

ｉ ＝β －１
０ ｛－ （ｂ１ － ２）ｕ１

ｉ ＋ （ － α１ － α
２ ）ｕ０

ｉ ｝，１ ≤ ｉ ≤ ｍ－１， （２５）

ｕ１
ｉ － α～ ０ δ２

ｘｕ１
ｉ ＋ α～ ０ｕ１

ｉ ＝ ｕ０
ｉ ，１ ≤ ｉ ≤ ｍ － １。 （２６）

　 　 为了进一步简化符号， 引入如下系数： ｄ２
１ ＝ － （ｂ１ － ２）β －１

０ ， ｄ２
０ ＝ （ － ａ１ － α ／ ２）β －１

０ ，
ｄ３

２ ＝ － （ｂ１ ＋ ｃ２ － ２）β －１
０ ， ｄ３

１ ＝ （ － ａ１ － ｂ２ － α ／ ２）β －１
０ ， ｄ３

０ ＝ － α２β －１
０ 。

对 ｋ≥４， 有： ｄｋ
ｋ－１ ＝ － （ｂ１ ＋ ｃ２ － ２）β －１

０ ， ｄｋ
ｋ－２ ＝ （ － ａ１ － ｂ２ － ｃ３ － α ／ ２）β －１

０ ， ｄｋ
ｋ－ｊ ＝

（ － ａ ｊ －１ － ｂ ｊ － ｃｊ ＋１ ）β －１
０ ， ｊ ＝ ３，４，…，ｋ － ２； ｄｋ

１ ＝ （ － ａｋ－２ － ｂｋ－１ ）β －１
０ ， ｄｋ

０ ＝ － ａｋ－１β －１
０ 。

·３４２·
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因此式 （２３） ～（２６） 可简写成：

（１ ＋ α０β －１
０ ）ｕｋ

ｉ － α０β －１
０ δ２

ｘｕｋ
ｉ ＝ ∑

ｋ

ｊ ＝ １
ｄｋ

ｋ－ｊｕｋ－ｊ
ｉ ，１ ≤ ｉ ≤ ｍ － １，２ ≤ ｋ ≤ ｎ， （２７）

（１ ＋ α～ ０ ）ｕ１
ｉ － α～ ０ δ２

ｘｕ１
ｉ ＝ ｕ０

ｉ ，１ ≤ ｉ ≤ ｍ － １。 （２８）
在进行稳定性证明之前， 首先给出以下两个重要引理。

引理 １　 对于任意 ０ ＜ α ＜ １， ｋ≥２， 式 （２７） 中的系数满足：

β０ ＝ （１ ＋ α
２ ）２１ －α ＞ ０，０ ＜ α０β －１

０ ＜ α～ ０ ， （２９）

∑
ｋ

ｉ ＝ １
ｄｋ

ｋ－ｉ ＝ １， （３０）

对 ｋ ≥ ３，ｄｋ
ｋ－ｉ ＞ ０，ｉ ＝ ３，４，…，ｋ， （３１）

０ ＜ ｄｋ
ｋ－１ ＜ ４ ／ ３， （３２）

－ １ ／ ２ ＜ ｄｋ
ｋ－２ ＜ １ ／ ３， （３３）

１
４ （ｄｋ

ｋ－１ ） ２ ＋ ｄｋ
ｋ－２ ＞ ０。 （３４）

　 　 证明　 １） 由式 （１２） 和式 （２２）， 得到 ０ ＜ α０β －１
０ ＝ α～ ０（２ － α）（１ ＋ α

２ ） －１２α－１ ＝ α～ ０ ×

２ － α
２ ＋ α２α ＜ α～ ０ 。

２） 由 ｄｋ
ｋ－ｉ（ｉ ＝ １，２，…，ｋ） 的定义， 例如 ｋ ＝ ２ ， 得到 ｄ２

０ ＋ ｄ２
１ ＝ （２ － ｂ１ － ａ１ － α

２ ）β－１
０ ＝

（２ － （２ － α）２２ －α ＋ ２３ －α － ２ ＋ ３
２ （２ － α）２１ －α － １

２ （２ － α） － ２２ －α ＋ １ － α
２ ）β －１

０ ＝ （１ ＋

α
２ ）２１ －α（（１ ＋ α

２ ）２１ －α） －１ ＝ １ 。 对于 ｋ 取其他值的情况也可类似地验证。

３） 由微分中值定理， 可得 ３１ －α ≤ ２１ －α ＋ （１ － α）２１ －α ； 结合式 （１０）， 可得 － ａ２ ＝
３
２ （２ － α）３１ －α － １

２ （２ － α）２１ －α － ３２ －α ＋ ２２ －α ＝ － ３
２ α·３１－α ＋ （１ ＋ α

２ ）２１－α ≥ （１ ＋ α
２ ）２１－α －

３
２ α［２１ －α ＋ （１ － α）２１ －α］ ＞ ０。 因此， 有 ｄ３

０ ＝ － ａ２β －１
０ ＞ ０ 。

下面讨论 ｄｋ
ｋ－ｉ（ ｉ ＝ ３，４，…，ｋ） 在 ｋ≥４ 的情形。 观察到 － ａｉ －１ － ｂｉ － ｃｉ ＋１ ＝ ３

２ （２ －

α） ｉ１ －α － ３ｉ２ －α － １
２ （２ － α）（ ｉ － １） １ －α ＋ （ ｉ － １） ２ －α － ３

２ （２ － α）（ ｉ ＋ １） １ －α ＋ ３（ ｉ ＋ １） ２ －α ＋

１
２ （２－ α）（ ｉ ＋ ２） １ －α－ （ ｉ ＋ ２） ２ －α ＝ ３

２ （２ － α） ｉ１ －α－ ３ｉ２ －α－ １
２ （２－ α） ｉ１ －α（１－ １

ｉ ） １ －α＋ ｉ２ －α（１ －

１
ｉ ） ２ －α － ３

２ （２ － α） ｉ１ －α（１ ＋ １
ｉ ） １ －α ＋ ３ｉ２ －α（１ ＋ １

ｉ ） ２ －α ＋ １
２ （２ － α） ｉ１ －α（１ ＋ ２

ｉ ） １ －α＋ ｉ２ －α（１ ＋

２
ｉ ） ２ －α。 利用泰勒公式， 可得

·４４２·
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－ ａｉ －１ － ｂｉ － ｃｉ ＋１ ＝ ３
２ （２ － α） ｉ１ －α － ３ｉ２ －α － １

２ （２ － α） ｉ１ －α［１ － （１ － α） １
ｉ ＋

（１ － α）（ － α）
２！

１
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
－ …］ ＋ ｉ２ －α［１ － （２ － α） １

ｉ ＋ （２ － α）（１ － α）
２！

１
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
－

（２ － α）（１ － α）（ － α）
３！

１
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３
＋ …］ － ３

２ （２ － α）ｉ１ －α［１ ＋ （１ － α） １
ｉ ＋ （２ － α）（ － α）

２！
１
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
＋ （１ － α）（ － α）（ － α － １）

３！
１
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３
＋ …］ ＋ ３ｉ２－α［１ ＋ （２ － α） １

ｉ ＋ （２ － α）（１ － α）
２！

１
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
＋ （２ － α）（１ － α）（ － α）

３！
１
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３
＋ …］ １

２ （２ － α） ｉ１ －α［１ ＋ （１ － α） ２
ｉ ＋

（１ － α）（ － α）
２！

１
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
＋ （１ － α）（ － α）（ － α － １）

３！
２
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３
＋ …］ － ｉ２ －α［１ ＋ （２ － α） ２

ｉ ＋

（２ － α）（１ － α）
２！

１
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
＋ （２ － α）（１ － α）（ － α）

３！
１
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３
＋ …］ ＝ － （２ － α）（１ － α）

（ － α） ｉ －α－１ ＋ １
４！（２ － α）（１ － α）（ － α）（ － α － １）（ － α － ２）（ － α － ３） ｉ －α－４ ＋

１２
６！（２ － α）（１ － α）（ － α）（ － α － １）（ － α － ２）（ － α － ３）（ － α － ４） ｉ －α－５ ＋ １

７！
６３
２

（２ － α）（１ － α）（ － α）（ － α － １）（ － α － ２）（ － α － ３）（ － α － ４）（ － α － ５）ｉ －α－６ ＋
… ＝ － （２ － α）（１ － α）（ － α） ｉ －α－１Ｓα。 （３５）

其中： Ｓα ＝ １ － １
４！（ － α － １）（ － α － ２）（ － α － ３） ｉ －３ － １２

６！（ － α － １）（ － α － ２）（ － α － ３）（ －

α － ４） ｉ －４ １
７！

６３
２ （ － α － １）（ － α － ２）（ － α － ３）（ － α － ４）（ － α － ５） ｉ －５ ＋ … ≥

（α ＋ １）（α ＋ ２）（α ＋ ３）
４！ ｉ －３ － １２

６！（α ＋ １）（α ＋ ２）（α ＋ ３）（α ＋ ４） １ ＋ １
ｉ ＋ １

ｉ２ ＋ …æ

è
ç

ö

ø
÷ 。 由于

１ ＜ １ ＋ １
ｉ ＋ １

ｉ２ ＋ … ＝ １

１ － １
ｉ

≤ ３ ／ ２， 对 ｉ ≥ ３ ， 得到

Ｓα ≥ １ ＋ ３！
４！ｉ －３ － １２

６！５！ｉ －４ ３
２ ＝ ｉ －４ （ ｉ４ － ３） ＋ １

４ ｉ －３ ＞ ０。 （３６）

　 　 结合式 （３５） 和式 （３６）， ｋ ≥ ４ 时， 得到 ｄｋ－ｉ
ｋ ＝

－ ａｉ －１ － ｂｉ － ｃｉ ＋１

（１ ＋ α
２ ）２１ －α

＞ ０，ｉ ＝ ３，４，…，

ｋ － ２。 采用类似的方法也可得到 ｄｋ
１ ＞ ０，ｄｋ

０ ＞ ０ 。

４） ｋ ＝ ２ 时， ０ ＜ ｄ２
１ ＝ － （ｂ１ － ２）β －１

０ ＝ α

１ ＋ α
２

＜ ２
３ ＜ ４

３ 。 ｋ≥３ 时， 一方面 ｄｋ
ｋ－１ ＝

－ （ｂ１ ＋ ｃ２ － ２）β －１
０ ＝

（３ ＋ ３
２ α）２１ －α ＋ （ － α

２ － ２）３１ －α

（１ ＋ α
２ ）２１ －α

≤
（３ ＋ ３

２ α）２１ －α ＋ （ － α
２ － ２）２１ －α

（１ ＋ α
２ ）２１ －α

＝

·５４２·
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１ ＋

α
２

１ ＋ α
２

，∀α ∈ （０，１）； 另一方面， 通过微分中值定理， 有 ３１ －α ≤ ２１ －α ＋ （１ － α）２ －α 。

因此 （３ ＋ ３
２ α）２１ －α ＋ （ － α

２ － ２）３１ －α ≥ （３ ＋ ３
２ α）２１ －α － （ α

２ ＋ ２）［２ －α ＋ （１ － α）２ －α］ ＝

α（ α
２ ＋ ７

２ ）２ －α ＞ ０ ， 可得 ｄｋ－ｉ
ｋ ＞ ０ 。

５） 使用泰勒公式， 得到

－ ａ１ － ｂ２ － ｃ３ － α
２ ＝ － ３ － ３α

２
æ

è
ç

ö

ø
÷２１－α ＋ ６ ＋ ３α

２
æ

è
ç

ö

ø
÷３１－α － ３ ＋ α

２
æ

è
ç

ö

ø
÷４１－α ＝ － ３ － ３α

２
æ

è
ç

ö

ø
÷３１－α

１ － １
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ －α
＋ ６ ＋ ３α

２
æ

è
ç

ö

ø
÷３１ －α － ３ ＋ α

２
æ

è
ç

ö

ø
÷３１ －α １ ＋ １

３
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ －α
＝ － ３ － ３α

２
æ

è
ç

ö

ø
÷３１ －α［１ －

（１ － α） １
３ ＋ （１ － α）（ － α）

２！
１
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
－ （１ － α）（ － α）（ － α － １）

３！
１
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
＋ …］ ＋

６ ＋ ３α
２

æ

è
ç

ö

ø
÷３１ －α － ３ ＋ α

２
æ

è
ç

ö

ø
÷３１ －α［１ ＋ （１ － α） １

３ ＋ （１ － α）（ － α）
２！

１
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
＋

（１ － α）（ － α）（ － α － １）
３！

１
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

３
＋ …］ ＝ － α

２
æ

è
ç

ö

ø
÷３１ －α ＋ α（１ － α）３ －α ＋ （ － ６ － ２α）

（１ － α）（ － α）
２！ ３ －α－１ ＋ α （１ － α）（ － α）（ － α － １）

３！ ３ －α－２ ＋ （ － ６ － ２α）

（１ － α）（ － α）（ － α － １）（ － α － ２）
４！ ３ －α－３ ＋ … ＋ （（ － １） ｋ＋１ ３ ＋ ３α

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

３ ＋ α
２

æ

è
ç

ö

ø
÷） （１ － α）（ － α）…（ － α － ｋ ＋ ２）

ｋ！ ３１ －α－ｋ ＋ …。 （３７）

可以看出， 除式 （３７） 右边的第一项外， 其余的项都是正的。 因此 － ａ１ － ｂ２ － ｃ３ － α
２ ≥

－ α
２

æ

è
ç

ö

ø
÷３１ －α ＋ α（１ － α）３ －α 。 根 据 定 义 可 知 ｄｋ

ｋ－２ ≥
（ － α

２ ）３１ －α ＋ α（１ － α）３ －α

（１ ＋ α
２ ）２１ －α

＝

（ － α
２ － α２ ）３１ －α

（１ ＋ α
２ ）２１ －α

≥
（ － α

２ － α２ ）３１ －α

（１ ＋ α
２ ）２·３ －α

＝ － （α ＋ ２） ＋ ３
α ＋ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ７

２ ， 从而得到 ｄｋ
ｋ－２ ＞ － １

２ 。

另一方面， 证明 ｄｋ
ｋ－２ ＜ １

３ ， 一些计算从式 （３７） 给出。 － ａ１ － ｂ２ － ｃ３ － α
２ ＝ （ － α

２ ）３１ －α ＋

α（１ － α）３ －α ＋ （ － ６ － ２α） （１ － α）（ － α）
２！ ３ －α－１ ＋ α （１ － α）（ － α）（ － α － １）

３！ ３ －α－２ ＋ （ － ６ －

２α） （１ － α）（ － α）（ － α － １）（ － α － ２）
４！ ３ －α－３ ＋ … ≤ （ － α

２ ）３１ －α ＋ α（１ － α）３ －α ＋

·６４２·
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３ －α １
３ ＋ １

３
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
＋ １

３
æ

è
ç

ö

ø
÷

３
…æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ （ － α

２ ）３１ －α ＋ α（１ － α）３ －α ＋ １
２ ３ －α。 于 是 ｄｋ

ｋ－２ ≤

（ － α
２ ）３１ －α ＋ α（１ － α）３ －α １

２ ３ －α

（１ ＋ α
２ ）２１ －α

＝ － ２α２ － α ＋ １
６ ＋ ３α

３
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ －α
≤ － ２α２ － α ＋ １

６ ＋ ３α
３
２ ＝

７
３ － ２

３ （α ＋ ２） ＋ ５
３

１
α ＋ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

３
２ ＜ １

３ ，∀α ∈ （０，１）。 ｋ ＝ ２，ｋ ＝ ３ 的情形也可类似地证明。

６） 从式 （３２） 和式 （３３） 可得到：

ｄｋ
ｋ－２ ≥

α（ α
２ ＋ ７

２ ）２ －α

（１ ＋ α
２ ）２１ －α

＝ α（α ＋ ７）
２（２ ＋ α） ＞ ０， （３８）

ｄｋ
ｋ－２ ≥

（－ α
２ ）３１－α＋ α（１ － α）３－α＋ （－ ６－ ２α） （１ － α）（－ α）

２！ ３－α－１

（１ ＋ α
２ ）２１－α

＝α（－ ２α２－ １０α＋ ３）３－α

６（２ ＋ α）
３－α

２－α。 （３９）

使用式 （３８） 和式 （３９）， 得到

１
４ （ｄｋ

ｋ－２ ） ２ ＋ ｄｋ
ｋ－２ ≥ １

４
α２ （α ＋ ７） ２

４（α ＋ ２） ２ ＋ α（ － ２α２ － １０α ＋ ３）３ －α

６（２ ＋ α）
３ －α

２ －α ＝

３α２ （α ＋ ７） ２２ －α ＋ ８α（ － ２α２ － １０α ＋ ３）（α ＋ ２）３ －α

４８（α ＋ ２） ２２ －α ＝

３α２ （α ＋ ７） ２ （３ －α ＋ ３ －α－１ ） ＋ ８α（ － ２α２ － １０α ＋ ３）（α ＋ ２）３ －α

４８（α ＋ ２） ２２ －α ＝

α３ －α（α４ ＋ α３ ＋ ２１（１ － α２ ） ＋ １１α ＋ ２７）
４８（α ＋ ２） ２２ －α ＞ ０。

　 　 引理 １ 的证明完成。

引入参数 η：＝ １
２ ｄｋ

ｋ－１ 。 将式 （２７） 改写为 （１ ＋ α０β－１
０ ）ｕｋ

ｉ － ηｕｋ－１
ｉ － α０β－１

０ δ２
ｘｕｋ

ｉ ＝ η（ｕｋ－１
ｉ －

ηｕｋ －２
ｉ ） ＋ （ η２ ＋ ｄｋ

ｋ －２ ） ｕｋ －２
ｉ ＋ ｄｋ

ｋ －３ ｕｋ －３
ｉ ＋ …ｄｋ

０ ｕ０
ｉ ＝ η（ ｕｋ －１

ｉ － ηｕｋ －２
ｉ ） ＋ （ η２ ＋ ｄｋ

ｋ －２ ） （ ｕｋ －２
ｉ －

ηｕｋ－３
ｉ ） ＋ （η３ ＋ ｄｋ

ｋ－２η ＋ ｄｋ
ｋ－３）ｕｋ－３

ｉ ＋ ｄｋ
ｋ－４ｕｋ－４

ｉ ＋ …ｄｋ
０ｕ０

ｉ ＝ η（ｕｋ－１
ｉ － ηｕｋ－２

ｉ ） ＋ （η２ ＋ ｄｋ
ｋ－２）（ｕｋ－２

ｉ －
ηｕｋ－３

ｉ ） ＋ （η３ ＋ ｄｋ
ｋ－２η ＋ ｄｋ

ｋ－３ ）（ｕｋ－３
ｉ － ｕｋ－４

ｉ ） ＋ … ＋ （ηｋ－１ ＋ ｄｋ
ｋ－２ηｋ－３ ＋ … ＋ ｄｋ

２η ＋ ｄｋ
１ ）（ｕ１

ｉ －
ηｕ０

ｉ ） ＋ （ηｋ ＋ ｄｋ
ｋ－２ηｋ－２ ＋ … ＋ ｄｋ

１η ＋ ｄｋ
０ ）ｕ０

ｉ 。 现在表示为：

ｄ－ ｋ
ｋ－ｉ：＝ ηｉ ＋ ∑

ｉ

ｊ ＝ ２
ηｉ －ｊｄｋ

ｋ－ｊ，ｉ ＝ ２，３，…，ｋ。 （４０）

ｕ－ ｌ
ｉ：＝ ｕｌ

ｉ － ηｕｌ －１
ｉ ，ｌ ＝ １，２，…，ｋ。

因此， 式 （２７） 可以等价为：

ｕ－ ｋ
ｉ ＋ α０β －１

０ ｕｋ
ｉ － α０β －１

０ δ２
ｘｕｋ

ｉ ＝ ηｕ－ ｋ－１
ｉ ＋∑

ｋ－１

ｊ ＝ ２
ｄ－ ｋ

ｋ－ｊｕ
－ ｋ－ｊ

ｉ ＋ ｄ－ ｋ
０ｕ０

ｉ ，ｋ ≥ ２。 （４１）

下面引理提供式 （４１） 中的系数的一些很好的性质。

·７４２·
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引理 ２　 对 ０ ＜ α ＜ １，ｋ ≥ ２ 和式 （４１） 中的系数满足：

０ ＜ η ＝ １
２ ｄｋ

ｋ－１ ＜ ２ ／ ３， （４２）

ｄ－ ｋ
ｋ－ｉ ＞ ０，ｉ ＝ ２，３，…，ｋ，

η ＋ ｄ－２
０ ≤ １， （４３）

对 ｋ ≥ ３，η ＋ ∑
ｋ－１

ｉ ＝ ２
ｄ－ ｋ

ｋ－ｉ ＋ ｄ－ ｋ
０ ≤ １， （４４）

１
ｄ－ ｋ

０

＜ ｋα

（２ － α）（１ － α）。 （４５）

　 　 证明　 １） 使用式 （３２） 即可得到式 （４２）。
２） 由式 （４０） 和式 （３２）， 得

ｄ－ ｋ
ｋ－２ ＝ η２ ＋ ｄｋ

ｋ－２ ＝ １
４ （ｄｋ

ｋ－１ ） ２ ＋ ｄｋ
ｋ－２ ＞ ０（ｋ ≥ ２）。 （４６）

更进一步， 可以验证 ｄ－ ｋ
ｋ－ｉ ＝ ｄ－ ｋ

ｋ－ｉ ＋１η ＋ ｄｋ
ｋ－ｉ，ｉ ＝ ３，４，…，ｋ。 运用式 （４６）、 式 （３２） 和 η ＞

０ ， 可得 ｄ－ ｋ
ｋ－ｉ ＞ ０，ｉ ＝ ３，４，…，ｋ 。

３） 令 ｑ２ ＝ η ＋ ｄ－２
０ ， 由式 （４０） 可得 ｑ２ ＝ η ＋ ｄ２

０ ＝ η ＋ η２ ＋ ｄ２
０ ＝ η（１ ＋ η） ＋ ｄ２

０ ＝

η·１ － η２

１ － η ＋ ｄ２
０ 。 于是 （１ － η）ｑ２ ＝ η（１ － η２ ） ＋ ｄ２

０ （１ － η） ＝ （η ＋ ｄ２
０ ） － η（η２ ＋ ｄ２

０ ）。 其

中 η ＋ ｄ２
０ ＝ １

２ ｄ２
１ ＋ ｄ２

０ ＝ － １
２ ｄ２

１ ＋ （ｄ２
０ ＋ ｄ２

１ ） ＝ １ － η。 上述结合式 （３１） 和式 （３４）， 可得

（１ － η）ｑ２ ≤ （１ － η） － η（ １
４ （ｄ２

１ ） ２ ＋ ｄ２
０ ） ≤ １ － η ， 得到 ｑ２ ≤ １ ， 即 η ＋ ｄ－２

０ ≤ １ 。

４） 令 ｑｋ ＝ η ＋ ∑
ｋ－１

ｉ ＝２
＋ ｄ－ ｋ

ｋ－ｉ ＋ ｄ－ ｋ
０ 。 由式 （４０） 得 ｑｋ ＝ η（１ ＋ η ＋ η２ ＋ … ＋ ηｋ－１） ＋ ｄｋ

ｋ２
（１ ＋

η ＋ η２ ＋ … ＋ ηｋ－２ ） ＋ … ＋ ｄｋ
２ （１ ＋ η ＋ η２ ） ＋ ｄｋ

１ （１ ＋ η） ＋ ｄｋ
０ 。 于是 （１ － η）ｑｋ ＝ η（１ ＋

ηｋ） ＋ ｄｋ
ｋ－２η（１ ＋ ηｋ１ ） ＋ ｄｋ

ｋ－３ ＋ … ＋ ｄｋ
１ ＋ ｄｋ

０ － ｄｋ
ｋ－３ηｋ－２ － … － ｄｋ

２η３ － ｄｋ
１η２ － ｄｋ

０η 。 使用式

（３０）、 式 （３１）、 式 （３４） 和 η ＝ １
２ ｄｋ

ｋ－１ ， 得 （１ － η）ｑｋ ≤ η（１ － ηｋ） ＋ ｄｋ
ｋ－２η（１ － ηｋ－１） ＋

ｄｋ
ｋ－３ ＋ … ＋ ｄｋ

１ ＋ ｄｋ
０ ＝ （η ＋ ｄｋ

ｋ－２ ＋ ｄｋ
ｋ－３ ＋ … ＋ ｄｋ

１ ＋ ｄｋ
０ ） － ηｋ－１ （η２ ＋ ｄｋ

ｋ－２ ） ≤ （１ － η） －

ηｋ－１ （η２ ＋ ｄｋ
ｋ－２） ≤ （１ － η） － ηｋ－１ １

４ （ｄｋ
ｋ－１）２ ＋ ｄｋ

ｋ－２
æ

è
ç

ö

ø
÷。 于是， 得到 ｑｋ ≤ １ ， 即 η ＋ ∑

ｋ－１

ｉ ＝２
ｄ－ ｋ

ｋ－ｉ ＋

ｄ－ ｋ
０ ≤ １ 。

５） 显然 ｄ－ ｋ
０ ≥ ｄｋ

０ ＞ ０ ， ｄｋ
０ ＝ ３

２ （２ － α）ｋ１－α － １
２ （２ － α）（ｋ － １）１－α － ｋ２－α ＋ （ｋ － １）２－α ＝

３
２ （２ － α） ｋ１ －α － １

２ （２ － α） ｋ１ －α １ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ －α
－ｋ２ －α ＋ １ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ －α
＝ ３

２ ｋ１ －α－ １
２ （２ － α）ｋ１ －α

（１ － （１ － α） １
ｋ ＋ （１ － α）（ － α）

２！
１
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
－ （１ － α）（ － α）（ － α － １）

３！
１
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３
＋ …） － ｋ２ －α ＋

·８４２·



　 第 ２ 期 何咏晖， 等： 时间分数阶反应⁃扩散方程的高阶数值方法

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

ｋ２ －α（１ － （２ － α） １
ｋ ＋ （２ － α）（１ － α）

２！
１
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
－ （２ － α）（１ － α）（ － α）

３！
１
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３
＋

（２ － α）（１ － α）（ － α）（ － α － １）
４！

１
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
－ …） ＝ （２ － α）（１ － α）ｋ －α ＋ （ － １

４ － １
６ ）（２ －

α）（１ － α）（ － α）ｋ －α－１ ＋ １
２

１
３！ ＋ １

４！
æ

è
ç

ö

ø
÷（２ － α）（１ － α）（ － α）（ － α － １）ｋ －α－２ ＋ … ≥ （２ －

α）（１ － α）ｋ －α ， 于是 １
ｄ－ ｋ

０

＜ ｋα

（２ － α）（１ － α） 。

定理 ２　 设 ｛ｕｋ
ｉ ｜ ０ ≤ ｉ ≤ ｍ，０ ≤ ｉ ≤ ｎ｝ 为差分格式 （１７） ～（１９） 的解， 则有 ｕｋ ＋

α０β －１
０ δｘｕｋ ≤ ４ ｕ０ ，１ ≤ ｋ ≤ ｎ。
证明　 ｋ ＝ １ 时， 由式 （２８）， 有

（１ ＋ α～ ０ ）ｕ１
ｉ － α～ ０ δ２

ｘｕ１
ｉ ＝ ｕ０

ｉ 。 （４７）

　 　 将式 （４７） 等号两边与 ｕ１
ｉ 做内积， 得 （１ ＋ α～ ０ ） ｕ１ ２ ＋ α～ ０ δｘｕ１ ２ ＝ （ｕ０ ，ｕ１ ） ≤

ｕ０ ２ ／ ２ ＋ ｕ１ ２ ／ ２ 。 化简得 ｕ１ ２ ＋ α～ ０ δｘｕ１ ２ ≤ ｕ０ ２ 。 显然能得到 ｕ１ ≤ ｕ０ ，

α～ ０ δｘｕ１ ≤ ｕ０ ， 结合式 （２９）， ｋ ＝ １ 情形证得。
下证 ｋ ≥ ２ 的情形。 由式 （４１）， 有

ｕ－ ｋ
ｉ ＋ α０β －１

０ ｕｋ
ｉ － α０β －１

０ δ２
ｘｕｋ

ｉ ＝ ηｕ－ ｋ－１
ｉ ＋ ∑

ｋ－１

ｊ ＝ ２
ｄ－ ｋ

ｋ－ｊｕ
－ ｋ－ｊ

ｉ ＋ ｄ－ ｋ
０ｕ０

ｉ 。 （４８）

　 　 将式 （４８） 等号两边与 ２ｕ－ ｋ 做内积， 得２ ｕ－ ｋ ２ ＋ ２α０β －１
０ （ｕｋ，ｕ－ ｋ） ＋ ２α０β －１

０ （δｘｕｋ，δｘｕ
－ ｋ） ＝

２η（ｕ－ ｋ－１ ，ｕ－ ｋ） ＋ ２∑
ｋ－１

ｊ ＝ ２
ｄ－ ｋ

ｋ－ｊ（ｕ－ ｋ－ｊ，ｕ－ ｋ） ＋ ２ｄ－ ｋ
０ （ｕ０ ，ｕ－ ｋ） 。

　 　 使用引理 １、 柯西施瓦兹不等式和公式

２（δｘｕｋ，δｘｕ
－ ｋ） ＝ δｘｕｋ ２ ＋ δｘｕ

－ ｋ ２ － η２ δｘｕｋ－１ ２ ， （４９）

２（ｕｋ，ｕ－ ｋ） ＝ ｕｋ ２ ＋ ｕ－ ｋ ２ － η２ ｕｋ－１ ２ ， （５０）
可得 到 ２ ｕ－ ｋ ２ ＋ α０β －１

０ δｘｕｋ ２ － α０β －１
０ η２ ｕｋ－１ ２ － α０β －１

０ η２ δｘｕｋ－１ ２ ≤ η ｕ－ ｋ－１ ２ ＋

∑
ｋ－１

ｊ ＝ ２
ｄ－ ｋ

ｋ－ｊ ｕ－ ｋ－ｊ ２ ＋ ｄ－ ｋ
０ ｕ０ ２ ＋ （η ＋ ∑

ｋ－１

ｊ ＝ ２
ｄ－ ｋ

ｋ－ｌ ＋ ｄ－ ｋ
０ ） ｕ－ ｋ ２ 。 接着使用式 （４２） ～（４４） 和能量分析

法， 得到

ｕ－ ｋ ２ ＋ α０β －１
０ δｘｕｋ ２ ≤ η ｕ－ ｋ－１ ２ ＋ α０β －１

０ η ｕｋ－１ ２ ＋ α０β －１
０ η δｘｕｋ－１ ２ ＋

∑
ｋ－１

ｊ ＝ ２
ｄ－ ｋ

ｋ－ｊ ｕ－ ｋ－ｊ ２ ＋ ｄ－ ｋ
０ ｕ０ ２ ≤ η（ ｕ－ ｋ－１ ２ ＋ α０β －１

０ η δｘｕｋ－１ ２） ＋

∑
ｋ－１

ｊ ＝２
ｄ－ ｋ

ｋ－ｊ（ ｕ－ ｋ－ｊ ２ ＋ α０β －１
０ δｘｕｋ－ｊ ２） ＋ ｄ－ ｋ

０ ｕ０ ２。 （５１）

　 　 下证 ｕ－ ｋ ２ ＋ α０β －１
０ δｘｕｋ ２ ≤ ｕ０ ２ ，１ ≤ ｋ ≤ ｎ 。

用数学归纳法证明， 下证 ｋ ＝ １ 的情形。 由式 （２８） 和式 （４１） 可得

ｕ－１
ｉ ＋ α～ ０ δ２

ｘｕ１
ｉ ＝ （１ － η）ｕ０

ｉ 。 （５２）

·９４２·
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　 　 将式 （５２） 等号两边与 ２ｕ１
ｉ 做内积， 得 ２（ｕ－１ ，ｕ１ ） ＋ ２α～ ０ ｕ１ ２ ＋ ２α～ ０ δｘｕ１ ２ ＝ ２（１ －

η）（ｕ０ ，ｕ１ ）。 结合式 （５０）， 得到

ｕ－１ ２ ＋ α～ ０ δｘｕ１ ２ ≤ （１ － η ＋ η２ ） ｕ０ ２ ≤ ｕ０ ２ 。 （５３）

　 　 由式 （５１） 和式 （５３） 和引理 ２ 得 ｕ－２ ２ ＋ α０β －１
０ δｘｕ２ ２ ≤ η ｕ－１ ２α０β －１

０ δｘｕ１ ２ ＋

ｄ－２
０ ｕ０ ２ ≤ （η ＋ ｄ－２

０ ） ｕ０ ２ ≤ ｕ０ ２ 。 故 ｋ ＝ ２ 的情形已证得。 假设结论对 ｋ ＝ ２，３，…，ｊ － １
成立， 下证 ｋ ＝ ｊ 的情形。

由式 （４３） 和式 （４４） 可得

ｕ－ ｊ ２ ＋ α０β －１
０ δｘｕ ｊ ２ ≤ η ＋ ∑

ｊ －１

ｉ ＝ ２
ｄ－ ｊ

ｊ －ｉ ＋ ｄ－ ｊ
０( ) ｕ０ ２ ≤ ｕ０ ２ 。 （５４）

最后， 去估计 ｕｋ ， 使用 ｕ－ ｋ ＝ ｕｋ － ηｕｋ－１ 和范数的三角不等式， 可得

ｕｋ ＝ ｕ－ ｋ ＋ ηｕｋ－１ ≤ ｕ－ ｋ ＋ ηｕｋ－１ ≤ （１ ＋ η） ｕ０ ＋ η２ ｕｋ－２ ≤
（１ ＋ η ＋ η２ ＋ … ＋ ηｋ） ｕ０ ≤ ３ ｕ０ 。 （５５）

结合式 （５４） 和式 （５５）， 就完成了定理 ２ 的证明。
３􀆰 ２　 差分格式的收敛性

定理 ３　 设 ｛Ｕｋ
ｉ ｜ ０ ≤ ｉ ≤ ｍ，０ ≤ ｋ ≤ ｎ｝ 为原方程式 （１） ～（３） 的精确解， ｛ｕｋ

ｉ ｜ ０ ≤
ｉ ≤ ｍ，０ ≤ ｋ ≤ ｎ｝ 为差分格式 （１７） ～（１９） 的解。 令 ｅｋ

ｉ ＝ Ｕｋ
ｉ － ｕｋ

ｉ ， 则存在正常数 ｃ， 使

得 ｅｋ ＋ α０β －１
０ δｘｅｋ ≤ ｃ（τ３ －α ＋ ｈ２ ），０ ≤ ｉ ≤ ｍ，２ ≤ ｋ ≤ ｎ 。

证明　 结合式 （１３） ～（１９）， 可得

ｅ－ｋ
ｉ ＋ α０β －１

０ ｅｋ
ｉ － α０β －１

０ δ２
ｘｅｋ

ｉ ＝ ηｅ－ｋ－１
ｉ ＋ ∑

ｋ－１

ｊ ＝ ２
ｄ－ ｋ

ｋ－ｊｅ
－ｋ－ｊ

ｉ ＋ ｄ－ ｋ
０ｅ０

ｉ － α０β －１
０ （Ｒ２ ） ｋ

ｉ 。 （５６）

　 　 对式 （５６） 等号两边同时与 ２ｅ－ｋ
ｉ 做内积， 可得

２ ｅ－ｋ ２ ＋ ２α０β －１
０ （ｅｋ，ｅ－ｋ） ＋ ２α０β －１

０ （δｘｅｋ，δｘｅ
－ｋ） ＝

２η（ｅｋ－１ ，ｅ－ｋ） ＋ ２∑
ｋ－１

ｊ ＝ ２
ｄ－ ｋ

ｋ－ｊ（ ｅ－ｋ－ｊ，ｅ－ｋ） ＋ ２ｄ－ ｋ
０ （ｅ０ ，ｅ－ｋ） － ２α０β －１

０ （（Ｒ２ ） ｋ，ｅ－ｋ）。

　 　 结合柯西施瓦兹不等式、 式 （４５） 以及 ２α０β －１
０ （（Ｒ２） ｋ，ｅ－ｋ） ≤ ２α０β －１

０ （Ｒ２） ｋ ｅ－ｋ ＝

２ α０β －１
０

１
ｄ－ ｋ

０
（Ｒ２） ｋ α０β －１

０ ｄ－ ｋ
０ ｅ－ｋ ≤４α０β －１

０
１
ｄ－ ｋ

０
（Ｒ２） ｋ ２ ＋ α０β －１

０ ｅ－ｋ ２ ＜ ４α０β －１
０

ｋα

（２ － α）（１ － α） ×

（Ｒ２ ） ｋ ２ ＋ α０β －１
０ ｅ－ｋ ２ ＝ （４Γ（１ － α）Ｔα ／ β０ ） （Ｒ２ ） ｋ ２ ＋ α０β －１

０ ｅ－ｋ ２ ， 类似于定理２ 的方法，

利用引理２、 柯西施瓦兹不等式、 式 （４９） 以及式 （５０） 得 ｅ－ｋ ２＋ α０β－１
０ δｘｅｋ ２ ≤η（ ｅ－ｋ－１ ２ ＋

α０β－１
０ δｘｅｋ－１ ２） ＋ ∑

ｋ－１

ｊ ＝２
ｄ－ ｋ

ｋ－ｊ（ ｅ－ｋ－ｊ ２ ＋ α０β－１
０ δｘｅｋ－ｊ ２） ＋ ｄ－ ｋ

０ ｅ０ ２ ＋ （４Γ（１ － α）Ｔα ／ β０） （Ｒ２）ｋ ２。

下证 ｅ－ｋ ２ ＋ α０β －１
０ δｘｅｋ ２ ≤ ｅ０ ２ ＋ （４Γ（１ － α）Ｔα ／ β０ ） ｍａｘ

２≤ｋ≤ｎ
（Ｒ２ ） ｋ ２ ，２ ≤ ｋ ≤ ｎ 。 证

明方法与定理 ２ 类似， 采用数学归纳法即可证得。 对 ｅｋ 做估计， ｅｋ ＝ ｅ－ｋ ＋ ηｅｋ－１ ≤

（ ｅ０ ２ ＋ （４Γ（１ － α）Ｔα ／ β０ ） ｍａｘ
２≤ｋ≤ｎ

（Ｒ２ ） ｋ ２ ）
１
２ ＋ η ｅｋ－１ ≤ （１ ＋ η）（ ｅ０ ２ ＋ （４Γ（１ －

·０５２·
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α）Ｔα ／ β０ ） ｍａｘ
２≤ｋ≤ｎ

（Ｒ２ ） ｋ ２ ）
１
２ ＋ η２ ｅｋ－２ ≤ （１ ＋ η ＋ η２ ＋ … ＋ ηｋ）（ ｅ０ ２ ＋ （４Γ（１ － α）Ｔα ／ β０ ）

ｍａｘ
２≤ｋ≤ｎ

（Ｒ２ ） ｋ ２ ）
１
２ ≤ ３（（４Γ（１ － α）Ｔα ／ β０ ） ｍａｘ

２≤ｋ≤ｎ
（Ｒ２ ） ｋ ２ ）

１
２ 。 又由于 （Ｒ２ ） ｋ

ｉ ≤ ｃ（τ３ －α ＋

ｈ２ ），２ ≤ ｋ ≤ ｎ ， 该定理证毕。

４　 数值算例
本节提供数值例子， 以说明所给理论分析的有效性。 考虑以下分数阶反应⁃扩散方

程： Ｃ
０ Ｄα

ｔ （ｘ，ｔ） ＋ ｕ（ｘ，ｔ） ＝ 􀆟２ｕ（ｘ，ｔ） ／ 􀆟ｘ２ ＋ ｆ（ｘ，ｔ），ｘ ∈ （０，１），ｔ ∈ （０，１］； ｕ（ｘ，０） ＝ φ（ｘ），
ｘ［０，１］； ｕ（０，ｔ） ＝ μ（ｔ），ｕ（１，ｔ） ＝ γ（ｔ），ｔ ∈ （０，１］ 。 其中右端源项为 ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ｅｘ ｔ４ ＋αΓ（５ ＋
α） ／ ２４ 。 该方 程 的 精 确 解 为 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｅｘ ｔ４ ＋α 。 定 义 Ｌ２ 误 差 范 数 为 Ｅ（ｈ，τ） ＝

∑
ｍ

ｉ ＝ ０
∑

ｎ

ｊ ＝ ０
（ｕ（ｘｉ，ｔ ｊ） － ｕ ｊ

ｉ） ２ 。 其中： ｕ（ｘｉ，ｔ ｊ） 和 ｕ ｊ
ｉ 分别表示该问题在点 （ｘｉ，ｔ ｊ） 处的精确解

和数值解； τ 表示时间步长； ｈ 表示空间步长。
表 １ 给出了当 ｈ ＝ １ ／ ２０ ０００， α ＝ ０􀆰 ３， ０􀆰 ５， ０􀆰 ９ 时精确解和数值解的 Ｌ２ 误差及时间

方向上的收敛阶， ｔ 的收敛阶接近 ３ － α 。 这与本文的理论分析结果一致。 表 ２ 给出了当

τ ＝ １ ／ ２０ ０００， α ＝ ０􀆰 ３， ０􀆰 ５， ０􀆰 ９ 时精确解和数值解的 Ｌ２ 误差及空间方向上的收敛阶，
ｈ 的收敛阶接近 ２ 阶。 这与本文的理论分析结果一致。

表 １　 当 ｈ ＝ １ ／ ２０ ０００， α ＝ ０􀆰 ３， ０􀆰 ５， ０􀆰 ９ 时，
Ｌ２ 误差和 ｔ 的收敛阶

Ｔａｂ􀆰 １　 Ｗｈｅｎ ｈ ＝ １ ／ ２０ ０００， ｆｏｒ α ＝ ０􀆰 ３， ０􀆰 ５，
０􀆰 ９， ｔｈｅ Ｌ２ ｅｒｒｏｒ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅ ｏｆ ｔ

α τ Ｅ（ｈ，τ） ｌｏｇ２
Ｅ（ｈ，２τ）
Ｅ（ｈ，τ）

０􀆰 ３

１ ／ ８ ８􀆰 ３００ × １０ － ４

１ ／ １６ １􀆰 ２８５ × １０ － ４ ２􀆰 ６９１ １

１ ／ ３２ １􀆰 ９１０ × １０ － ５ ２􀆰 ７４７ ２

１ ／ ６４ ２􀆰 ８００ × １０ － ６ ２􀆰 ７７３ ０

１ ／ １２８ ４􀆰 ０００ × １０ － ７ ２􀆰 ８３０ ３

０􀆰 ５

１ ／ ８ ３􀆰 ２００ × １０ － ３

１ ／ １６ １􀆰 ３２３ × １０ － ３ ２􀆰 ４１８ ５

１ ／ ３２ ５􀆰 ３４３ × １０ － ４ ２􀆰 ４７６ ５

１ ／ ６４ ２􀆰 １３６ × １０ － ４ ２􀆰 ５００ ９

１ ／ １２８ ８􀆰 ５１０ × １０ － ５ ２􀆰 ５１０ ３

０􀆰 ９

１ ／ ８ ２􀆰 ５８６ × １０ － ２

１ ／ １６ ６􀆰 ６７５ × １０ － ３ １􀆰 ９５３ ８１６

１ ／ ３２ １􀆰 ６３５ × １０ － ３ ２􀆰 ０２９ ８６５

１ ／ ６４ ３􀆰 ９００ × １０ － ４ ２􀆰 ０６５ ９６１

１ ／ １２８ ９􀆰 ２００ × １０ － ５ ２􀆰 ０８３ ４６７

表 ２　 当 τ ＝ １ ／ ２０ ０００， α ＝ ０􀆰 ３， ０􀆰 ５， ０􀆰 ９ 时，
Ｌ２ 误差和 ｈ 的收敛阶

Ｔａｂ􀆰 ２　 Ｗｈｅｎ τ ＝ １ ／ ２０ ０００， ｆｏｒ α ＝ ０􀆰 ３， ０􀆰 ５，
０􀆰 ９， ｔｈｅ Ｌ２ ｅｒｒｏｒ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅ ｏｆ ｈ

α ｈ Ｅ（ｈ，τ） ｌｏｇ２
Ｅ（２ｈ，τ）
Ｅ（ｈ，τ）

０􀆰 ３

１ ／ ４ ０􀆰 ８５０ × １０ － ３

１ ／ ８ ０􀆰 ２１５ × １０ － ３ １􀆰 ９８３ ４１１

１ ／ １６ ０􀆰 ０５４ × １０ － ３ １􀆰 ９８０ ４５４

１ ／ ３２ ０􀆰 ０１４ × １０ － ３ １􀆰 ９９８ ６５４

０􀆰 ５

１ ／ ４ ０􀆰 ８０７ × １０ － ３

１ ／ ８ ０􀆰 ２０４ × １０ － ３ １􀆰 ９８５ ３９６

１ ／ １６ ０􀆰 ０５２ × １０ － ３ １􀆰 ９８２ ４７７

１ ／ ３２ ０􀆰 ０１３ × １０ － ３ １􀆰 ９９９ ０６０

０􀆰 ９

１ ／ ４ ０􀆰 ６８２ × １０ － ３

１ ／ ８ ０􀆰 １７３ × １０ － ３ １􀆰 ９７５ ６８８

１ ／ １６ ０􀆰 ０４４ × １０ － ３ １􀆰 ９６６ ８４９

１ ／ ３２ ０􀆰 ０１１ × １０ － ３ １􀆰 ９７０ ５９１

·１５２·
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５　 结论
本文提出了一个 Ｃａｐｕｔｏ 时间分数阶反应⁃扩散方程的数值方法。 在时间上采用 Ｌ２ 格

式、 空间上采用二阶中心差分对所得微分方程进行数值求解， 并证明了该差分格式是无

条件稳定和收敛的。 此外， 本文数值方法的收敛阶为 Ｏ（τ３ －α ＋ ｈ２ ） 。 最后， 通过数值算

例验证了本文的数值方法与理论结果的一致性。 这种方法和分析技术可用于求解和分析

其他类型的分数阶偏微分方程。
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