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改进 ＩＶＩＦ⁃ＢＷＭ 的新高考数学试题

综合难度模型的构建与应用
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［摘要］ 以 《中国高考评价体系》 为蓝本， 根据新高考数学试题的特点， 构建新高考数学试题难度指

标模型。 针对现有区间值直觉模糊最优最劣方法 （ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｖａｌｕｅ ｉｎｔｕｉｔｉｏｎｉｓｔｉｃ ｆｕｚｚｙ ｂｅｓｔ ｗｏｒｓｔ ｍｅｔｈｏｄ， ＩＶＩＦ⁃
ＢＷＭ） 的不足， 提出了改进的 ＩＶＩＦ⁃ＢＷＭ。 该方法建立了基于乘法一致的区间值直觉模糊偏好关系 （ ｉｎｔｅｒ⁃
ｖａｌ ｖａｌｕｅ ｉｎｔｕｉｔｉｏｎｉｓｔｉｃ ｆｕｚｚｙ ｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ， ＩＶＩＦＰＲ） 的目标规划模型求解准则的最优区间值直觉模糊

（ｉｎｔｅｒｖａｌ ｖａｌｕｅ ｉｎｔｕｉｔｉｏｎｉｓｔｉｃ ｆｕｚｚｙ， ＩＶＩＦ） 权重， 并推导出 ＩＶＩＦ 环境下的一致性指标 （ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ ｉｎｄｅｘ， ＣＩ）
和一致性比率 （ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ ｒａｔｉｏ， ＣＲ） 来验证结果的可靠性， 将改进的 ＩＶＩＦ⁃ＢＷＭ 用于计算难度指标和难

度水平的权重， 建立新高考试题综合难度模型。 最后利用该模型评价 ２０２２ 年新高考数学试卷， 验证所构建

的新高考数学试题综合难度模型的有效性。
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０　 引言
２０１４ 年， 我国启动新一轮高考改革， 社会各界对高考的关注度持续上升， 新高考试题的难度尤

其引起社会的高度关注， 因此， 构建新高考背景下的试题难度评价模型尤为重要。 综合难度模型［１］

作为研究试题难度的重要工具， 近年来被广泛用于研究中高考数学试题的难度， 并且许多学者针对不

同应用场景调整了该模型。 如张怡等［２］ 在该模型的基础上加入思维方向指标， 并将其用于高考理科

数学全国卷试题； 武小鹏等［３］在五维度综合难度模型的基础上增加了思维方向、 是否含参 ２ 个指标，
形成高考试题难度的评价模型； 薛欢等［４］ 根据 “统计与概率” 试题的特点， 增加了条件含量、 阅读

量 ２ 个指标， 对试题进行难度分析； 李保臻等［５］结合文献 ［１］ 的综合难度模型和文献 ［３］ 的改进

模型， 重新划分各个难度水平， 使其更适合高考试题的特点。
通过分析可以发现， 上述这些模型没有考虑不同评价指标的权重， 并且直接以自然数 １，２，３，…

对各指标的难度水平进行划分， 每个难度水平的权重呈等量递增的趋势， 这显然是不合理的。 基于

此， 武小鹏等［６］采用层次分析法 （ ａｎａｌｙｔｉｃ ｈｉｅｒａｒｃｈｙ ｐｒｏｃｅｓｓ， ＡＨＰ） 计算各指标及各个难度水平的权

重， 完善了综合难度系数模型， 形成高考数学试题难度评价模型。 然而， ＡＨＰ 作为经典的权重确定

方法， 存在两两比较矩阵中会出现不一致和指标间两两比较的工作量巨大 ２ 个缺点［７］ 。 为了克服

ＡＨＰ 的不足， Ｒｅｚａｅｉ［８］提出最优最劣方法 （ｂｅｓｔ ｗｏｒｓｔ ｍｅｔｈｏｄ， ＢＷＭ）， ＢＷＭ 在减少成对比较次数和

保持判断一致性方面表现良好。 由于主观准则中数据的不确定性， 许多学者将 ＢＷＭ 拓展到不同的模

糊环境， 使用不同模糊集表征指标间的偏好关系， 如模糊 ＢＷＭ［９］ 、 区间值模糊 ＢＷＭ［１０］ 、 直觉模糊

ＢＷＭ［１１］ 、 区间值模糊粗糙 ＢＷＭ［１２］ 、 犹豫的模糊语言 ＢＷＭ［１３］ 等。 相较于语言变量、 模糊数、 区间

数、 直觉模糊数等， 区间值直觉模糊数同时考虑了隶属度和非隶属度， 并且可以更好地刻画决策者在

决策过程中的不确定性， 减少因信息表示模型选择不妥而导致的信息丢失或失真， 进而降低决策风

险， 提高决策质量［１４］ 。 因此， 文献 ［１５ － １６］ 将 ＩＶＩＦ 和经典 ＢＷＭ 相结合， 提出了 ＩＶＩＦ⁃ＢＷＭ。 然

而， 现有的这些 ＩＶＩＦ ⁃ＢＷＭ 的扩展还存在如下不足： １） 部分参考比较的 ＩＶＩＦ 表达不符合逻辑； ２）
ＩＶＩＦ⁃ＢＷＭ 忽略了 ＩＶＩＦＰＲ 与乘法偏好关系之间的差异， 直接将 ＢＷＭ 扩展到区间直觉模糊环境； ３）
在一致性比较过程中， ＩＶＩＦ⁃ＢＷＭ 的扩展仍然使用了 ＢＷＭ 的 ＣＩ 和 ＣＲ， 并且在区间值直觉模糊环境

下无法建立新的一致性指标。
基于以上分析， 本文以 《中国高考评价体系》 为蓝本， 根据新高考数学试题的考查特点， 构建

新高考数学试题难度指标模型， 并针对现有 ＩＶＩＦ⁃ＢＷＭ 的不足， 提出改进的 ＩＶＩＦ⁃ＢＷＭ。 该方法建立

了基于乘法一致 ＩＶＩＦＰＲ 的目标规划模型来求解标准化的最优 ＩＶＩＦ 权重， 并推导出 ＩＶＩＦ 环境下的 ＣＩ
和 ＣＲ 来验证推导结果的可靠性； 将改进的 ＩＶＩＦ⁃ＢＷＭ 用于计算难度指标和难度水平的权重， 建立新

高考试题综合难度模型； 利用该模型评价 ２０２２ 年新高考数学试卷， 验证所构建的新高考数学试题综

合难度模型的有效性。

·７７·
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１　 ＩＶＩＦＳ 和 ＩＶＩＦＰＲ 的相关理论
定义 １［１７］ 　 Ｘ 上的区间值直觉模糊集 （ＩＶＩＦＳ） 􀭹Ａ 定义为 􀭹Ａ ＝ ｛〈ｘ，μ～ 􀭹Ａ（ｘ），ｖ～ 􀭹Ａ（ｘ）〉 ｘ ∈ Ｘ｝ ， 其中

ｘ ∈ Ｘ， 有 μ～ 􀭹Ａ：Ｘ→Ｌ（［０，１］）、 ｖ～ 􀭹Ａ：Ｘ→Ｌ（［０，１］）且 ０ ≤ ｓｕｐ（μ～ 􀭹Ａ（ｘ）） ＋ ｓｕｐ（ ｖ～ 􀭹Ａ（ｘ）） ≤ １ 。 区间数 μ～ 􀭹Ａ（ｘ）

和 ｖ～ 􀭹Ａ（ｘ） 分别表示元素 ｘ 属于区间值直觉模糊集 􀭹Ａ 的隶属度和非隶属度， 记 μ～ 􀭹Ａ（ｘ） ＝ ［μ －
􀭹Ａ （ｘ），

μ ＋
􀭹Ａ （ｘ）］ 和 ｖ～ 􀭹Ａ（ｘ） ＝ ［ｖ －

􀭹Ａ （ｘ），ｖ ＋
􀭹Ａ （ｘ）］ 。 因此 􀭹Ａ 可以等价表示为 􀭹Ａ ＝ ｛〈ｘ， ［μ －

􀭹Ａ （ｘ），μ ＋
􀭹Ａ （ｘ）］， ［ｖ －

􀭹Ａ （ｘ），
ｖ ＋

􀭹Ａ （ｘ）］〉 ｘ ∈ Ｘ｝ ， 其中， 对于任意 ｘ ∈ Ｘ ， 满足 ０ ≤ μ －
􀭹Ａ （ｘ） ≤ μ ＋

􀭹Ａ （ｘ） ≤ １， ０ ≤ ｖ－􀭹Ａ （ｘ） ≤ ｖ＋􀭹Ａ （ｘ） ≤ １，

μ ＋
􀭹Ａ （ｘ） ＋ ｖ ＋

􀭹Ａ （ｘ） ≤ １ 。 同理， π～ 􀭹Ａ（ｘ） ＝ ［π －
􀭹Ａ （ｘ），π ＋

􀭹Ａ （ｘ）］ 表示元素 ｘ ∈ Ｘ 的区间直觉犹豫指标， 其中：

π －
􀭹Ａ （ｘ） ＝ １ － μ ＋

􀭹Ａ （ｘ） － ｖ ＋
􀭹Ａ （ｘ）； π ＋

􀭹Ａ （ｘ） ＝ １ － μ －
􀭹Ａ （ｘ） － ｖ －

􀭹Ａ （ｘ） 。 为了方便， 称 α～ ＝ （［μ － ，μ ＋ ］，［ｖ － ，ｖ ＋ ］）
为区间值直觉模糊数 （ＩＶＩＦＮ）。

定义 ２［１８］ 　 Ｘ 上的 ＩＶＩＦＰＲ 可以表示为一个矩阵 􀭾Ｒ ＝ （􀭴ｒｉｊ）Ｍ×Ｍ ， 其中 􀭴ｒｉｊ ＝ （μ～ ｉｊ，ｖ
～
ｉｊ）（ ｉ，ｊ ＝ １，２，…，

ｍ） 为区间直觉模糊值， μ～ ｉｊ表示决策者对方案 ｘｉ 和 ｘ ｊ 进行两两比较时偏爱 ｘｉ 的程度， ｖ～ ｉｊ表示决策者偏

爱 ｘｉ 的程度， π～ ｉｊ ＝ １ － μ～ ｉｊ － ｖ～ ｉｊ 为决策者偏爱 ｘｉ 的犹豫程度。 此外， μ～ ｉｊ、 ｖ～ ｉｊ满足： ［μ －
ｉｊ ，μ ＋

ｉｊ ］⊆［０，１］，

［ｖ －
ｉｊ ，ｖ ＋

ｉｊ ］⊆［０，１］， μ～ ｉｊ ＝ ｖ～ ｊｉ， ｖ～ ｉｊ ＝ μ～ ｊｉ， μ～ ｉｉ ＝ ｖ～ ｉｉ ＝ ［０． ５，０． ５］， μ ＋
ｉｊ ｖ ＋

ｉｊ ≤１。 特别地， 当 μ －
ｉｊ ＝ μ ＋

ｉｊ ＝ μ～ ｉｊ、

ｖ －
ｉｊ ＝ ｖ ＋

ｉｊ ＝ ｖ～ ｉｊ 时， ＩＶＩＦＰＲ 􀭾Ｒ ＝ （ ｒ～ ｉｊ）ｍ×ｍ 退化为 ＩＦＰＲ 􀭾Ｒ ＝ （μ～ ｉｊ，ｖ
～
ｉｊ）ｍ×ｍ 。

在实际决策中， 决策者几乎不可能给出 （［０，０］，［０，０］）、 （［１，１］，［０，０］） 和（［０，０］，［１，１］） 这

样的偏好值， 因此本文只讨论满足 ＩＶＩＦＰＲ 􀭾Ｒ ＝ （ ｒ～ ｉｊ）ｍ×ｍ：［μ －
ｉｊ ，μ ＋

ｉｊ ］ ⊆ （０，１） 且 ［ｖ －
ｉｊ ，ｖ ＋

ｉｊ ］ ⊆ （０，１）。
定义 ３［１９］ 　 直觉模糊权重向量 􀭾ω ＝ （􀭾ω１ ，􀭾ω２ ，…，􀭾ωｍ） 称为标准化直觉模糊权向量， 满足

∑
ｎ

ｊ ＝ １，ｊ≠ｉ
ωμ

ｊ ≤ ωｖ
ｉ ，ωμ

ｉ ＋ ｍ － ２ ≥ ∑
ｎ

ｊ ＝ １，ｊ≠ｉ
ωｖ

ｊ ，ｉ ＝ １，２，…，ｍ。 （１）

其中： 􀭾ω ＝ （􀭾ωμ
ｉ ，􀭾ωｖ

ｉ ）； 􀭾ωμ
ｉ 、 􀭾ωｖ

ｉ ∈ ［０，１］。

定义 ４［１８］ 　 已知 ＩＶＩＦＰＲ 􀭾Ｒ ＝ （μ～ ｉｊ，ｖ
～
ｉｊ）ｍ × ｍ， μ～ ｉｊ ＝ ［μ －

ｉｊ ，μ ＋
ｉｊ ］， ｖ～ ｉｊ ＝ ［ｖ －

ｉｊ ，ｖ ＋
ｉｊ ］， 称 􀭾ＲＬ ＝ （μＬ

ｉｊ，ＶＬ
ｉｊ）ｍ×ｍ 为

􀭾Ｒ 左矩阵， 􀭾ＲＲ ＝ （μＲ
ｉｊ ， ｖＲｉｊ ）ｍ × ｍ为 􀭾Ｒ 右矩阵， 其中：

（μＬ
ｉｊ，ｖＬｉｊ） ＝

（μ －
ｉｊ ，ｖ ＋

ｉｊ ），ｉ ＜ ｊ，
（０． ５，０． ５），ｉ ＝ ｊ，
（μ ＋

ｉｊ ，ｖ －
ｉｊ ），ｉ ＜ ｊ，

ì

î

í

ïï

ïï

（μＲ
ｉｊ ，ｖＲｉｊ ） ＝

（μ ＋
ｉｊ ，ｖ －

ｉｊ ），ｉ ＜ ｊ，
（０． ５，０． ５），ｉ ＝ ｊ，
（μ －

ｉｊ ，ｖ ＋
ｉｊ ），ｉ ＜ ｊ。

ì

î

í

ïï

ïï

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２）

　 　 定义 ５［１８］ 　 已知 ＩＶＩＦＰＲ 􀭾Ｒ ＝ （μ～ ｉｊ，ｖ
～
ｉｊ）ｍ×ｍ ， 当 􀭾ＲＬ、 􀭾ＲＲ 均乘法一致时， 有

μ －
ｉｊ μ －

ｊｋμ －
ｋｉ ＝ ｖ ＋

ｉｊ ｖ ＋
ｊｋ ｖ ＋

ｋｉ， μ ＋
ｉｊ μ ＋

ｊｋμ ＋
ｋｉ ＝ ｖ －

ｉｊ ｖ －
ｊｋ ｖ －

ｋｉ， ｉ，ｊ，ｋ ＝ １，２，…，ｍ。 （３）
若式 （３） 成立， 则 􀭾Ｒ 乘法一致。

令 ρｌ
ｉｊ ＝ μ －

ｉｊ ／ ｖ ＋
ｉｊ ， ρｒ

ｉｊ ＝ μ ＋
ｉｊ ／ ｖ －

ｉｊ ， 则式 （３） 转化为

ρｌ
ｉｊ ＝ ρｌ

ｉｋρｌ
ｋｉ，　 ρｒ

ｉｊ ＝ ρｒ
ｉｋρｒ

ｋｉ。 （４）

　 　 定理 １［１８］ 　 对于 ＩＶＩＦＰＲ 􀭾Ｒ ＝ （μ～ ｉｊ，ｖ
～
ｉｊ）ｍ×ｍ 的左矩阵 􀭾ＲＬ ＝ （μ～ Ｌ

ｉｊ，ｖ
～ Ｌ
ｉｊ）ｍ×ｍ 和右矩阵 􀭾ＲＲ ＝ （μ～ Ｒ

ｉｊ ，ｖ
～
ｉｊ） Ｒ

ｍ×ｍ ，
如果存在标准化直觉模糊权向量 ω－ ＝ （ω－

１ ，ω－
２ ，…，ω－

ｍ） 和 ω＋ ＝ （ω＋
１ ，ω＋

２ ，…，ω＋
ｍ） ， 其中 ω－ ＝ （ωμ－

ｉ ，
ωｖ－

ｉ ）， ω＋ ＝ （ωμ＋
ｉ ，ωｖ＋

ｉ ） ， 使得

（μＬ
ｉｊ，ｖＬｉｊ） ＝

（０． ５，０． ５），ｉ ＝ ｊ，
（２ωμ －

ｉ ／ （ωμ －
ｉ － ωｖ －

ｉ ＋ ωμ －
ｉ － ωｖ －

ｉ ＋ ２），２ωμ －
ｊ ／ （ωμ －

ｉ － ωｖ －
ｉ ＋ ωμ －

ｊ － ωｖ －
ｊ ＋ ２）），ｉ ≠ ｊ。{ （５）
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（μＲ
ｉｊ ，ｖＲｉｊ ） ＝

（０． ５，０． ５），ｉ ＝ ｊ，
（２ωμ ＋

ｉ ／ （ωμ ＋
ｉ － ωｖ －

ｉ ＋ ωμ ＋
ｉ － ωｖ ＋

ｉ ＋ ２），２ωμ ＋
ｊ ／ （ωμ ＋

ｉ － ωｖ －
ｉ ＋ ωμ ＋

ｊ － ωｖ ＋
ｊ ＋ ２）），ｉ ≠ ｊ{ （６）

成立， 则 􀭾ＲＬ、 􀭾ＲＲ 均为乘法一致的 ＩＦＰＲ， 那么 􀭾Ｒ ＝ （μ～ ｉｊ，ｖ
～
ｉｊ）ｍ×ｍ 乘法一致。 因此， ＩＶＩＦＰＲ 􀭾Ｒ 乘法一致

的 ＩＶＩＦ 权向量为 􀭾ω ＝ （􀭾ω１ ，􀭾ω２ ，…，􀭾ωｍ） ， 其中： 􀭾ωｉ ＝ （［ω
—

μ
ｉ ，ω— μ

ｉ ］，［ω
—

ｖ
ｉ ，ω

— ｖ
ｉ ］）； ω

—

μ
ｉ ＝ ｍｉｎ｛ωμ －

ｉ ，ωμ ＋
ｉ ｝；

ω— μ
ｉ ＝ ｍａｘ｛ωμ －

ｉ ，ωμ ＋
ｉ ｝； ω

—

ｖ
ｉ ＝ ｍｉｎ｛ωｖ －

ｉ ，ωｖ ＋
ｉ ｝； ω— ｖ

ｉ ＝ ｍａｘ｛ωｖ －
ｉ ，ωｖ ＋

ｉ ｝。

２　 新高考数学试题综合难度模型的建立
本研究以 《中国高考评价体系》 为方法指导， 根据新高考数学试题的考查特点， 对武小鹏等［３］

的试题综合难度模型进行调整和补充， 建立含有 ９ 个评价指标和 ３１ 个难度水平的新高考数学试题综

合难度模型 （见表 １）。

表 １　 新高考数学试题难度指标模型

Ｔａｂ􀆰 １　 Ｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔｙ ｉｎｄｅｘ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ｑｕｅｓｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｎｅｗ ｃｏｌｌｅｇｅ ｅｎｔｒａｎｃｅ ｅｘａｍｉｎａｔｉｏｎ
指标 水平 含义

试题情境 Ｃ１

课程学习情境 Ｃ１１ 在数学学科背景下考查学生对基础知识掌握情况的问题情境

探索创新情境 Ｃ１２ 对所学数学内容深化的问题情境， 考查对数学学科内容的探究和创新

社会实践情境 Ｃ１３ 包括生活情境、 科学情境等考查数学应用性的问题情境

参数含量 Ｃ２

无含参 Ｃ２１ 试题中没有相关的参数变量， 只涉及静态数值计算

含参无需讨论 Ｃ２２ 含有未知参数运算， 但不需要对参数进行讨论， 即包括常值参数

含参需要讨论 Ｃ２３ 含有未知参数运算， 但需对参数进行讨论分析， 即包括参数变量

运算水平 Ｃ３

简单运算 Ｃ３１ 运算涉及简单数值运算或简单符号运算

一般运算 Ｃ３２ 解题时同时涉及简单数值运算和简单符号运算的混合运算

较复杂运算 Ｃ３３ 解题时只涉及复杂符号运算或复杂数值运算

复杂运算 Ｃ３４ 同时涉及复杂符号运算和复杂数值运算的混合

推理能力 Ｃ４

简单推理 Ｃ４１ 推理涉及的数学知识背景为纯公式背景， 推理步骤 ３ 步之内

一般推理 Ｃ４２ 推理涉及对数学知识背景进行简单变形， 推理步骤 ４ ～ ６ 步

复杂推理 Ｃ４３ 推理涉及的数学知识背景比较抽象， 推理步骤多于 ６ 步

直观想象 Ｃ５

无直观想象 Ｃ５１ 题设未给出图形， 并且无需借助绘制图形就可以解答试题

简单直观想象 Ｃ５２ 根据题设条件对已知图形进行加工， 并借助加工后的图形才能解答试题

复杂直观想象 Ｃ５３ 题设未给出图形， 需要根据题设条件正确做出图形并借助图形才能解答试题

知识综合 Ｃ６

单知识点 Ｃ６１ 根据单个知识点就能解题

多知识点 Ｃ６２ 根据多个独立知识点就能作答

知识关联 Ｃ６３ 根据多个关联的知识点才能作答

知识拓展 Ｃ６４ 根据多个关联的知识点， 并需要在此基础上得出新结论才能成功解题

解题思维 Ｃ７

简单思维 Ｃ７１ 只需根据题设已知条件和已学过的知识进行解答， 不用进行转化

一般思维 Ｃ７２ 借助 ３ 步以内的转化将复杂问题转化为已解决的简单问题

复杂思维 Ｃ７３ 借助 ３ 步以上的转化将复杂问题转化为已解决的简单问题

认知水平 Ｃ８

理解 Ｃ８１ 试题涉及对数学概念或者原理的理解， 能对其过程进行描述和简单说明

应用 Ｃ８２ 能够将数学原理和概念应用到具体的问题解决过程中

分析 Ｃ８３ 解题要拓展转化或创造性运用数学知识， 深入分析和综合应用题目各个条件

开放程度 Ｃ９

封闭题型 Ｃ９１ 试题的已知条件完备并且结论是确定的

条件开放型 Ｃ９２ 试题的条件不完备或者满足结论的条件不唯一

结论开放型 Ｃ９３ 在给定的条件下试题的结论不唯一

策略开放型 Ｃ９４ 试题求解的思维策略和方法不唯一

设计实践型 Ｃ９５ 需要运用数学知识和方法进行计划性的预测和规划

·９７·
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　 　 新高考数学试题难度系数模型对表 １ 中的指标和水平赋值所获得的数据进行加权聚合， 主要从各

个指标的难度系数 ｄｉ、 一组试题的综合难度系数 Ｄ 方面进行说明。
各个指标的难度系数 ｄｉ为

ｄｉ ＝ ∑
ｎｉ

ｊ ＝ １
（ｍｉｊωｉｊ） ｍ。 （７）

其中： ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，９） 表示表 １ 中的 ９ 个指标； ωｉｊ为第 ｉ 个指标第 ｊ 个水平的权重； ｊ（ ｊ ＝ １，２，…）
表示指标的不同难度水平； ｎｉ表示第 ｉ 个指标的水平数； ｍｉｊ表示该组试题中编码为第 ｉ 个指标第 ｊ 个

水平的试题数； ｍ ＝ ∑
ｎｉ

ｊ
ｍｉｊ 表示此组试题的总数量。

聚合各个指标的难度系数 ｄｉ， 得到一组试题的综合难度系数 Ｄ 为

Ｄ ＝ ∑
９

ｉ ＝ １
（ωｉｄｉ） ＝ ∑

９

ｉ ＝ １
｛ωｉ［∑

ｎｉ

ｊ
（ｍｉｊωｉｊ） ｍ］｝，∑

ｎｉ

ｊ
ｍｉｊ ＝ ｍ，ｉ ＝ １，２，…，９。 （８）

其中： ωｉ表示第 ｉ 个指标的权重。

３　 改进的 ＩＶＩＦ⁃ＢＷＭ 及其权重确定
３􀆰 １　 改进的 ＩＶＩＦ⁃ＢＷＭ

传统的 ＢＷＭ［２０］可分为 ３ 个阶段： １） 给出参考比较； ２） 推导最优权向量； ３） 计算一致性指数。
本文从这 ３ 个方面给出 ＩＶＩＦ⁃ＢＷＭ 的改进措施。

１） 给出参考比较。 在此阶段， 传统的 ＢＷＭ 采用 １ ～ ９ 标度的形式进行参考比较， 而现实决策中

偏好的表达存在不确定性。 采用 ＩＶＩＦＮ 能更好的表达偏好信息， 现有的 ＩＶＩＦ⁃ＢＷＭ［１５］在采用 ＩＶＩＦＮ 进

行准则的参考比较时， 用 （［１． ０，１． ０］，［０． ０，０． ０］） 表示两个准则同等重要， 这显然是不符合逻辑的。

表 ２　 评价指标成对比较的语言术语

Ｔａｂ􀆰 ２　 Ｌａｎｇｕａｇｅ ｔｅｒｍｓ ｆｏｒ ｐａｉｒｗｉｓｅ
ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｏｆ ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ ｍｅｔｒｉｃｓ

语言术语 区间值直觉模糊数

同等重要 （［０． ５，０． ５］，［０． ５，０． ５］）

稍微重要 （［０． ５，０． ６］，［０． ３，０． ４］）

明显重要 （［０． ６，０． ７］，［０． ２，０． ３］）

非常重要 （［０． ７，０． ８］，［０． １，０． ２］）

极其重要 （［０． ８，０． ９］，［０． ０，０． １］）

根据 ＩＶＩＦＰＲ 的定义， 最优准则 ＣＢ对准则 Ｃ ｊ的偏好可以表

示为 ＩＶＩＦＮ 􀭹ａＢｊ ＝ （［ａμ －
Ｂｊ ，ａμ ＋

Ｂｊ ］，［ａｖ －
Ｂｊ ，ａｖ ＋

Ｂｊ ］）， 满足 ａμ －
Ｂｊ ，ａμ ＋

Ｂｊ ∈
［０，１］、 ａｖ －

Ｂｊ ，ａｖ ＋
Ｂｊ ∈ ［０，１］、 ａμ ＋

Ｂｊ ＋ ａｖ ＋
Ｂｊ ≤ １ 且 􀭹ａ ＝ （［０． ５，

０． ５］，［０． ５，０． ５］） 。 同理， 准则 Ｃ ｊ 对最劣准则 ＣＷ 的偏好

􀭹ａ ｊＷ ＝ （［ａμ －
ｊＷ ，ａμ ＋

ｊＷ ］， ［ａｖ －
ｊＷａｖ ＋

ｊＷ ］） ， 满足 ａμ －
ｊＷ ，ａμ ＋

ｊＷ ∈ ［０，１］、
ａｖ －
ｊＷ ，ａｖ ＋

ｊＷ ∈ ［０，１］、 ａμ ＋
ｊＷ ，ａｖ ＋

ｊＷ ≤ １ 且 􀭹ａＷＷ ＝ （［０． ５，０． ５］，
［０． ５，０． ５］） ， 从而获得最优⁃其他向量 ＢＯ 和其他⁃最劣向

量 ＯＷ 分别为 􀭹ＡＢＯ ＝ （ａＢ１ ，ａＢ２ ，…，ａＢｎ）、 􀭹ＡＯＷ ＝ （ａ１Ｗ，ａ２Ｗ，
…，ａｎＷ） 。 因此， 本文用 （ ［０ ． ５，０ ． ５］ ，［０ ． ５，０ ． ５］ ） 表示

同等重要， 从而确定了参考比较语言术语表 （见表 ２）。
２） 推导最优权向量。 根据定理 １， 对于所有的 ｊ ＝ １，２，…，ｍ ， 有

􀭹ａＬ
Ｂｊ ＝ （ａμ－

Ｂｊ ，ａｖ ＋
Ｂｊ ） ＝

（０． ５，０． ５），Ｂ ＝ ｊ，
（２ωμ－

Ｂ ／ （ωμ－
Ｂ － ωｖ －

Ｂ ＋ ωμ－
ｊ － ωｖ －

ｊ ＋ ２），２ωμ－
ｊ ／ （ωμ－

Ｂ － ωｖ －
Ｂ ＋ ωμ－

ｊ － ωｖ －
ｊ ＋ ２）），Ｂ ≠ ｊ；{

􀭹ａＲ
Ｂｊ ＝ （ａμ＋

Ｂｊ ，ａｖ －
Ｂｊ ） ＝

（０． ５，０． ５），Ｂ ＝ ｊ，
（２ωμ＋

ｉ ／ （ωμ＋
ｉ － ωｖ －

ｉ ＋ ωμ＋
ｊ － ωｖ ＋

ｊ ＋ ２），２ωμ＋
ｊ ／ （ωμ＋

ｉ － ωｖ ＋
ｉ ＋ ωμ－

ｊ － ωｖ －
ｊ ＋ ２）），Ｂ ≠ ｊ；{

􀭹ａＬ
ｊＷ ＝ （ａμ－

ｊＷ ，ａｖ ＋
ｊＷ） ＝

（０． ５，０． ５），ｊ ＝ Ｗ，
（２ωμ－

ｊ ／ （ωμ－
ｊ － ωｖ －

ｊ ＋ ωμ－
Ｗ － ωｖ －

Ｗ ＋ ２），２ωμ－
Ｗ ／ （ωμ－

ｊ － ωｖ －
ｊ ＋ ωμ－

Ｗ － ωｖ －
Ｗ ＋ ２）），ｊ ≠ Ｗ；{

􀭹ａＲ
ｊＷ ＝ （ａμ＋

ｊＷ ，ａｖ －
ｊＷ） ＝

（０． ５，０． ５），ｊ ＝ Ｗ，
（２ωμ＋

ｊ ／ （ωμ＋
ｊ － ωｖ －

ｊ ＋ ωμ＋
Ｗ － ωｖ ＋

Ｗ ＋ ２），２ωμ＋
Ｗ ／ （ωμ＋

ｊ － ωｖ ＋
ｊ ＋ ωμ－

Ｗ － ωｖ －
Ｗ ＋ ２）），Ｂ ≠ ｊ。{
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　 第 １ 期 陈艳玲， 等： 改进 ＩＶＩＦ⁃ＢＷＭ 的新高考数学试题综合难度模型的构建与应用

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

式 （９） 成立时， ＢＯ 向量和 ＯＷ 向量完全一致。 然而， 􀭾ωＢ ／ 􀭾ω ｊ ＝ 􀭹ａＢｊ 和 􀭾ω ｊ ／ 􀭾ωＷ ＝ 􀭹ａ ｊＷ 并不意味着
􀭾ＡＢＯ和 􀭾ＡＯＷ是完全一致的。 因此， 传统 ＢＷＭ 的规划模型不适合用于求解最优 ＩＶＩＦ 权向量， 文献

［１５］ 中对于 ＢＷＭ 的扩展是不合适的， 并且该模型不能保证所求得的 ＩＶＩＦ 权向量是标准化的。 基

于此， 为了有效地从参考比较向量 ＢＯ 和 ＯＷ 向量中获得标准化的最优 ＩＶＩＦ 权向量， 下面建立一

个线性规划模型。
对于所有的 ｊ ＝ １，２，…，ｍ ， 式 （９） 很难满足， 期望得到的 ＩＶＩＦ 权重尽可能满足

ａμ －
Ｂｊ ＝ ２ωμ －

Ｂ ／ （ωμ －
Ｂ － ωｖ －

Ｂ ＋ ωμ －
ｊ － ωｖ －

ｊ ＋ ２），ａｖ ＋
Ｂｊ ＝ ２ωμ －

ｊ ／ （ωμ －
Ｂ － ωｖ －

Ｂ ＋ ωμ －
ｊ － ωｖ －

ｊ ＋ ２），

ａμ ＋
Ｂｊ ＝ ２ωμ ＋

ｉ ／ （ωμ ＋
ｉ － ωｖ －

ｉ ＋ ωμ ＋
ｊ － ωｖ ＋

ｊ ＋ ２），ａｖ －
Ｂｊ ＝ ２ωμ ＋

ｊ ／ （ωμ ＋
ｉ － ωｖ ＋

ｉ ＋ ωμ －
ｊ － ωｖ －

ｊ ＋ ２），

ａμ －
ｊＷ ＝ ２ωμ －

ｊ ／ （ωμ －
ｊ － ωｖ －

ｊ ＋ ωμ －
Ｗ － ωｖ －

Ｗ ＋ ２），ａｖ ＋
ｊＷ ＝ ２ωμ －

Ｗ ／ （ωμ －
ｊ － ωｖ －

ｊ ＋ ωμ －
Ｗ － ωｖ －

Ｗ ＋ ２），

ａμ ＋
ｊＷ ＝ ２ωμ ＋

ｊ ／ （ωμ ＋
ｊ － ωｖ －

ｊ ＋ ωμ ＋
Ｗ － ωｖ ＋

Ｗ ＋ ２），ａｖ －
ｊＷ ＝ ２ωμ ＋

Ｗ ／ （ωμ ＋
ｊ － ωｖ ＋

ｊ ＋ ωμ －
Ｗ － ωｖ －

Ｗ ＋ ２）。
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（１０）

由于 ０ ＜ ａμ －
Ｂｊ ，ａｖ ＋

Ｂｊ ，ａμ ＋
Ｂｊ ，ａｖ －

Ｂｊ ，ａμ －
ｊＷ ，ａｖ ＋

ｊＷ ，ａμ ＋
ｊＷ ，ａｖ －

ｊＷ ＜ １ ， 式 （１０） 可以转化为

ａμ －
Ｂｊ （ωμ －

Ｂ － ωｖ －
Ｂ ＋ ωμ －

ｊ － ωｖ －
ｊ ＋ ２） ＝ ２ωμ －

Ｂ ，ａｖ ＋
Ｂｊ （ωμ －

Ｂ － ωｖ －
Ｂ ＋ ωμ －

ｊ － ωｖ －
ｊ ＋ ２） ＝ ２ωμ －

ｊ ，

ａμ ＋
Ｂｊ （ωμ ＋

Ｂ － ωｖ －
Ｂ ＋ ωμ ＋

ｊ － ωｖ ＋
ｊ ＋ ２） ＝ ２ωμ ＋

Ｂ ，ａμ －
Ｂｊ （ωμ ＋

Ｂ － ωｖ ＋
Ｂ ＋ ωμ －

ｊ － ωｖ －
ｊ ＋ ２） ＝ ２ωμ ＋

Ｂ ，

ａμ －
ｊＷ （ωμ －

ｊ － ωｖ －
ｊ ＋ ωμ －

Ｗ － ωｖ －
Ｗ ＋ ２） ＝ ２ωμ －

ｊ ，ａμ ＋
ｊＷ （ωμ －

ｊ － ωｖ －
ｊ ＋ ωμ －

Ｗ － ωｖ －
Ｗ ＋ ２） ＝ ２ωμ －

Ｗ ，

ａμ ＋
ｊＷ （ωμ ＋

ｊ － ωｖ －
ｊ ＋ ωμ ＋

Ｗ － ωｖ ＋
Ｗ ＋ ２） ＝ ２ωμ ＋

ｊ ，ａμ －
ｊＷ （ωμ ＋

ｊ － ωｖ ＋
ｊ ＋ ωμ －

Ｗ － ωｖ －
Ｗ ＋ ２） ＝ ２ωμ ＋

Ｂ 。
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（１１）

　 　 但式 （１１） 的左右两边都存在偏差， 为了确定最优的 ＩＶＩＦ 权重， 引入一些偏差变量， 建立一个

最小化总偏差的目标规划模型为

ｍｉｎ∑
ｍ

ｊ ＝１
（ξ＋

Ｂｊ ＋ ξ－
Ｂｊ ＋ φ＋

Ｂｊ ＋ φ－
Ｂｊ ＋ β＋

Ｂｊ ＋ β－
Ｂｊ ＋ γ＋

Ｂｊ ＋ γ－
Ｂｊ ＋ η＋

ｊＷ ＋ η－
ｊＷ ＋ λ＋

ｊＷ ＋ λ－
ｊＷ ＋ θ＋

ｊＷ ＋ θ－
ｊＷ ＋ σ＋

ｊＷ ＋ σ－
ｊＷ），

２ωμ－
Ｂ － ａμ－

Ｂ （ωμ－
Ｂ － ωｖ－

Ｂ ＋ ωμ－
ｊ － ωｖ－

ｊ ＋ ２） ＋ ξ＋
Ｂｊ － ξ－

Ｂｊ ＝ ０， ２ωμ－
ｊ － ａｖ＋

Ｂｊ （ωμ－
Ｂ － ωｖ－

Ｂ ＋ ωμ－
ｊ － ωｖ－

ｊ ＋ ２） ＋ φ＋
Ｂｊ－ φ－

Ｂｊ ＝ ０，

２ωμ＋
Ｂ － ａμ＋

Ｂ （ωμ＋
Ｂ － ωｖ＋

Ｂ ＋ ωμ＋
ｊ － ωｖ＋

ｊ ＋ ２） ＋ β＋
Ｂｊ － β－

Ｂｊ ＝ ０， ２ωμ＋
ｊ － ａμ－

Ｂｊ （ωμ＋
Ｂ － ωｖ＋

Ｂ ＋ ωμ＋
ｊ － ωｖ＋

ｊ ＋ ２） ＋ γ＋
Ｂｊ－ γ－

Ｂｊ ＝ ０，

２ωμ－
ｊ － ａμ－

ｊＷ （ωμ－
ｊ － ωｖ－

ｊ ＋ ωμ－
Ｗ － ωｖ－

Ｗ ＋ ２） ＋ η＋
ｊＷ － η－

ｊＷ ＝ ０， ２ωμ－
Ｗ － ａμ＋

ｊＷ （ωμ－
ｊ － ωｖ－

ｊ ＋ ωμ－
Ｗ － ωｖ－

Ｗ ＋ ２） ＋ λ＋
ｊＷ－ λ－

ｊＷ ＝ ０，

２ωμ＋
ｊ － ａμ＋

ｊＷ （ωμ＋
ｊ － ωｖ＋

ｊ ＋ ωμ＋
Ｗ － ωｖ＋

Ｗ ＋ ２） ＋ θ＋
ｊＷ － θ－

ｊＷ ＝ ０， ２ωμ＋
Ｗ － ａμ－

ｊＷ （ωμ＋
ｊ － ωｖ＋

ｊ ＋ ωμ＋
Ｗ － ωｖ＋

Ｗ ＋ ２） ＋ σ＋
ｊＷ－ σ－

ｊＷ ＝ ０，

ωμ－
ｉ ＋ ωｖ－

ｉ ≤ １， ∑
ｍ

ｊ ＝１　 ｊ≠ｉ
ωμ－

ｊ ≤ ωｖ－
ｉ ， ωμ－

ｉ ＋ ｎ － ２ ≥ ∑
ｍ

ｊ ＝１　 ｊ≠ｉ
ωｖ－

ｊ ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ，

ωμ＋
ｉ ＋ ωｖ＋

ｉ ≤ １， ∑
ｍ

ｊ ＝１　 ｊ≠ｉ
ωμ＋

ｊ ≤ ωｖ＋
ｉ ， ωμ＋

ｉ ＋ ｎ － ２ ≥ ∑
ｍ

ｊ ＝１　 ｊ≠ｉ
ωｖ＋

ｊ ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ，

ｍａｘ｛ωμ－
ｉ ，ωμ＋

ｉ ｝ ＋ ｍａｘ｛ωｖ－
ｉ ，ωｖ＋

ｉ ｝ ≤ １，

ωμ－
ｉ ，ωμ＋

ｉ ，ωｖ－
ｉ ，ωｖ＋

ｉ ≥ １。
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其中，
ξ ＋
Ｂｊ ＝ （２ωμ－

Ｂ － ａμ－
Ｂｊ （ωμ－

Ｂ － ωｖ －
Ｂ ＋ ωμ－

ｊ － ωｖ －
ｊ ＋ ２））∨ ０， ξ －

Ｂｊ ＝ （ａμ－
Ｂｊ （ωμ－

Ｂ － ωｖ －
Ｂ ＋ ωμ－

ｊ － ωｖ －
ｊ ＋ ２） － ２ωμ－

Ｂ ）∨ ０，

φ＋
Ｂｊ ＝ （２ωμ－

ｊ － ａｖ ＋
Ｂｊ （ωμ－

Ｂ － ωｖ －
Ｂ ＋ ωμ－

ｊ － ωｖ －
ｊ ＋ ２））∨ ０， φ－

Ｂｊ ＝ （ａｖ ＋
Ｂｊ （ωμ－

Ｂ － ωｖ －
Ｂ ＋ ωμ－

ｊ － ωｖ －
ｊ ＋ ２） － ２ωμ－

ｊ ）∨ ０，

β ＋
Ｂｊ ＝ （２ωμ＋

Ｂ － ａμ＋
Ｂｊ （ωμ＋

Ｂ － ωｖ ＋
Ｂ ＋ ωμ＋

ｊ － ωｖ ＋
ｊ ＋ ２））∨ ０， β －

Ｂｊ ＝ （ａμ＋
Ｂｊ （ωμ＋

Ｂ － ωｖ ＋
Ｂ ＋ ωμ＋

ｊ － ωｖ ＋
ｊ ＋ ２） － ２ωμ＋

Ｂ ）∨ ０，

γ ＋
Ｂｊ ＝ （２ωμ＋

ｊ － ａμ－
Ｂｊ （ωμ＋

Ｂ － ωｖ ＋
Ｂ ＋ ωμ＋

ｊ － ωｖ ＋
ｊ ＋ ２））∨ ０， γ ＋

Ｂｊ ＝ （ａμ－
Ｂｊ （ωμ＋

Ｂ － ωｖ ＋
Ｂ ＋ ωμ＋

ｊ － ωｖ ＋
ｊ ＋ ２） － ２ωμ＋

ｊ ）∨ ０，

η ＋
ｊＷ ＝ （２ωμ－

ｊ － ａμ－
ｊＷ （ωμ－

ｊ － ωｖ －
ｊ ＋ ωμ－

Ｗ － ωｖ －
Ｗ ＋ ２））∨ ０， η －

ｊＷ ＝ （ａμ－
ｊＷ （ωμ－

ｊ － ωｖ －
ｊ ＋ ωμ－

Ｗ － ωｖ －
Ｗ ＋ ２） － ２ωμ－

ｊ ）∨ ０，

λ ＋
ｊＷ ＝ （２ωμ－

Ｗ － ａｖ ＋
ｊＷ（ωμ－

ｊ － ωｖ －
ｊ ＋ ωμ－

Ｗ － ωｖ －
Ｗ ＋ ２））∨ ０， λ －

ｊＷ ＝ （ａｖ ＋
ｊＷ（ωμ－

ｊ － ωｖ －
ｊ ＋ ωμ－

Ｗ － ωｖ －
Ｗ ＋ ２） － ２ωμ－

ｊ ）∨ ０，

θ ＋
ｊＷ ＝ （２ωμ＋

ｊ － ａμ＋
ｊＷ （ωμ＋

ｊ － ωｖ ＋
ｊ ＋ ωμ＋

Ｗ － ωｖ ＋
Ｗ ＋ ２））∨ ０， θ －

ｊＷ ＝ （ａμ＋
ｊＷ （ωμ＋

ｊ － ωｖ ＋
ｊ ＋ ωμ＋

Ｗ － ωｖ ＋
Ｗ ＋ ２） － ２ωμ＋

ｊ ）∨ ０，

σ＋
ｊＷ ＝ （２ωμ＋

Ｗ － ａμ－
ｊＷ （ωμ＋

ｊ － ωｖ ＋
ｊ ＋ ωμ＋

Ｗ － ωｖ ＋
Ｗ ＋ ２））∨ ０， σ－

ｊＷ ＝ （ａμ－
ｊＷ （ωμ＋

ｊ － ωｖ ＋
ｊ ＋ ωμ＋

Ｗ － ωｖ ＋
Ｗ ＋ ２） － ２ωμ＋

Ｗ ）∨ ０。
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

　 　 通过 ＬＩＮＧＯ 软件求解该模型， 可以得到各评价指标的最优标准化 ＩＶＩＦ 权重向量 ω ＝ ｛ω１ ，ω２ ，
…，ωｎ｝ ， 其中， ωｉ ＝ （［ωμ －

ｉ ，ωμ ＋
ｉ ］，［ωｖ －

ｉ ，ωｖ ＋
ｉ ］）。

３） 计算一致性指数。 在此阶段， 对于 ＩＶＩＦ、 ＢＷＭ 的 ＣＩ 直接模糊化为

（􀭹ａＢｊ － ζ） × （􀭹ａ ｊＷ － ζ） ＝ 􀭹ａＢＷ ＋ ζ （１２）
是错误的， 因为当 ＩＶＩＦＰＲ 符合式 （４） 而不是式 （１２） 时， 它是乘法一致的。

根据定义 ５， 给出所有 ＩＶＩＦ 参考比较的完全一致比较的定义。
定义 ６　 所有的 ＩＶＩＦ 参考比较是完全一致的， 如果 ρｌ

Ｂｊ ρｌ
ｊＷ ＝ ρｌ

ＢＷ， ρｒ
Ｂｊ ρｒ

ｊＷ ＝ ρｒ
ＢＷ ， 其中： ρｌ

Ｂｊ ＝
ａμ －
Ｂｊ ／ ａｖ ＋

Ｂｊ ， ρｌ
ｊＷ ＝ ａμ －

ｊＷ ／ ａｖ ＋
ｊＷ ， ρｒ

Ｂｊ ＝ ａμ ＋
Ｂｊ ／ ａｖ －

Ｂｊ ， ρｒ
ｊＷ ＝ ａμ ＋

ｊＷ ／ ａｖ －
ｊＷ 。

但是， 对于某些 ｊ 可能不是完全一致， 即

ρｌ
Ｂｊ ρｌ

ｊＷ ≠ ρｌ
ＢＷ， （１３）

ρｒ
Ｂｊ ρｒ

ｊＷ ≠ ρｒ
ＢＷ。 （１４）

　 　 当 ρｌ
Ｂｊ ＝ ρｌ

ｊＷ ＝ ρｌ
ＢＷ、 ρｒ

Ｂｊ ＝ ρｒ
ｊＷ ＝ ρｒ

ＢＷ 时， 式 （１３） ～ 式（１４） 达到最大不等式。 设 ζ１ 为 ρｌ
Ｂｊ和 ρｌ

ｊＷ分别

减去的值， 将 ζ１ 加到 ρｌ
ＢＷ中， 达到式 （１３） 的最大不等式； ζ２ 为 ρｒ

Ｂｊ和 ρｒ
ｊＷ分别减去的值， 将 ζ２ 加到

ρｒ
ＢＷ中， 达到式 （１４） 的最大不等式， 则有

（ρｌ
Ｂｊ － ζ１ ） × （ρｌ

ｊＷ － ζ１ ） ＝ ρｌ
ＢＷ ＋ ζ１ ， （１５）

（ρｒ
Ｂｊ － ζ２ ） × （ρｒ

ｊＷ － ζ２ ） ＝ ρｒ
ＢＷ ＋ ζ２ 。 （１６）

　 　 对于最小一致性 ρｌ
Ｂｊ ＝ ρｌ

ｊＷ ＝ ρｌ
ＢＷ、 ρｒ

Ｂｊ ＝ ρｒ
ｊＷ ＝ ρｒ

ＢＷ ， 有

ζ２
１ － （１ ＋ ρｌ

ＢＷ）ζ１ ＋ （ρｌ
ＢＷ

２ － ρｌ
ＢＷ） ＝ ０， （１７）

ζ２
２ － （１ ＋ ρｒ

ＢＷ）ζ２ ＋ （ρｒ
ＢＷ

２ － ρｒ
ＢＷ） ＝ ０。 （１８）

　 　 对于不同的 ρｌ
ＢＷ、 ρｒ

ＢＷ， 通过求解式 （１７） ～ 式（１８）， 得到 ζ１ 、 ζ２ 最大可能值， 其中， ζ１ 、 ζ２ 的最

大可能值定义为一致性指数 ＣＩ１ 和 ＣＩ２ 。 表 ３ 给出部分不同 􀭹ａＢＷ对应的 ρｌ
ＢＷ、 ρｒ

ＢＷ的 ＣＩ１ 和 ＣＩ２ 。

表 ３　 ＩＶＩＦ⁃ＢＷＭ 的一致性指数 ＣＩ１ 和 ＣＩ２

Ｔａｂ􀆰 ３　 ＣＩ１ ａｎｄ ＣＩ２ ｏｆ ＩＶＩＦ⁃ＢＷＭ

指标

ａＢＷ

（［０． ５，０． ５］，
［０． ５，０． ５］）

（［０． ５，０． ６］，
［０． ３，０． ４］）

（［０． ６，０． ７］，
［０． ２，０． ３］）

（［０． ７，０． ８］，
［０． １，０． ２］）

（［０． ８，０． ９］，
［０． ０，０． １］）

ρｌＢＷ １ １． ２５０ ０ ２． ０００ ０ ３． ５００ ０ ８． ０００ ０

ＣＩ１ ０ ０． ０９１ ７ ０． ４３８ ４ １． ３０７ ４ ４． ４６８ ９

ρｒＢＷ １ ２． ０００ ０ ３． ５００ ０ ８． ０００ ０ ９． ０００ ０

ＣＩ２ ０ ０． ４３８ ４ １． ３０７ ４ ４． ４６８ ９ ５． ２２８ ０

根据式 （９） 和定义 ２， 如果所有的 ＩＶＩＦ 参考比较是完全一致的， 则 ρｌ
Ｂｊ ＝ ａμ －

Ｂｊ ／ ａｖ ＋
Ｂｊ 、 ρｌ

ｊＷ ＝
ａμ －
ｊＷ ／ ａｖ ＋

ｊＷ 、 ρｒ
Ｂｊ ＝ ａμ ＋

Ｂｊ ／ ａｖ －
Ｂｊ 、 ρｒ

ｊＷ ＝ ａμ ＋
ｊＷ ／ ａｖ －

ｊＷ 。
与文献 ［２０］ 中的式 （１） 同理， 建立公式

ζ∗
１ ＝ ｍｉｎ ｍａｘ｛ ａμ －

Ｂｊ ／ ａｖ ＋
Ｂｊ － ωμ －

Ｂ ／ωμ －
ｊ ， ａμ －

ｊＷ ／ ａｖ ＋
ｊＷ － ωμ －

ｊ ／ωμ －
Ｗ ｝，

ζ∗
２ ＝ ｍｉｎ ｍａｘ｛ ａμ ＋

Ｂｊ ／ ａｖ －
Ｂｊ － ωμ ＋

Ｂ ／ωμ ＋
ｊ ， ａμ ＋

ｊＷ ／ ａｖ －
ｊＷ － ωμ ＋

ｊ ／ωμ ＋
Ｗ ｝。{ （１９）

　 　 定义 ７　 一致性比率 （ＣＲ） 被定义为

ＣＲ ＝ ｍａｘ｛ζ∗
１ ／ ＣＩ１ ，ζ∗

２ ／ ＣＩ２ ｝。 （２０）
其中， ζ∗

１ 和 ζ∗
２ 由式 （１９） 得到。

根据式 （２０） 计算 ＣＲ， 若 ＣＲ ≤ ０． １ ， 则 ＩＶＩＦ 比较向量是可接受一致的。

·２８·
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３􀆰 ２　 改进 ＩＶＩＦ⁃ＢＷＭ 的权重确定

为了科学合理地确定权重， 本研究通过问卷形式收集关于高考数学试题难度评价的数据。 结合数

据， 权重确定过程分为难度指标的权重确定和难度水平的权重确定。
３􀆰 ２􀆰 １　 难度指标的权重确定

１） 建立评价指标体系。 本研究采用所建立的新高考数学试题难度指标模型， 记为 ｛Ｃ１ ，Ｃ２ ，Ｃ３ ，
Ｃ４ ，Ｃ５ ，Ｃ６ ，Ｃ７ ，Ｃ８ ，Ｃ９ ｝。

２） 确定最优指标 ＣＢ 和最劣指标 ＣＷ。 通过问卷及对调查对象的讨论， 最终将 “推理能力 Ｃ４ ” 确

定为最优指标， 将 “试题情境 Ｃ１ ” 确定为最劣指标。
３） 使用表 ２ 的语言术语确定最优指标相对于其他指标的偏好 ＢＯ 和其他指标相对于最劣指标的

偏好 ＯＷ， 具体偏好度如表 ４ 所示。

表 ４　 各评价指标的偏好度和子指标的最优 ＩＶＩＦＮ 权重

Ｔａｂ􀆰 ４　 Ｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｏｆ ｅａｃｈ ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ ｉｎｄｅｘ ａｎｄ ｏｐｔｉｍａｌ ＩＶＩＦＮ ｗｅｉｇｈｔｓ ｆｏｒ ｓｕｂ⁃ｉｎｄｉｃａｔｏｒｓ

指标 最优指标 Ｃ７ 最劣指标 Ｃ１ 最优权重

Ｃ１ （［０． ８，０． ９］，［０． １，０． １］） （［０． ５，０． ５］，［０． ５，０． ５］） （［０． ０３４，０． ０３４］，［０． ９６６，０． ９６６］）

Ｃ２ （［０． ５，０． ６］，［０． ４，０． ４］） （［０． ７，０． ８］，［０． ２，０． ２］） （［０． １３７，０． １４１］，［０． ８０５，０． ８５９］）

Ｃ３ （［０． ６，０． ７］，［０． ３，０． ３］） （［０． ６，０． ７］，［０． ３，０． ３］） （［０． ０８５，０． ０８５］，［０． ８６９，０． ９１０］）

Ｃ４ （［０． ５，０． ５］，［０． ５，０． ５］） （［０． ８，０． ９］，［０． １，０． １］） （［０． １８１，０． ２０４］，［０． ７９６，０． ７９６］）

Ｃ５ （［０． ７，０． ８］，［０． ２，０． ２］） （［０． ５，０． ６］，［０． ４，０． ４］） （［０． ０５，０． ０５１］，［０． ９１９，０． ９４９］）

Ｃ６ （［０． ５，０． ６］，［０． ４，０． ４］） （［０． ７，０． ８］，［０． ２，０． ２］） （［０． １３７，０． １４１］，［０． ８０５，０． ８５９］）

Ｃ７ （［０． ５，０． ５］，［０． ５，０． ５］） （［０． ８，０． ９］，［０． １，０． １］） （［０． １８，０． ２０４］，［０． ７９６，０． ７９６］）

Ｃ８ （［０． ６，０． ７］，［０． ３，０． ３］） （［０． ６，０． ７］，［０． ３，０． ３］） （［０． ０８５，０． ０８５］，［０． ８６９，０． ９１０］）

Ｃ９ （［０． ７，０． ８］，［０． ２，０． ２］） （［０． ５，０． ６］，［０． ４，０． ４］） （［０． ０５，０． ０５１］，［０． ９１９，０． ９４９］）

４） 确定指标的最优权重。 构建目标规划模型， 运用 ＬＩＮＧＯ 软件求解模型， 得到各指标的最优标

准化 ＩＶＩＦ 权重向量 ω ＝ ｛ω１ ，ω２ ，ω３ ，ω４ ，ω５ ，ω６ ，ω７ ，ω８ ，ω９ ｝ ， 如表 ４ 所示。 同时可得 ξ∗
１ ＝ ０． ２２１、

ξ∗
２ ＝ ０、 ＣＲ ＝ ０． ０４９。

５） 一致性检验得 ＣＲ ＝ ０． ０４９ ＜ ０． １ ， 故表 ４ 的比较向量是可接受一致的。
６） 用公式

ωｉ ＝ （ωμ －
ｉ ＋ ωμ ＋

ｉ － ωｖ －
ｉ － ωｖ＋

ｉ ＋ ２） ／ ４ （２１）
将各评价指标的最优标准化 ＩＶＩＦ 权重向量转化为精确值权重， 分别为 Ｃ１ ＝ ０􀆰 ０３４、 Ｃ２ ＝ ０􀆰 １５４、 Ｃ３ ＝
０􀆰 ０９８、 Ｃ４ ＝ ０􀆰 １９８、 Ｃ５ ＝ ０􀆰 ０５８、 Ｃ６ ＝ ０􀆰 １５４、 Ｃ７ ＝ ０􀆰 １９８、 Ｃ８ ＝ ０􀆰 ０９８、 Ｃ９ ＝ ０􀆰 ０５８。
３􀆰 ２􀆰 ２　 难度水平的权重确定

１） 建立评价指标体系。 新高考数学试题综合难度模型的 ９ 个指标分别对应不同难度水平， 因

此， 本研究将每个指标 Ｃ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，９） 的难度水平作为相应的子指标体系。
２） 确定各指标 Ｃ ｉ的最优子指标 Ｃ ｉＢ和最劣子指标 Ｃ ｉＷ。
３） 确定最优子指标相对于其他子指标的偏好和其他子指标相对于最劣子指标的偏好， 得到的

ＢＯｉ和 ＯＷｉ如表 ５ 所示。

·３８·
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表 ５　 各难度水平的偏好度
Ｔａｂ􀆰 ５　 Ｄｉｆｆｉｃｕｌｔｙ ｌｅｖｅｌ ｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅ

指标 子指标 Ｃ１１ Ｃ１２ Ｃ１３

Ｃ１

最优子指标 Ｃ１２ （［０．８，０．８５］，［０．１，０．１］） （［０．５，０．５］，［０．５，０．５］） （［０．５，０．５５］，［０．４，０．４］）

最劣子指标 Ｃ１１ （［０．５，０．５］，［０．５，０．５］） （［０．８，０．８５］，［０．１，０．１］） （［０．７，０．７５］，［０．２，０．２］）

指标 子指标 Ｃ２１ Ｃ２２ Ｃ２３

Ｃ２

最优子指标 Ｃ２３ （［０．８，０．９］，［０．１，０．１］） （［０．６，０．７］，［０．３，０．３］） （［０．５，０．５］，［０．５，０．５］）

最劣子指标 Ｃ２１ （［０．５，０．５］，［０．５，０．５］） （［０．６，０．７］，［０．３，０．３］） （［０．８，０．９］，［０．１，０．１］）

指标 子指标 Ｃ３１ Ｃ３２ Ｃ３３ Ｃ３４

Ｃ３

最优子指标 Ｃ３４ （［０．７，０．７５］，［０．２，０．２］）（［０．６，０．６５］，［０．３，０．３］）（［０．５，０．５５］，［０．４，０．４］） （［０．５，０．５］，［０．５，０．５］）

最劣子指标 Ｃ３１ （［０．５，０．５］，［０．５，０．５］） （［０．５，０．５５］，［０．４，０．４］）（［０．６，０．６５］，［０．３，０．３］）（［０．７，０．７５］，［０．２，０．２］）

指标 子指标 Ｃ４１ Ｃ４２ Ｃ４３

Ｃ４

最优子指标 Ｃ４３ （［０．７，０．７５］，［０．２，０．２］） （［０．６，０．６５］，［０．３，０．３］） （［０．５，０．５］，［０．５，０．５］）

最劣子指标 Ｃ４１ （［０．５，０．５］，［０．５，０．５］） （［０．６，０．６５］，［０．３，０．３］） （［０．７，０．７５］，［０．２，０．２］）

指标 子指标 Ｃ５１ Ｃ５２ Ｃ５３

Ｃ５

最优子指标 Ｃ５４ （［０．８，０．９］，［０．１，０．１］） （［０．６，０．７］，［０．３，０．３］） （［０．５，０．５］，［０．５，０．５］）

最劣子指标 Ｃ５１ （［０．５，０．５］，［０．５，０．５］） （［０．６，０．７］，［０．３，０．３］） （［０．８，０．９］，［０．１，０．１］）

指标 子指标 Ｃ６１ Ｃ６２ Ｃ６３ Ｃ６４

Ｃ６

最优子指标 Ｃ６４ （［０．８，０．８５］，［０．１，０．１］）（［０．７，０．７５］，［０．２，０．２］）（［０．５，０．５５］，［０．４，０．４］） （［０．５，０．５］，［０．５，０．５］）

最劣子指标 Ｃ６１ （［０．５，０．５］，［０．５，０．５］） （［０．５，０．５５］，［０．４，０．４］）（［０．７，０．７５］，［０．２，０．２］）（［０．７，０．７５］，［０．２，０．２］）

指标 子指标 Ｃ７１ Ｃ７２ Ｃ７３

Ｃ７

最优子指标 Ｃ７３ （［０．７５，０．８］，［０．２，０．２］） （［０．５５，０．６］，［０．４，０．４］） （［０．５，０．５］，［０．５，０．５］）

最劣子指标 Ｃ７１ （［０．５，０．５］，［０．５，０．５］） （［０．７５，０．８］，［０．２，０．２］） （［０．５５，０．６］，［０．４，０．４］）

指标 子指标 Ｃ８１ Ｃ８２ Ｃ８３

Ｃ８

最优子指标 Ｃ８３ （［０．７５，０．８］，［０．２，０．２］） （［０．６５，０．７］，［０．３，０．３］） （［０．５，０．５］，［０．５，０．５］）

最劣子指标 Ｃ８１ （［０．５，０．５］，［０．５，０．５］） （［０．６５，０．７］，［０．３，０．３］） （［０．５５，０．６］，［０．４，０．４］）

指标 子指标 Ｃ９１ Ｃ９２ Ｃ９３ Ｃ９４ Ｃ９５

Ｃ９

最优子指标 Ｃ９５
（［０．８，０．８５］，
［０．１，０．１］）

（［０．７，０．７５］，
［０．２，０．２］）

（［０．６，０．６５］，
［０．３，０．３］）

（［０．５，０．５５］，
［０．４，０．４］）

（［０．５，０．５］，
［０．５，０．５］）

最劣子指标 Ｃ９１
（［０．５，０．５］，
［０．５，０．５］）

（［０．５，０．５５］，
［０．４，０．４］）

（［０．６，０．６５］，
［０．３，０．３］）

（［０． ７，０． ７５］，
［０． ２，０． ２］）

（［０． ８，０． ８５］，
［０． １，０． １］）

４） 确定权重。 构建目标规划模型， 运用 ＬＩＮＧＯ 求解模型， 得到各指标不同难度水平的最优标准

化 ＩＶＩＦ 权重向量 ωｉ ＝ ｛ω１ ，ω２ ，…，ωｊ｝， ｊ（ ｊ ＝ １，２，…） 代表各指标不同难度水平数。
５） 用式 （５） 进行一致性检验， 得到 ＣＲ１ ＝ ０􀆰 ０１５ ７ ＜ ０􀆰 １， ＣＲ２ ＝ ０􀆰 ０９９ ５ ＜ ０􀆰 １， ＣＲ３ ＝ ０􀆰 ０６１ ６ ＜

０􀆰 １， ＣＲ４ ＝ ０􀆰 ０６０ ５ ＜ ０􀆰 １， ＣＲ５ ＝ ０􀆰 ０９９ ５ ＜ ０􀆰 １， ＣＲ６ ＝ ０􀆰 ０１４ ６ ＜ ０􀆰 １， ＣＲ７ ＝ ０􀆰 ０５５ ９ ＜ ０􀆰 １， ＣＲ８ ＝
０􀆰 ０２９ ５ ＜ ０􀆰 １， ＣＲ９ ＝ ０􀆰 ０１７ ３ ＜ ０􀆰 １， 故表 ６ 中的比较向量是可接受一致的。

６） 用式 （２１） 将各指标不同水平的 ＩＶＩＦ 权重向量化为精确值权重， 如表 ６ 所示。
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表 ６　 难度水平的精确值权重
Ｔａｂ􀆰 ６　 Ｅｘａｃｔ ｖａｌｕｅ ｗｅｉｇｈｔｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔｙ ｌｅｖｅｌ

指标 Ｃ１１ Ｃ１２ Ｃ１３ Ｃ２１ Ｃ２２ Ｃ２３ Ｃ３１ Ｃ３２ Ｃ３３ Ｃ３４

精确值权重 ０． ０７６ ７ ０． ５１０ ２ ０． ４１３ ３ ０． ０７７ ５ ０． ２９３ ８ ０． ６２２ ８ ０． １２１ ０ ０． １９９ ２ ０． ３０６ ０ ０． ３６４ ５

指标 Ｃ４１ Ｃ４２ Ｃ４３ Ｃ５１ Ｃ５２ Ｃ５３ Ｃ６１ Ｃ６２ Ｃ６３ Ｃ６４

精确值权重 ０． １４１ ２ ０． ２９７ ８ ０． ５６０ ０ ０． ０７７ ５ ０． ２９３ ８ ０． ６２２ ８ ０． ０８７ ０ ０． １４２ ０ ０． ３５４ ０ ０． ４１３ ５

指标 Ｃ７１ Ｃ７２ Ｃ７３ Ｃ８１ Ｃ８２ Ｃ８３ Ｃ９１ Ｃ９２ Ｃ９３ Ｃ９４ Ｃ９５

精确值权重 ０． １３０ ０ ０． ３５８ ８ ０． ５１１ ０ ０． １４９ ０ ０． ２６５ ８ ０． ５８５ ３ ０． ０７０ ５ ０． １０６ ２ ０． １７８ ７ ０． ２７７ ２ ０． ３３７ ２
　 　 说明： 表中部分权重因四舍五入的原因， 存在分项合计不等于 １ 的情况。

４　 新高考数学试题综合难度模型的应用
为验证构建的新高考数学试题综合难度模型的有效性， 本研究结合 《中国高考丛书———高考试

题分析》， 对 ２０２２ 年新高考Ⅰ卷和Ⅱ卷的试题编码赋值， 从各难度指标不同水平、 各个指标难度和试

题综合难度 ３ 方面分析 ２０２２ 年新高考试卷的难度特征。
４􀆰 １　 各难度指标不同水平

根据编码结果， 统计每份试卷每道试题的各指标所处难度水平的试题数， 计算各指标不同难度水

平试题数的比例， 绘制成的折线图如图 １ 所示。 由图 １ 可以看出， ２０２２ 年新高考Ⅰ卷和Ⅱ卷对 “试

题情境” “推理水平” “开放程度” 的考查情况基本一致。 在 “试题情境” 中， 课程学习情境考查比

例最高， Ⅰ卷和Ⅱ卷均达 ５０％ ， 其次是课程创新情境， 而社会实践情境考查最少， 体现新高考注重

考查围绕数学知识展开和拓展。 “推理水平” 对 ３ 个难度水平的考查比例较均匀， 复杂推理比例略高

一些， 体现出新高考数学注重考查学生的逻辑思维能力。 “开放程度” 以考查封闭题型为主， 对于开

放性题型， 结论开放型和策略开放型考查较多， 体现了 ２０２２ 年新高考数学在保证基础题考查的前提下，
注重创新试题形式， 增强试题结论的开放性， 鼓励学生运用创造性、 发散性思维分析和解决问题。

图 1 各个指标难度水平的折线图
Fig.1 Line chart of the difficulty level of each indicator
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２０２２ 年新高考Ⅰ卷和Ⅱ卷对 “参数含量” “运算水平” “直观想象” “知识综合” “解题思维”
“认知水平” 的考查差异较大。 在 “参数含量” 中， Ⅱ卷考查无参数、 含参无需讨论的比例高于Ⅰ
卷， 但Ⅰ卷含参需讨论的比例高于Ⅱ卷， 总体不含参数的试题比含参数试题多， 体现出 ２０２２ 年新高

考数学在考查基础知识和方法的前提下， 注重对理性思维的考查。 对于 “运算水平”， Ⅰ卷和Ⅱ卷对

一般运算、 较复杂运算的考查比例一致， 而Ⅰ卷的复杂运算考查比例高于Ⅱ卷， 这反映了 ２０２２ 年新

高考以关键能力为重点， Ⅰ卷更注重综合考查逻辑思维和运算求解能力。 对于 “直观想象”， Ⅰ卷考

查复杂直观想象的比例高于Ⅱ卷。 在 “知识综合” 中， Ⅰ卷和Ⅱ卷对单知识点的比例一致， Ⅰ卷对

多知识点、 知识点拓展比例均高于Ⅱ卷， 而在知识点关联比例低于Ⅱ卷， 但总体以知识关联、 知识拓

展为考查重点， 体现了新高考注重考查知识体系的综合性和知识间的联系。 在 “解题思维” 上， Ⅰ
卷在一般思维、 复杂思维水平上的考查比例均高于Ⅱ卷。 在 “认知水平” 中， Ⅰ卷对理解、 分析水

平上的考查比例高于Ⅱ卷， 但Ⅱ卷在应用水平的比例高出Ⅰ卷 ２ 倍。

图 2 2022 年高考数学试卷Ⅰ卷和Ⅱ卷综合难度雷达图
Fig.2 Comprehensive difficulty radar diagram for paper I and Ⅱ of the

college exam mathematics questions in 2022

2022(Ⅰ)
2022(Ⅱ)

解题思维 C7

认识水平 C8

开放程度 C9

试题情境 C1

知识综合 C6

直观想象 C5推理能力 C4

参数含量 C2

运动水平 C3

４􀆰 ２　 各指标难度

利用式 （７） 计算各个指标的

难度系数 ｄｉ， 并绘制 ２０２２ 年新高

考Ⅰ 卷和 Ⅱ 卷综合难度雷达图

（见图 ２）。 由图 ２ 可见， ２０２２ 年

新高考Ⅰ卷和Ⅱ卷在试题情境、
认知水平、 开放程度的综合难度

系数基本保持一致， 而Ⅰ卷在参

数含量、 运算水平、 解题思维和

认知水平的难度高于Ⅱ卷， 在推

理能力和直观想象低于Ⅱ卷。 从

各指标难度系数来看， ２０２２ 年新

高考难度主要集中在试题情境、
推理水平、 知识综合、 解题思维、
认知水平。

高考是基于学生所学知识对

能力素养的考查， 通过知识的考查深度来反映学生的认知能力， 而推理能力是数学学科的关键能力之

一， 因此知识综合、 认知水平及推理能力成为影响试卷难度的重要指标。 试题情境是考查数学知识、
能力、 素养的承载因素， 解题思维的曲折性直接影响考生对试题的求解， 均对试卷难度具有重要作

用。 开放程度的难度系数最小， 而参数含量、 推理水平、 直观想象处于中间地位， 一定程度上影响了

试卷的难度。
４􀆰 ３　 综合难度

利用式 （８） 聚合各个指标的难度系数， 可得 ２０２２ 年新高考Ⅰ卷和Ⅱ卷的综合难度系数分别为

ＤⅠ ＝ ０􀆰 ２９、 ＤⅡ ＝ ０􀆰 ２７， 明显 ＤⅠ ＞ ＤⅡ， 即 ２０２２ 年新高考Ⅰ卷难度高于Ⅱ卷。 这一难度分布契合了我

国不同区域之间经济、 文化等方面发展水平不一的特点。

５　 结论
基于新高考改革背景， 本研究以 《中国高考评价体系》 为指导， 根据新高考数学试题的特点，

建立含有 ９ 个评价指标和 ３１ 个难度水平的新高考数学试题综合难度模型。 针对现有 ＩＶＩＦ⁃ＢＷＭ 的不

足， 本文提出一种改进的 ＩＶＩＦ⁃ＢＷＭ， 建立了基于乘法一致 ＩＶＩＦＰＲ 的目标规划模型， 求解标准化的

最优 ＩＶＩＦ 权重， 并推导出区间值直觉模糊环境下的 ＣＩ 和 ＣＲ， 验证了推导结果的可靠性。 同时， 将

·６８·
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改进的 ＩＶＩＦ⁃ＢＷＭ 用于计算新高考试题难度指标和难度水平的权重， 验证了所改进的 ＩＶＩＦ⁃ＢＷＭ 的准

确性和可行性。 最后运用所提出的新高考数学试题综合难度模型评价 ２０２２ 年新高考数学试卷的难度，
结果验证了该模型具有的有效性， 进一步丰富了新高考数学试题评价方法。 然而， 本文只讨论了

ＩＶＩＦＰＲ的乘法一致性， 将 ＢＷＭ 扩展到具有加法一致性的 ＩＶＩＦＰＲ 中还需进一步研究。
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