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［摘要］ 对正则长波 （ＲＬＷ） 方程建立一个具有高精度的三层隐式差分格式， 该格式具有二阶时间精

度和六阶空间精度， 且在离散意义下能够合理地模拟原问题的质量守恒和能量守恒。 采用离散能量法和

Ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 分析法证明了所构造数值格式的收敛性和稳定性。 数值算例验证了所建格式的有效性， 且该

格式明显优于其他数值格式。
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０　 引言
正则长波 （ＲＬＷ） 方程也称之为 Ｂｅｎｊａｍｉｎ⁃Ｂｏｎａ⁃Ｍａｈｏｎｙ （ ＢＢＭ） 方程［１］ ， 最初由 Ｐｅｒｅｇｒｉｎｅ［２］ 提

出， 用于描述波状孔的行为， 并作为由一端的造波器在均匀的明渠中产生的小但有限振幅的长水波模

型［１］ 。 在非线性色散介质的传播中， 该方程因能够模拟大量重要的非线性物理现象 （如浅水波、 离子

波等） 而备受关注。 由于 ＲＬＷ 方程中包含非线性项 ｕｕｘ ， 不易得到其精确解， 许多学者致力于研究

ＲＬＷ 方程初边值问题的数值方法。 当前许多学者已经利用如变分迭代法［３］ 、 无网格法［４］ 、 有限元

法［５］等数值技术求解 ＲＬＷ 方程。 此外， 利用有限差分法求解 ＲＬＷ 方程的研究也引起了学者们极大
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的兴趣。 Ｚｈａｎｇ［６］对广义正则长波方程 （ＧＲＬＷ） 的柯西问题提出了具有二阶精度的守恒差分格式。 随

后， Ａｃｈｏｕｒｉ 等［７］对 ＢＢＭ 方程提出了一种在离散 Ｈ１ ⁃范数下具有二阶精度的 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 有限差分

格式。 为进一步提高格式精度， Ｚｈｅｎｇ 等［８］ 和 Ｈｕ 等［９］ 先后提出两层非线性和三层线性的守恒差分格

式求解 ＲＬＷ 方程， 具有二阶时间精度和四阶空间精度。 刘佳垚等［１０］ 对 ＲＬＷ 方程构造了一种能量守

恒的三层外推型线性差分格式。 值得注意的是， 郭祯等［１１］ 借助理查德森外推法提出了一个具有六阶

空间精度的 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 守恒差分格式求解 ＫｄＶ 方程。 受此启发， 考虑对 ＲＬＷ 方程直接建立一个

具有六阶空间精度的线性守恒差分格式， 以进一步提高其理论精度。
考虑如下 ＲＬＷ 方程的初边值问题［１２］ ：

ｕｔ － ｕｘｘｔ ＋ μｕｘ ＋ ｕｕｘ ＝ ０， ｘｌ ≤ ｘ ≤ ｘｒ， ０ ≤ ｔ ≤ Ｔ， （１）
ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０ （ｘ）， ｘｌ ≤ ｘ ≤ ｘｒ， （２）

ｕ（ｘｌ，ｔ） ＝ ０，ｕ（ｘｒ，ｔ） ＝ ０， ０ ≤ ｔ ≤ Ｔ。 （３）
其中： μ 为正常数， ｕ０ （ｘ） 是给定的光滑函数。 容易验证， 式（１） ～ （３）具有如下守恒性［１２］ ， 即

Ｑ（ ｔ） ＝ ∫ｘｒ

ｘｌ
ｕ（ｘ，ｔ）ｄｘ ＝ ∫ｘｒ

ｘｌ
ｕ０ （ｘ）ｄｘ ＝ Ｑ（０）， （４）

Ｅ（ ｔ） ＝ ｕ ２
Ｌ２ ＋ μ ｕｘ

２
Ｌ２ ＝ ｕ０

２
Ｌ２ ＋ μ （ｕ０ ） ｘ

２
Ｌ２ ＝ Ｅ（０）， ｔ ＞ ０。 （５）

　 　 对式（１） ～ （３）建立一个具有高精度的三层线性差分格式， 所建格式具有二阶时间精度和六阶空

间精度， 且能够很好地模拟式 （４） 和式 （５）， 并证明了所构造数值格式的收敛性与稳定性。 最后通

过数值算例验证了格式的有效性。

１　 差分格式的构造
记剖分区域为 ［ｘ ｌ，ｘｒ］ × ［０，Ｔ］ ， 时间步长为 τ， ｔｎ ＝ ｎτ（０ ≤ ｎ ≤ Ｎ） ， Ｎ ＝ ［Ｔ ／ τ］ ， ｘ ｊ ＝ ｘ ｌ ＋

ｊｈ（０ ≤ ｊ ≤ Ｊ）， ｈ ＝ （ｘｒ － ｘｌ） ／ Ｊ 为空间步长。 设 ｕｎ
ｊ ≈ ｕ（ｘ ｊ，ｔｎ） 为近似解， 记 Ｚ０

ｈ ＝ ｛ｕ ＝ （ｕ ｊ） ｜ ｕ －２ ＝
ｕ －１ ＝ ｕ０ ＝ ｕ１ ＝ ｕＪ－１ ＝ ｕＪ ＝ ｕＪ＋１ ＝ ｕＪ＋２ ＝ ０， － ２ ≤ ｊ ≤ Ｊ ＋ ２｝ 。

对任意的 ｕｎ，ｖｎ ∈ Ｚ０
ｈ ， 进一步定义如下符号： （ｕｎ

ｊ ） ｔ＾ ＝ （ｕｎ＋１
ｊ － ｕｎ－１

ｊ ） ／ （２τ）， （ｕｎ
ｊ ） ｘ ＝ （ｕｎ

ｊ＋１ －

ｕｎ
ｊ ） ／ ｈ， （ｕｎ

ｊ ） ｘ－ ＝ （ｕｎ
ｊ － ｕｎ

ｊ－１ ） ／ ｈ， ｕ
１
２ ＝ （ｕ０ ＋ ｕ１ ） ／ ２， （ｕｎ

ｊ ） ｘ^ ＝ （ｕｎ
ｊ＋１ － ｕｎ

ｊ－１ ） ／ （２ｈ）， （ｕｎ
ｊ ） ｘ̈ ＝ （ｕｎ

ｊ＋２ －
ｕｎ
ｊ－２ ） ／ （４ｈ）， （ｕｎ

ｊ ） ｘ… ＝ （ｕｎ
ｊ＋３ － ｕｎ

ｊ－３ ） ／ （６ｈ）， ｕ　 －ｎ
ｊ ＝ （ｕｎ＋１

ｊ ＋ ｕｎ－１
ｊ ） ／ ２）， （ｕｎ

ｊ ） ｘｘ－ ＝ （ｕｎ
ｊ＋１ － ２ｕｎ

ｊ ＋ ｕｎ
ｊ－１ ） ／ ｈ２ ，

（ｕｎ
ｊ ） ｘ^ｘ^ ＝ （ｕｎ

ｊ＋２ － ２ｕｎ
ｊ ＋ ｕｎ

ｊ－２ ） ／ （４ｈ２ ）， （ｕｎ
ｊ ） ｘ^ｘ̈ ＝ （ｕｎ

ｊ＋３ － ｕｎ
ｊ－１ － ｕｎ

ｊ＋１ ＋ ｕｎ
ｊ－３ ） ／ （８ｈ２ ）， 〈ｕｎ，ｖｎ〉 ＝ ｈ∑

Ｊ－１

ｊ ＝ １
ｕｎ
ｊ ｖｎｊ ，

ｕｎ ２ ＝ 〈ｕｎ，ｕｎ〉， ｕｎ
¥
＝ ｍａｘ

１≤ｊ≤Ｊ
｜ ｕｎ

ｊ ｜ 。

接下来考虑对 ＲＬＷ 方程构造具有六阶空间精度的线性差分格式， 首先给出如下高阶 Ｔａｙｌｏｒ 展开式。
引理 １［１１］ 　 若函数 ｕ（ｘ） 足够光滑， 当 ｈ → ０ 时， 则有 ３（ｕ ｊ） ｘ^ ／ ２ － ３（ｕ ｊ） ｘ̈ ／ ５ ＋ （ｕ ｊ） ｘ… ／ １０ ＝

（ｄｕ） ／ （ｄｘ） ｘ ＝ ｘ ｊ
＋ Ｏ（ｈ６ ）。

引理 ２　 若函数 ｕ（ｘ） 足够光滑， 当 ｈ → ０ 时， 则有 ６８
４５ （ｕ ｊ） ｘｘ－ － ３

５ （ｕ ｊ） ｘ^ｘ^ ＋
４
４５ （ｕ ｊ） ｘ^ｘ̈ ＝ ｄ２ｕ

ｄｘ２
ｘ ＝ ｘ ｊ

＋

Ｏ（ｈ６ ）。

证明　 根据 Ｔａｙｌｏｒ 公式展开可得 （ｕ ｊ） ｘｘ－ ＝ ｄ２ｕ
ｄｘ２

ｘ ＝ ｘ ｊ

＋ ｈ２

１２
ｄ４ｕ
ｄｘ４

ｘ ＝ ｘ ｊ

＋ ｈ４

３６０
ｄ６ｕ
ｄｘ６

ｘ ＝ ｘ ｊ

＋ Ｏ（ｈ６ ）， （ｕ ｊ） ｘ^ｘ^ ＝

ｄ２ｕ
ｄｘ２

ｘ ＝ ｘ ｊ

＋ ｈ２

３
ｄ４ｕ
ｄｘ４

ｘ ＝ ｘ ｊ

＋ ２ｈ４

４５
ｄ６ｕ
ｄｘ６

ｘ ＝ ｘ ｊ

＋ Ｏ（ｈ６ ） ， 以及 （ｕ ｊ） ｘ^ｘ̈ ＝ ｄ２ｕ
ｄｘ２

ｘ ＝ ｘ ｊ

＋ ５ｈ２

６
ｄ４ｕ
ｄｘ４

ｘ ＝ ｘ ｊ

＋ ９１ｈ４

３６０
ｄ６ｕ
ｄｘ６

ｘ ＝ ｘ ｊ

＋

Ｏ（ｈ６ ） ， 从而有 ６８
４５ （ｕ ｊ） ｘｘ－ － ３

５ （ｕ ｊ） ｘ^ｘ^ ＋ ４
４５ （ｕ ｊ） ｘ^ｘ̈ ＝ ｄ２ｕ

ｄｘ２
ｘ ＝ ｘ ｊ

＋ Ｏ（ｈ６ ）。

应用引理 １ 及引理 ２， 考虑对式（１） ～ （３）构造差分格式为

·６９３·
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（ｕｎ
ｊ ） ｔ^ － μ［６８ （ｕｎ

ｊ ） ｘｘ－ ｔ^ ／ ４５ － ３ （ｕｎ
ｊ ） ｘ^ｘ^ｔ^ ／ ５ ＋ ４（ｕｎ

ｊ ） ｘ^ｘ̈ｔ^ ／ ４５］ ＋ ［３ （ｕ－ ｎ
ｊ ） ｘ^ ／ ２ － ３（ｕ－ ｎ

ｊ ） ｘ̈ ／ ５ ＋ （ｕ－ ｎ
ｊ ） ｘ… ／ １０］ ＋

［３ψ１ （ｕｎ
ｊ ，ｕ－ ｎ

ｊ ） ／ ２ － ３ψ２ （ｕｎ
ｊ ，ｕ－ ｎ

ｊ ） ／ ５ ＋ ψ３ （ｕｎ
ｊ ，ｕ－ ｎ

ｊ ） ／ １０］ ＝ ０， １ ≤ ｊ ≤ Ｊ － １， １ ≤ ｎ ≤ Ｎ － １， （６）
ｕ０
ｊ ＝ ｕ０ （ｘ ｊ）， ０ ≤ ｊ ≤ Ｊ， （７）
ｕｎ ∈ Ｚ０

ｈ， ０ ≤ ｎ ≤ Ｎ。 （８）
其中： ψ１ （ｕｎ

ｊ ，ｕ－ ｎ
ｊ ） ＝ ［ｕｎ

ｊ （ｕ－ ｎ
ｊ ） ｘ^ ＋ （ｕｎ

ｊ ｕ－ ｎ
ｊ ） ｘ^］ ／ ３； ψ２ （ｕｎ

ｊ ，ｕ－ ｎ
ｊ ） ＝ ［ｕｎ

ｊ （ｕ－ ｎ
ｊ ） ｘ̈ ＋ （ｕｎ

ｊ ｕ－ ｎ
ｊ ） ｘ̈］ ／ ３； ψ３ （ｕｎ

ｊ ，ｕ－ ｎ
ｊ ） ＝

［ｕｎ
ｊ （ｕ－ ｎ

ｊ ） ｘ… ＋ （ｕｎ
ｊ ｕ－ ｎ

ｊ ） ｘ… ］ ／ ３。
由于格式（６） ～ （８）在时间上是三层的， 且为隐式格式， 需先通过格式 （ｕ０

ｊ ） ｔ － μ［６８ （ｕ０
ｊ ） ｘｘ－ｔ ／ ４５ －

３（ｕ０
ｊ ） ｘ^ｘ^ｔ ／ ５ ＋ ４（ｕ０

ｊ ｘ^ｘ̈ｔ） ／ ４５］ ＋ ３（ｕ
１
２
ｊ ） ｘ^ ／ ２ － ３（ｕ

１
２
ｊ ） ｘ̈ ／ ５ ＋ （ｕ

１
２
ｊ ） ｘ… ／ １０ ＋ ３ψ１ （ｕ０

ｊ ，ｕ
１
２
ｊ ） ／ ２ － ３ψ２ （ｕ０

ｊ ，ｕ
１
２
ｊ ） ／ ５ ＋

ψ３ （ｕ０
ｊ ，ｕ

１
２
ｊ ） ／ １０ ＝ ０， １ ≤ ｊ ≤ Ｊ － １ ， 求解出 ｕ１ 才能执行计算。

２　 差分格式的守恒性
本节考虑所构造数值格式（６） ～ （８）守恒性的证明， 先给出如下引理。
引理 ３［１３ － １４］ 　 对任意的 ｕｎ， ｖｎ ∈ Ｚ０

ｈ ， 有 〈ｕｎ
ｘ－ ，ｖｎ〉 ＝ － 〈ｕｎ，ｖｎｘ〉，〈ｕｎ

ｘ^，ｖｎ〉 ＝ － 〈ｕｎ，ｖｎｘ^〉，〈ｕｎ
ｘｘ－ ，ｖｎ〉 ＝

－ 〈ｕｎ
ｘ，ｖｎｘ〉，〈ｕｎ

ｘ̈，ｖｎ〉 ＝ － 〈ｕｎ，ｖｎｘ̈〉，〈ｕｎ
ｘ… ，ｖｎ〉 ＝ － 〈ｕｎ，ｖｎｘ… 〉 。 当 ｕｎ ＝ ｖｎ 时， 有 〈ｕｎ

ｘ^，ｕｎ〉 ＝ ０，〈ｕｎ
ｘ̈，ｕｎ〉 ＝ ０，

〈ｕｎ
ｘ… ，ｕｎ〉 ＝ ０，〈ｕｎ

ｘｘ－ ，ｕｎ〉 ＝ － ｕｎ
ｘ

２ ，〈ｕｎ
ｘ^ｘ^，ｕｎ〉 ＝ － ｕｎ

ｘ^
２ 。

引理 ４　 对任意的 ｕｎ，ｖｎ ∈ Ｚ０
ｈ ， 有 〈ｕｎ

ｘ^ｘ̈，ｖｎ〉 ＝ － 〈ｕｎ
ｘ^，ｖｎｘ̈〉。 当 ｖｎ ＝ ｕｎ 时， 进一步有 〈ｕｎ

ｘ^ｘ̈，ｕｎ〉 ＝
－ 〈ｕｎ

ｘ^，ｕｎ
ｘ̈〉。

证明　 根据内积的定义及边界条件， 对任意的 ｕｎ， ｖｎ ∈ Ｚ０
ｈ ， 有 〈ｕｎ

ｘ^ｘ̈，ｖｎ〉 ＝ ｈ∑
Ｊ－１

ｊ ＝ １

１
８ｈ２ （ｕｎ

ｊ＋３ － ｕｎ
ｊ＋１ －

ｕｎ
ｊ－１ ＋ ｕｎ

ｊ－３ ）ｖｎｊ ＝ １
８ｈ∑

Ｊ－１

ｊ ＝ １
（ｕｎ

ｊ＋３ － ｕｎ
ｊ－１ ）ｖｎｊ － １

８ｈ∑
Ｊ

ｊ ＝ １
（ｕｎ

ｊ＋１ － ｕｎ
ｊ－３ ）ｖｎｊ ＝ １

８ｈ∑
Ｊ

ｊ ＝ ２
（ｕｎ

ｊ＋２ － ｕｎ
ｊ－２ ）ｖｎｊ－１ － １

８ｈ∑
Ｊ－１

ｊ ＝ ０
（ｕｎ

ｊ＋２ －

ｕｎ
ｊ－２ ）ｖｎｊ＋１ ＝ － ｈ∑

Ｊ－１

ｊ ＝ １

ｖｎｊ＋１ － ｖｎｊ－１

２ｈ
æ
è
ç

ö
ø
÷

ｕｎ
ｊ＋２ － ｕｎ

ｊ－２

４ｈ
æ
è
ç

ö
ø
÷ ＝ － 〈ｕｎ

ｘ^，ｖｎｘ̈〉 。 当 ｖｎ ＝ ｕｎ 时， 则有 〈ｕｎ
ｘ^ｘ̈，ｕｎ〉 ＝ － 〈ｕｎ

ｘ^，ｕｎ
ｘ̈〉。

引理 ５［１３ －１４］ 　 对任意的 ｕｎ ∈ Ｚ０
ｈ， 〈ψ１（ｕｎ，ｕ－ ｎ），ｕ－ ｎ〉 ＝ ０， 〈ψ２（ｕｎ，ｕ－ ｎ），ｕ－ ｎ〉 ＝ ０， 〈ψ３（ｕｎ，ｕ－ ｎ），ｕ－ ｎ〉 ＝ ０。

引理 ６［１３ －１４］ 　 对任意的 ｕｎ ∈ Ｚ０
ｈ ， 恒有 ｕｎ

ｘ̈
２ ≤ ｕｎ

ｘ^
２ ≤ ｕｎ

ｘ
２ 及 ｕｎ

ｘ…
２ ≤ ｕｎ

ｘ^
２ 。

下面将详细证明所构造数值格式（６） ～ （８）的离散质量守恒和能量守恒。
定理 １　 设 ｕ０ ∈ Ｈ２

０ ［ｘｌ，ｘｒ］ ， 则格式（６） ～ （８）是离散质量和能量守恒的， 即 Ｑｎ ＝ Ｑｎ－１ ＝ … ＝

Ｑ０ ， Ｅｎ ＝ Ｅｎ－１ ＝ … ＝ Ｅ０ 。 其中： Ｑｎ ＝ ｈ
２ ∑

Ｊ－１

ｊ ＝ １
（ｕｎ＋１

ｊ ＋ ｕｎ
ｊ ） ＋ ｈτ

４ ∑
Ｊ－１

ｊ ＝ １
ｕｎ
ｊ （ｕｎ＋１

ｊ ） ｘ^ － ｈτ
１０∑

Ｊ－１

ｊ ＝ １
ｕｎ
ｊ （ｕｎ＋１

ｊ ） ｘ̈ ＋

ｈτ
６０∑

Ｊ－１

ｊ ＝ １
ｕｎ
ｊ （ｕｎ＋１

ｊ ） ｘ… ， Ｅｎ ＝ １
２ （ ｕｎ＋１ ２ ＋ ｕｎ ２ ） ＋ ３４μ

４５ （ ｕｎ＋１
ｘ

２ ＋ ｕｎ
ｘ

２ ） － ３μ
１０（ ｕｎ＋１

ｘ^
２ ＋ ｕｎ

ｘ^
２ ） ＋ ２μ

４５（〈ｕｎ＋１
ｘ^ ，

ｕｎ＋１
ｘ̈ 〉 ＋ 〈ｕｎ

ｘ^，ｕｎ
ｘ̈〉） 。

证明 　 将 式 （ ６ ） 两 端 同 时 乘 以 ｈ 后， 对 ｊ 从 １ 到 Ｊ － １ 求 和， 则 有 ｈ∑
Ｊ－１

ｊ ＝ １
（ｕｎ

ｊ ） ｔ^ －

μｈ∑
Ｊ－１

ｊ ＝ １

６８
４５（ｕｎ

ｊ ） ｘｘ－ ｔ^ －
３
５ （ｕｎ

ｊ ） ｘ^ｘ^ｔ^ ＋
４
４５（ｕｎ

ｊ ） ｘ^ｘ̈ｔ^[ ] ＋ ３
２ ｈ∑

Ｊ－１

ｊ ＝ １
（ｕ－ ｎ

ｊ ） ｘ^ － ３
５ ｈ∑

Ｊ－１

ｊ ＝ １
（ｕ－ ｎ

ｊ ） ｘ̈ ＋ １
１０ｈ∑

Ｊ－１

ｊ ＝ １
（ｕ－ ｎ

ｊ ） ｘ… ＋

３
２ ｈ∑

Ｊ－１

ｊ ＝ １
ψ１ （ｕｎ

ｊ ，ｕ－ ｎ
ｊ ） － ３

５ ｈ∑
Ｊ－１

ｊ ＝ １
ψ２ （ｕｎ

ｊ ，ｕ－ ｎ
ｊ ） ＋ １

１０ｈ∑
Ｊ－１

ｊ ＝ １
ψ３ （ｕｎ

ｊ ，ｕ－ ｎ
ｊ ） ＝ ０ 。 由式 （８） 和引理３， 可得 ｈ

２τ∑
Ｊ－１

ｊ ＝ １
（ｕｎ＋１

ｊ －

ｕｎ－１
ｊ ） ＋ ｈ

４ ∑
Ｊ－１

ｊ ＝ １
［ｕｎ

ｊ （ｕｎ＋１
ｊ ） ｘ^ － ｕｎ－１

ｊ （ｕｎ
ｊ ） ｘ^］ － ｈ

１０∑
Ｊ－１

ｊ ＝ １
［ｕｎ

ｊ （ｕｎ＋１
ｊ ） ｘ̈ － ｕｎ－１

ｊ （ｕｎ
ｊ ） ｘ̈］ ＋ ｈ

６０∑
Ｊ－１

ｊ ＝ １
［ｕｎ

ｊ （ｕｎ＋１
ｊ ） ｘ… －

ｕｎ－１
ｊ （ｕｎ

ｊ ） ｘ… ］ ＝ ０ ， 整理可得
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ｈ
２ ∑

Ｊ－１

ｊ ＝ １
（ｕｎ＋１

ｊ ＋ ｕｎ
ｊ ） ＋ ｈτ

４ ∑
Ｊ－１

ｊ ＝ １
ｕｎ
ｊ （ｕｎ＋１

ｊ ） ｘ^ － ｈτ
１０∑

Ｊ－１

ｊ ＝ １
ｕｎ
ｊ （ｕｎ＋１

ｊ ） ｘ̈ ＋ ｈτ
６０∑

Ｊ－１

ｊ ＝ １
ｕｎ
ｊ （ｕｎ＋１

ｊ ） ｘ… ＝

ｈ
２ ∑

Ｊ－１

ｊ ＝ １
（ｕｎ

ｊ ＋ ｕｎ－１
ｊ ） ＋ ｈτ

４ ∑
Ｊ－１

ｊ ＝ １
ｕｎ－１
ｊ （ｕｎ

ｊ ） ｘ^ － ｈτ
１０∑

Ｊ－１

ｊ ＝ １
ｕｎ－１
ｊ （ｕｎ

ｊ ） ｘ̈ ＋ ｈτ
６０∑

Ｊ－１

ｊ ＝ １
ｕｎ－１
ｊ （ｕｎ

ｊ ） ｘ… 。 （９）

　 　 对式 （９） 递推可得 Ｑｎ ＝ Ｑｎ－１ ＝ … ＝ Ｑ０ 。 将式 （６） 与 ２ｕ－ ｎ 作内积， 由引理 ３ ～ ５ 可得

ｕｎ ２
ｔ^ ＋ ６８μ（ ｕｎ

ｘ
２
ｔ^ ） ／ ４５ － ３μ（ ｕｎ

ｘ^
２
ｔ^ ） ／ ５ － ４μ（〈ｕｎ

ｘ^ｘ̈ｔ^，２ｕ－ ｎ〉） ／ ４５ ＝ ０ ， 整理可得

（ ｕｎ＋１ ２ ＋ ｕｎ ２ ） ／ ２ ＋ ３４μ（ ｕｎ＋１
ｘ

２ ＋ ｕｎ
ｘ

２ ） ／ ４５ － ３μ（ ｕｎ＋１
ｘ^

２ ＋ ｕｎ
ｘ^

２ ） ／ １０ ＋

２μ（〈ｕｎ＋１
ｘ^ ，ｕｎ＋１

ｘ̈ 〉 ＋ 〈ｕｎ
ｘ^，ｕｎ

ｘ̈〉） ／ ４５ ＝ （ ｕｎ ２ ＋ ｕｎ－１ ２ ） ／ ２ ＋ ３４μ（ ｕｎ
ｘ

２ ＋ ｕｎ－１
ｘ

２ ） ／ ４５ －

３μ（ ｕｎ
ｘ^

２ ＋ ｕｎ－１
ｘ^

２ ） ／ １０ ＋ ２μ（〈ｕｎ
ｘ^，ｕｎ

ｘ̈〉 ＋ 〈ｕｎ－１
ｘ^ ，ｕｎ－１

ｘ̈ 〉） ／ ４５。 （１０）
　 　 由 Ｅｎ 的定义， 对式 （１０） 递推可得 Ｅｎ ＝ Ｅｎ－１ ＝ … ＝ Ｅ０ 。

３　 差分格式的收敛性和稳定性
本节将详细分析所构造数值格式（６） ～ （８）的收敛性和稳定性情况。
引理 ７［１３ － １４］ （离散 Ｇｒｏｗａｌｌ 不等式） 　 假设 ｛Ｇｎ ｎ ≥ ０｝ 是非负数列， 且满足 Ｇ０ ≤ Ａ， Ｇｎ ≤ Ａ ＋

Ｂτ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
Ｇ ｉ，ｎ ＝ １，２，… 。 其中： Ａ 和 Ｂ 均为非负数， 则 Ｇｎ ＝ ＡｅＢｎτ， ｎ ＝ ０，１，２，…。

引理 ８［１３ － １４］ （离散 Ｓｏｂｏｌｅｖ 不等式）　 存在常数 Ｃ１ 、 Ｃ２ ， 使得 ｕｎ
¥
≤ Ｃ１ ｕｎ ２ ＋ Ｃ２ ｕｎ

ｘ
２ 。

定理 ２　 设 ｕ０ ∈ Ｈ２
０ ［ｘｌ，ｘｒ］ ， 格式（６） ～ （８）的解 ｕｎ 依 Ｌ¥⁃范数收敛到原问题式（１） ～ （３）的解，

收敛阶为 Ｏ（τ２ ＋ ｈ６ ） 。
证明　 令 ｅｎ ＝ Ｕｎ － ｕｎ ， 其中 Ｕｎ

ｊ ＝ ｕ（ｘ ｊ，ｔｎ） ， 则格式（６） ～ （８）的截断误差为

ｒｎｊ ＝ （ｅｎｊ ） ｔ^ － ６８μ （ｅｎｊ ） ｘｘ－ ｔ^ ／ ４５ ＋ ３μ （ｅｎｊ ） ｘ^ｘ^ｔ^ ／ ５ － ４μ （ｅｎｊ ） ｘ^ｘ̈ｔ^ ／ ４５ ＋ ３（ｅ－ｎｊ ） ｘ^ ／ ２ － ３（ｅ－ｎｊ ） ｘ̈ ／ ５ ＋

（ｅ－ｎｊ ） ｘ… ／ １０ ＋ ３［ψ１ （Ｕｎ
ｊ ，Ｕ

－ ｎ
ｊ ） － ψ１ （ｕｎ

ｊ ，ｕ－ ｎ
ｊ ）］ ／ ２ － ３［ψ２ （Ｕｎ

ｊ ，Ｕ
－ ｎ
ｊ ） － ψ２ （ｕｎ

ｊ ，ｕ－ ｎ
ｊ ）］ ／ ５ ＋

［ψ３ （Ｕｎ
ｊ ，Ｕ

－ ｎ
ｊ ） － ψ３ （ｕｎ

ｊ ，ｕ－ ｎ
ｊ ）］ ／ １０， １ ≤ ｊ ≤ Ｊ － １， １ ≤ ｎ ≤ Ｎ － １。 （１１）

式 （１１） 中： ｅ０
ｊ ＝ ０， １ ≤ ｊ ≤ Ｊ， ｅｎ ∈ Ｚ０

ｈ， ０ ≤ ｎ ≤ Ｎ 。 由 Ｔａｙｌｏｒ 展开可知， ｍａｘ
ｊ，ｎ

ｒｎｊ ≤ Ｃ（τ２ ＋ ｈ６ ） ，

其中常数 Ｃ 不依赖于 τ 和 ｈ。 将式 （１１） 与 ２ｅ－ｎ 作内积， 由引理 ３ 和引理 ４ 可得

〈 ｒｎ，２ｅ－ｎ〉 ＝ ｅｎ ２
ｔ^ ＋ ６８μ ｅｎｘ ２

ｔ^ ／ ４５ － ３μ ｅｎｘ^ ２
ｔ^ ／ ５ － ４μ（〈ｅｎｘ^ｘ̈ｔ^，２ｅ－ｎ〉） ／ ４５ ＋ ３〈ψ１ （Ｕｎ，Ｕ— ｎ） － ψ１ （ｕｎ，ｕ－ ｎ），

２ｅ－ｎ〉 ／ ２ － ３〈ψ２ （Ｕｎ，Ｕ— ｎ） － ψ２ （ｕｎ，ｕ－ ｎ），２ｅ－ｎ〉 ／ ５ ＋ 〈ψ３ （Ｕｎ，Ｕ— ｎ） － ψ３ （ｕｎ，ｕ－ ｎ），２ｅ－ｎ〉 ／ １０。 （１２）
　 　 根据 Ｃａｕｃｈｙ － Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式［１５］及引理 ６， 可得

〈 ｒｎ，２ｅ－ｎ〉 ≤ ｒｎ ２ ＋ （ ｅｎ＋１ ２ ＋ ｅｎ－１ ２ ） ／ ２， （１３）

３〈ψ１ （Ｕｎ，Ｕ—ｎ） － ψ１ （ｕｎ，ｕ－ ｎ），２ｅ－ｎ〉 ／ ２ ＝ ３ｈ∑
Ｊ－１

ｊ ＝ １

１
３ ［Ｕｎ

ｊ （Ｕ—ｎ
ｊ ） ｘ^ ＋ （Ｕｎ

ｊ Ｕ
—ｎ

ｊ ） ｘ^］ － １
３ ［ｕｎ

ｊ （ｕ－ ｎ
ｊ ） ｘ^ ＋ （ｕｎ

ｊ ｕ－ ｎ
ｊ ） ｘ^］{ }ｅ－ｎ ＝

ｈ∑
Ｊ－１

ｊ ＝ １
Ｕｎ

ｊ （ｅ－ｎｊ ） ｘ^ｅ－ｎｊ ＋ ｈ∑
Ｊ－１

ｊ ＝ １
ｅｎｊ （ｕ－ ｎ

ｊ ） ｘ^ｅ－ｎｊ － ｈ∑
Ｊ－１

ｊ ＝ １
Ｕｎ

ｊ （ｅ－ｎｊ ） ｘ^ｅ－ｎｊ － ｈ∑
Ｊ－１

ｊ ＝ １
ｅｎｊ （ｅ－ｎｊ ） ｘ^ｕ－ ｎ

ｊ ≤ Ｃ（ ｅｎ＋１
ｘ

２ ＋

ｅｎ－１
ｘ

２ ＋ ｅｎｘ ２ ＋ ｅｎ＋１ ２ ＋ ｅｎ－１ ２ ＋ ｅｎ ２ ）。 （１４）
同理可得

－ ３〈ψ２（Ｕｎ，Ｕ—ｎ）－ ψ２（ｕｎ，ｕ－ ｎ），２ｅ－ｎ〉 ／ ５ ≤ Ｃ（ ｅｎ＋１
ｘ

２ ＋ ｅｎ－１
ｘ

２ ＋ ｅｎｘ ２ ＋ ｅｎ＋１ ２ ＋ ｅｎ－１ ２ ＋ ｅｎ ２），（１５）

〈ψ３（Ｕｎ，Ｕ－ ｎ） － ψ３（ｕｎ，ｕ－ ｎ），２ｅ－ｎ〉 ／ １０ ≤ Ｃ（ ｅｎ＋１
ｘ

２ ＋ ｅｎ－１
ｘ

２ ＋ ｅｎｘ ２ ＋ ｅｎ＋１ ２ ＋ ｅｎ－１ ２ ＋ ｅｎ ２）。 （１６）
将式（１３） ～ 式（１６）代入式 （１２）， 可得

ｅｎ ２
ｔ^ ＋ ６８μ ｅｎｘ ２

ｔ^ ／ ４５ － ３μ ｅｎｘ^ ２
ｔ^ ／ ５ － ４μ（〈ｅｎｘ^ｘ̈ｔ^，２ｅ－ｎ〉） ／ ４５ ≤ Ｃ（ ｅｎ＋１

ｘ
２ ＋ ｅｎ－１

ｘ
２ ＋ ｅｎｘ ２ ＋

ｅｎ＋１ ２ ＋ ｅｎ－１ ２ ＋ ｅｎ ２ ） ＋ ｒｎ ２ 。 （１７）
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　 　 令

Ａｎ ＝ ｅｎ＋１ ２ ＋ ｅｎ ２ ＋ ６８μ（ ｅｎ＋１
ｘ

２ ＋ ｅｎｘ ２ ） ／ ４５ － ３μ（ ｅｎ＋１
ｘ^

２ ＋ ｅｎｘ^ ２ ） ／ ５ ＋

４μ（〈ｅｎ＋１
ｘ^ ，ｅｎ＋１

ｘ̈ 〉 ＋ 〈ｅｎｘ^，ｅｎｘ̈〉） ／ ４５， （１８）
将式 （１７） 从 １ 到 ｎ 累加， 则有

Ａｎ ≤ Ａ０ ＋ Ｃτ∑
ｎ＋１

ｉ ＝ ０
（ ｅｉ ２ ＋ ｅｉｘ ２ ） ＋ ２τ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｒｉ ２ 。 （１９）

其中 τ、 Ｃ 为正常数。 由 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式［１５］及引理 ６ 进一步可得

〈ｅｎ＋１
ｘ^ ，ｅｎ＋１

ｘ̈ 〉 ≥－ （ ｅｎ＋１
ｘ^

２ ＋ ｅｎ＋１
ｘ̈

２） ／ ２ ≥－ ｅｎ＋１
ｘ^

２，〈ｅｎｘ^，ｅｎｘ̈〉 ≥－ （ ｅｎｘ^ ２ ＋ ‖ｅｎｘ̈‖２） ／ ２ ≥－ ｅｎｘ^ ２。 （２０）

将式 （２０） 代入式 （１８）， 同时结合 Ａｎ 的定义及引理 ６， 则有

ｃ０ （ ｅｎ ２ ＋ ｅｎ＋１ ２ ＋ ｅｎｘ ２ ＋ ｅｎ＋１
ｘ

２ ） ≤ ｅｎ ２ ＋ ｅｎ＋１ ２ ＋ ３７μ（ ｅｎ＋１
ｘ

２ ＋ ｅｎｘ ２ ） ／ ４５ ≤ Ａｎ。 （２１）

其中： ｃ０ ＝ ｍｉｎ（１，３７μ ／ ４５） 。 从而由式（１９） ～ （２１） 可得 ｅｎ＋１ ２ ＋ ｅｎ ２ ＋ ｅｎ＋１
ｘ

２ ＋ ｅｎｘ ２ ≤ Ａ０ ＋

Ｃτ∑
ｎ＋１

ｉ ＝ ０
（ ｅｉ ２ ＋ ｅｉｘ ２ ） ＋ ２τ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｒｉ ２ 。 令 Ｇｎ ＝ ｅｎ＋１ ２ ＋ ｅｎ ２ ＋ ｅｎ＋１

ｘ
２ ＋ ｅｎｘ ２ ， 则有 Ｇｎ ≤ Ｃτ∑

ｎ

ｉ ＝ ０
Ｇ ｉ ＋

Ｃτ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｒｉ ２ 。 其中 Ｃτ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｒｉ ２ ≤ Ｃｎτ ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
ｒｉ ２ ≤ ＣＴ （τ２ ＋ ｈ６ ） ２ 。 从而有

Ｇｎ ≤ Ｃτ∑
ｎ

ｉ ＝ ０
Ｇ ｉ ＋ Ｃ （τ２ ＋ ｈ６ ） ２ 。 （２２）

式 （２２） 进一步可写为 （１ － Ｃτ）Ｇｎ ≤ Ｃτ∑
ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｇ ｉ ＋ Ｃ （τ２ ＋ ｈ６ ） ２ ， 当 τ 足够小， 使得 １ － Ｃτ ＞ ０ 时， 则

有 Ｇｎ ≤ Ｃτ∑
ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｇ ｉ ＋ Ｃ （τ２ ＋ ｈ６ ） ２ 。 根据引理 ７ 可得 Ｇｎ ≤ Ｃ （τ２ ＋ ｈ６ ） ２ ｅＣＴ ≤ Ｃ （τ２ ＋ ｈ６ ） ２ ， 即 ｅｎ ≤

Ｃ（τ２ ＋ ｈ６ ） ， ‖ｅｎｘ‖ ≤ Ｃ（τ２ ＋ ｈ６ ） ， 再由引理 ８ 可得 ｅｎ ¥
≤ Ｃ（τ２ ＋ ｈ６ ） 。

定理 ３　 格式（６） ～ （８）是无条件稳定的。
证明　 利用 Ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 稳定性分析法， 令 ｕｎ

ｊ ＝ εｎｅｉｊθ （其中： ｉ２ ＝ － １； θ 为波数）， 从而有

（ｕｎ
ｊ ） ｔ^ ＝ （ｕｎ＋１

ｊ － ｕｎ－１
ｊ ） ／ ２τ ＝ εｎ－１ ｅｉｊθ（ε２ － １） ／ ２τ， （２３）

（ｕｎ
ｊ ） ｘｘ－ ｔ^ ＝ εｎ－１ ｅｉｊθ（ε２ ｃｏｓ θ － ｃｏｓ θ － ε２ ＋ １） ／ τｈ２ ， （２４）

（ｕｎ
ｊ ） ｘ^ｘ^ｔ^ ＝ εｎ－１ ｅｉｊθ（ε２ ｃｏｓ ２θ － ｃｏｓ ２θ － ε２ ＋ １） ／ τｈ２ ， （２５）

（ｕｎ
ｊ ） ｘ^ｘ̈ｔ^ ＝ εｎ－１ ｅｉｊθ（ε２ ｃｏｓ ３θ － ｃｏｓ ３θ － ε２ ＋ １） ／ τｈ２ ， （２６）

（ｕ－ ｎ
ｊ ） ｘ^ ＝ εｎ－１ ｅｉｊθ（ｉε２ ｓｉｎ θ ＋ ｉｓｉｎ θ） ／ ２ｈ， （２７）

（ｕ－ ｎ
ｊ ） ｘ̈ ＝ εｎ－１ ｅｉｊθ（ｉε２ ｓｉｎ ２θ ＋ ｉｓｉｎ ２θ） ／ ４ｈ， （２８）

（ｕ－ ｎ
ｊ ） ｘ… ＝ εｎ－１ ｅｉｊθ（ｉε２ ｓｉｎ ３θ ＋ ｉｓｉｎ ３θ） ／ ６ｈ， （２９）

ψ１ （ｕｎ
ｊ ，ｕ－ ｎ

ｊ ） ＝ ｕｎ
ｊ （εｎ－１ ＋ εｎ＋１ ）ｅｉｊθ（ｉｓｉｎ θ ＋ ｉｓｉｎ ２θ） ／ ３ｈ， （３０）

ψ２ （ｕｎ
ｊ ，ｕ－ ｎ

ｊ ） ＝ ｕｎ
ｊ （εｎ－１ ＋ εｎ＋１ ）ｅｉｊθ（ｉｓｉｎ ２θ ＋ ｉｓｉｎ ４θ） ／ ６ｈ， （３１）

ψ３ （ｕｎ
ｊ ，ｕ－ ｎ

ｊ ） ＝ ｕｎ
ｊ （εｎ－１ ＋ εｎ＋１ ）ｅｉｊθ（ｉｓｉｎ ３θ ＋ ｉｓｉｎ ６θ） ／ ９ｈ， （３２）

将式（２３） ～ （３２）代入式 （６）， 可得 ε２ ＝ （Ａ － Ｂｉ） ／ （Ａ ＋ Ｂｉ） ≤ １ 。 其中： Ａ ＝ １ － １３６μ
４５ｈ２ （ｃｏｓ θ － １） ＋

３μ
１０ｈ２ （ｃｏｓ ２θ － １） － μ

４５ｈ２ （ｃｏｓ ３θ － ｃｏｓ θ）； Ｂ ＝ ３τ
２ｈｓｉｎ θ － ３τ

１０ｈｓｉｎ ２θ ＋ τ
３０ｈｓｉｎ ３θ ＋ ｕｎ

ｊ
τ
ｈ （ｓｉｎ θ ＋ ｓｉｎ ２θ） －[

τ
５ｈ（ｓｉｎ ２θ ＋ ｓｉｎ ４θ） ＋ τ

４５ｈ（ｓｉｎ ３θ ＋ ｓｉｎ ６θ） ] 。 因此， 格式（６） ～ （８）是无条件稳定的。

·９９３·
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４　 数值算例
本节将验证所构造数值格式（６） ～ （８）的守恒性和理论精度。 首先给出如下误差的 Ｌ¥ 范数定义

ｅ（τ，ｈ） ¥
＝ Ｕｎ － ｕｎ

¥
＝ ｍａｘ

１≤ｊ≤Ｊ－１
Ｕｎ

ｊ － ｕｎ
ｊ ， 然 后 给 出 时 间 和 空 间 收 敛 阶 的 定 义： Ｏｒｄｅｒ１ ＝

ｌｏｇ２
ｅ（τ，ｈ） ¥

ｅ（τ ／ ２，ｈ） ¥

æ
è
ç

ö
ø
÷， Ｏｒｄｅｒ２ ＝ ｌｏｇ２

ｅ（τ，ｈ） ¥

ｅ（τ ／ ８，ｈ ／ ２） ¥

æ
è
ç

ö
ø
÷ 。 已知式 （１） ～ （３） 的初始条件为 ｕ０ （ｘ） ＝

Ａｓｅｃｈ２ （ｋｘ） ， 则精确解取为 ｕ（ｘ） ＝ Ａｓｅｃｈ２ （ｋｘ － ωｔ） ［１２］ 。 其中： Ａ ＝ ３ａ２ ／ （１ － ａ２ ） ； ｋ ＝ ａ ／ ２； ω ＝
ａ ／ ２（１ － ａ２ ） 。

取 μ ＝ １、 ａ ＝ １ ／ ２、 ｘｌ ＝ － ５０、 ｘｒ ＝ ５０ 进行计算。 表 １ 为 ｈ ＝ ０． ０１，Ｔ ＝ １ 时， 不同步长下时间

上的误差和收敛精度； 表 ２ 为 Ｔ ＝ １０ 时， 不同空间步长下的误差和收敛精度。 由表 １、 表 ２ 的数值结

果可知， 所建格式明显具有二阶时间精度和六阶空间精度。 表 ３ 的数值结果说明本文格式能够合理地模

拟定理 １ 的离散质量守恒和能量守恒。 表 ４ 为当 ｈ ＝ ０． １、 τ ＝ ０． ００６ ２５ 时， 不同时刻下本文格式与文

献 ［９ － １０］ 的数值误差比较结果。 由表 ４ 可知， 所构造数值格式能够进一步减小误差， 提高精度。
因此， 格式（６） ～ （８）是有效的， 且明显优于其他数值格式。 图 １ 为当 ｈ ＝ ０． ２、 τ ＝ ０． ０５ 和 ｈ ＝ ０． １、
τ ＝ ０． ００６ ２５ 时， 不同时刻的数值解。 由图 １ 可清晰地发现， 不同时刻波形图的高度几乎相同， 进一

步说明了本文格式是稳定和守恒的。

表 １　 不同 τ 下时间上的误差和收敛精度（ｈ ＝ ０． ０１、Ｔ ＝ １）
Ｔａｂ． １　 Ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｃｈｅｍｅ

ｉｎ ｔｉｍｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ τ ｓｉｚｅｓ （ｈ ＝ ０． ０１，Ｔ ＝ １）

τ ｅ（τ，ｈ） ¥ Ｏｒｄｅｒ１

τ ＝ ０． １０００ ３． ２４０４ × １０ － ４ －

τ ＝ ０． ０５００ ８． １０９５ × １０ － ５ １． ９９８５

τ ＝ ０． ０２５０ ２． ０２７５ × １０ － ５ １． ９９９９

τ ＝ ０． ０１２５ ５． ０６８３ × １０ － ６ ２． ０００１

表 ２　 不同步长下空间的误差和收敛精度（Ｔ ＝ １０）
Ｔａｂ． ２　 Ｅｒｒｏｒ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ ｔｈｅ

ｓｃｈｅｍｅ ｉｎ ｓｐａｃｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅｓ （Ｔ ＝ １０）

ｈ，τ ｅ（τ，ｈ） ¥ Ｏｒｄｅｒ２

ｈ ＝ ０． ４０，τ ＝ ０． ４００ ０００ ００ ４． ２５５２ × １０ － ２ －

ｈ ＝ ０． ２０，τ ＝ ０． ０５０ ０００ ００ ７． １５６７ × １０ － ４ ５． ８９３８

ｈ ＝ ０． １０，τ ＝ ０． ００６ ２５０ ００ １． １２１２ × １０ － ５ ５． ９９６２

ｈ ＝ ０． ０５，τ ＝ ０． ０００ ７８１ ２５ １． ７５２３ × １０ － ７ ５． ９９９７

表 ３　 在不同时刻下守恒量的数值模拟（ｈ ＝ ０． １、τ ＝ ０． ００６ ２５）
Ｔａｂ． ３　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｓｅｒｖｅｄ ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅｓ （ ｈ ＝ ０． １， τ ＝ ０． ００６ ２５ ）

Ｔ Ｅｎ Ｑｎ 离散 Ｅｎ 离散 Ｑｎ

２ ５． ６００ ０００ ０００ ０００ ０００ ７． ９９９ ９９９ ９９９ ５４９ ２２４ ５． ５９９ ９９９ ９９９ ９８３ ３６５ ８． ０００ ００２ ３１４ ２２５ ７５３

４ ５． ６００ ０００ ０００ ０００ ０００ ７． ９９９ ９９９ ９９８ ３９３ ２８７ ５． ５９９ ９９９ ９９９ ９８２ ９４５ ８． ０００ ００２ ３１２ ６０９ ３０９

６ ５． ６００ ０００ ０００ ０００ ０００ ７． ９９９ ９９９ ９９３ ９３１ ９１７ ５． ５９９ ９９９ ９９９ ９８３ ２３０ ８． ０００ ００２ ３０６ ２１５ １０７

８ ５． ６００ ０００ ０００ ０００ ０００ ７． ９９９ ９９９ ９７６ ９８６ ８９１ ５． ５９９ ９９９ ９９９ ９８３ ６５８ ８． ０００ ００２ ２８１ ６８２ ８４３

１０ ５． ５９９ ９９９ ９９９ ９９９ ９９８ ７． ９９９ ９９９ ９１２ ６９７ ８０１ ５． ５９９ ９９９ ９９９ ９８３ １２７ ８． ０００ ００２ １８８ ３２２ ７７６

表 ４　 在不同时刻下本文格式与文献［９ － １０］的数值误差比较结果（ｈ ＝ ０． １、τ ＝ ０． ００６ ２５）
Ｔａｂ． ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｒｒｏｒ ｖａｌｕｅｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅｓ （ ｈ ＝ ０． １， τ ＝ ０． ００６ ２５）

Ｔ 格式（６） ～ （８） 文献［９］ 文献［１０］

１ １． ２６７１ × １０ － ６ １． ４２０５ × １０ － ６ １． １２２０ × １０ － ４

５ ６． ３０２９ × １０ － ６ ６． ９５００ × １０ － ６ ５． ４８８７ × １０ － ４

１０ １． １２１２ × １０ － ５ １． ２０７２ × １０ － ５ ９． ３７３９ × １０ － ４

１５ １． ５０１４ × １０ － ５ １． ６０１１ × １０ － ５ １． ２２３５ × １０ － ３

·００４·
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图 1 当 h=0.2、 τ=0.05 和 h=0.1、 τ=0.006 25 时，不同时刻的数值解
Fig.1 Numerical solutions at various time at h=0.2, τ=0.05 and h=0.1, τ=0.006 25
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