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解最小一乘问题的递归神经网络

李智勇

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 应用鞍点理论和投影算子的性质， 给出了一种递归神经网络求解具有线性约束的最小一乘问

题， 证明了此神经网络全局收敛于一个最优解． 数值实验表明， 用本文的方法求解最小一乘问题是切实可

行的．
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０　 引言
本文主要讨论具有线性约束的最小一乘问题：

ｍｉｎ Ｄｘ － ｄ １，

ｓ． ｔ． ｐ ≤ Ａｘ ≤ ｑ，ｌ ≤ ｘ ≤ ｈ，
（１）

其中： Ｄ ∈ Ｒｍ×ｎ ； ｘ，ｌ，ｈ ∈ Ｒｎ ； ｄ ∈ Ｒｍ ； Ａ ∈ Ｒｒ×ｎ ； ｐ，ｑ ∈ Ｒｒ ； ｄ １ ＝ ∑ｍ

ｉ ＝ １ ｄｉ ．

在线性回归模型中， 经常用最小二乘估计来估计参数的值． 但是， 当个别异常点有较大偏离时，
其误差的平方比其误差的绝对值要大得多． 所以最小二乘估计的鲁棒性不如最小一乘估计． 因此最小

一乘估计被广泛地应用到线性回归和工程领域， 尤其是信号和图像处理领域［１ － ４］ ． 但是， 由于最小一

乘问题的目标函数不是光滑的， 所以求解最小一乘问题是比较复杂的． 因此研究求解它的算法是有必

要和有意义的． 有时人们需要实时求解最小一乘问题， 但是经典的数值算法如下降算法［５］、 线性规

划方法［６］都很难做到这一点． 由于神经网络计算具有并行计算和实时求解的特点， 因此， 文献 ［３ －
４］、 ［７ － ９］ 提出用神经网络的方法来求解， 它们的主要内容都是用递归神经网络的方法求解一些具

有线性约束的最小一乘问题， 都是问题 （１） 的特殊情况， 所以问题 （１） 具有一般性． 文献 ［３］、
［７］ 不能求解问题 （１）． 必须对问题 （１） 进行转化后， 文献 ［４］、 ［８ － ９］ 才能求解问题 （１），
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但是， 这将导致问题的规模变大， 计算效率降低． 本文应用与文献 ［９］ 类似的技巧， 应用鞍点理论

和投影算子的性质， 给出了一种具有全局收敛的求解问题 （１） 的递归神经网络．

１　 预备知识
定义 １［１０］ 　 设 Ω０ ⊂ Ｒｎ 是闭的凸集， ｘ ２ ＝ （∑ ｎ

ｉ ＝ １
ｘ２
ｉ ）

１ ／ ２
， 若 ＰΩ０

（ｘ） ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
ｖ∈Ω０

ｘ － ｖ ２ ， 则称

ＰΩ０
（ ． ） 是 Ω０ 上的一个投影算子．
引理 １［１０］ 　 设 Ω０ ⊂ Ｒｎ 是闭的凸集， ＰΩ０

（ ． ） 是 Ω０ 上的一个投影算子， Ｆ：Ω０ → Ｒｎ 是 Ω０ 上的连续

函数， 则： １） 对任意的 ｕ ∈ Ｒｎ，ｖ ∈ Ω０ ， 都有 ［ｕ － ＰΩ０
（ｕ）］ Ｔ［ＰΩ０

（ｕ） － ｖ］ ≥ ０ ； ２） 对任意的

ｕ，ｗ ∈Ｒｎ ， 都有 ＰΩ０
（ｕ） － ＰΩ０

（ｗ） ２ ≤ ｕ － ｗ ２ ； ３） ｘ∗ ＝ ＰΩ０
（ｘ∗ － Ｆ（ｘ∗）） ⇔ （ｘ － ｘ∗）ＴＦ（ｘ∗） ≥

０，∀ｘ ∈ Ω０ ．

２　 神经网络模型和全局收敛性
易知问题 （１） 等价于如下问题：

ｍｉｎ｛ｍａｘ
ｙ∈Ω

ｙＴ（Ｄｘ － ｄ）｝，
ｓ． ｔ． Ａｘ ＝ ζ，ｘ ∈ Ω１，ζ ∈ Ω２， （２）

其中： Ω ＝ ｛ｙ ｜ － １ ≤ ｙｉ ≤１（ ｉ ＝ １，２，…，ｍ）｝ ； Ω１ ＝ ｛ｘ ｜ ｌ ≤ ｘ ≤ ｈ｝ ； Ω２ ＝ ｛ζ ｜ ｐ ≤ ζ ≤ ｑ｝ ．
定理 １　 ｘ∗ ∈ Ｒｎ 是问题 （１） 的最优解当且仅当存在 （ｙ∗，ｚ∗） ∈ Ｒｍ × Ｒｒ ， 使得 （ｘ∗，ｙ∗，ｚ∗）

满足方程组：
ｘ∗ ＝ ＰΩ１

［ｘ∗ － （ＤＴｙ∗ ＋ ＡＴｚ∗）］，

ｙ∗ ＝ ＰΩ［ｙ∗ ＋ （Ｄｘ∗ － ｄ）］，

Ａｘ∗ ＝ ＰΩ２
（Ａｘ∗ ＋ ｚ∗） ．

ì

î

í

ïï

ïï
（３）

其中： ＰΩ１
（ｘ） ＝ ［ＰΩ１

（ｘ１），…，ＰΩ１
（ｘｎ）］ Ｔ ， ＰΩ１

（ｘｉ） ＝
ｌｉ，ｘｉ ＜ ｌｉ
ｘｉ，ｌｉ ≤ ｘｉ ≤ ｈｉ

ｈｉ，ｘｉ ＞ ｈｉ

ì

î

í

ïï

ïï
．

证明　 令问题 （２） 的拉格朗日函数为 Ｌ（ｘ，ζ，ｙ，ｚ） ＝ ｙＴ（Ｄｘ － ｄ） ＋ ｚＴ（Ａｘ － ζ） ， ｚ∈Ｒｒ ． 由著名
的鞍点理论［１１］可知： ｘ∗ ∈ Ｒｎ 是问题 （１） 的最优解⇔ （ｘ∗，ζ∗） ＝ （ｘ∗，Ａｘ∗） 是问题 （２） 的最优解
⇔存在 （ｙ∗，ｚ∗） ∈Ｒｍ × Ｒｒ ， 使得 （ｘ∗，ζ∗，ｙ∗，ｚ∗） 是一个鞍点， 即任给 ｘ∈Ω１，ζ∈Ω２， ｙ∈Ω ， ｚ∈
Ｒｒ ， 有

Ｌ（ｘ∗，ζ∗，ｙ，ｚ） ≤ Ｌ（ｘ∗，ζ∗，ｙ∗，ｚ∗） ≤ Ｌ（ｘ，ζ，ｙ∗，ｚ∗） ． （４）
即

ｙＴ（Ｄｘ∗ － ｄ） ＋ ｚＴ（Ａｘ∗ － ζ∗） ≤ （ｙ∗） Ｔ（Ｄｘ∗ － ｄ） ＋ （ｚ∗） Ｔ（Ａｘ∗ － ζ∗） ≤
（ｙ∗） Ｔ（Ｄｘ － ｄ） ＋ （ｚ∗） Ｔ（Ａｘ － ζ） ． （５）

下面先证： 若式 （５） 成立， 则方程组 （３） 成立． 由式 （５） 左端的不等式可知：Ａｘ∗ ＝ ζ∗ ， 任给 ｙ∈
Ω 有 （ｙ∗ － ｙ） Ｔ（Ｄｘ∗ － ｄ） ≥０ ． 分别取 ζ ＝ ζ∗ 和 ｘ ＝ ｘ∗ ， 则由式 （５） 右端的不等式分别可知： 任

给 ｘ ∈ Ω１ 有 （ｘ － ｘ∗） Ｔ（ＤＴｙ∗ ＋ ＡＴｚ∗） ≥ ０ ， 任给 ζ∈ Ω２ 有 （ｚ∗） Ｔ（ζ － ζ∗） ≤ ０ ． 由引理 １ 可知方

程组 （３） 成立．
若方程组 （３） 成立， 应用引理 １ 容易得出式 （５） 成立． 定理 １ 得证．
为了解问题 （１）， 本文用下列递归神经网络模型：

ｄｘ（ ｔ） ／ ｄｔ ＝ λ｛Ｅ（ ｔ） － ＤＴＦ１（ ｔ） － ＡＴＦ２（ ｔ）｝，
ｄｙ（ ｔ） ／ ｄｔ ＝ λ｛ＤＥ（ ｔ） ＋ Ｆ１（ ｔ）｝，
ｄｚ（ ｔ） ／ ｄｔ ＝ λ｛ＡＥ（ ｔ） ＋ Ｆ２（ ｔ）｝ ．

ì

î

í

ïï

ïï
（６）

·３９３·
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输出方程为 ｗ（ ｔ） ＝ ＰΩ１
（ｘ（ ｔ）） ． 其中 λ ＞ ０ 是一个常数， Ｅ（ ｔ） ＝ ＰΩ１

［ｘ（ ｔ） － （ＤＴｙ（ ｔ） ＋ ＡＴｚ（ ｔ））］ －
ｘ（ ｔ） ， Ｆ１（ ｔ） ＝ ＰΩ［ｙ（ ｔ） ＋ （Ｄｘ（ ｔ） － ｄ）］ － ｙ（ ｔ） ， Ｆ２（ ｔ） ＝ Ａｘ（ ｔ） － ＰΩ２

（Ａｘ（ ｔ） ＋ ｚ（ ｔ）） ．
定理 ２　 若问题 （１） 有解， 则网络模型 （６） 将全局收敛于问题 （１） 的一个最优解．
证明　 由引理 １ 可知 ＰΩ０

（ｘ） 在 Ｒｎ 上满足利普希茨条件而且是连续的， 所以由微分方程的存在性

定理可知： 任取一初始点， 方程 （６） 存在唯一的连续解． 设这个解为 ｕ（ ｔ） ＝ （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ）） ，
设 ｕ∗ ＝ （ｘ∗，ｙ∗，ｚ∗） 是 方 程 组 （ ３ ） 的 解， Ｖ（ｕ） ＝ ｕ － ｕ∗ ２

２ ／ ２ ， 则 ｄＶ（ｕ（ ｔ）） ／ ｄｔ ＝

（ｕ（ ｔ） － ｕ∗） Ｔｄｕ ／ ｄｔ ＝ λ｛ （ｘ（ ｔ） － ｘ∗） Ｔ（Ｅ（ ｔ） － ＤＴＦ１（ ｔ） － ＡＴＦ２（ ｔ）） ＋ （ｙ（ ｔ） － ｙ∗） Ｔ（ＤＥ（ ｔ） ＋
Ｆ１（ ｔ）） ＋ （ｚ（ ｔ） － ｚ∗） Ｔ（Ｆ２（ ｔ） ＋ ＡＥ（ ｔ））｝ ．

由方程组 （３） 和引理 １ 可知：
［ＰΩ（ｙ（ ｔ） ＋ Ｄｘ（ ｔ） － ｄ） － ｙ∗］ Ｔ［ － （Ｄｘ∗ － ｄ）］ ≥ ０， （７）

［（ｙ（ ｔ） ＋ Ｄｘ（ ｔ） － ｄ） － ＰΩ（ｙ（ ｔ） ＋ Ｄｘ（ ｔ） － ｄ）］ Ｔ［ＰΩ（ｙ（ ｔ） ＋ Ｄｘ（ ｔ） － ｄ） － ｙ∗］ ≥ ０． （８）
式 （７） 和式 （８） 相加后整理可得： － （ｘ（ ｔ） － ｘ∗） Ｔ ＤＴＦ１（ ｔ） ＋ （ｙ（ ｔ） － ｙ∗） ＴＦ１（ ｔ） ≤－ Ｆ１（ ｔ） ２

２ ＋

（ｙ（ ｔ） － ｙ∗） ＴＤ（ｘ（ ｔ） － ｘ∗） ．
由方程组 （３） 和引理 １ 可知：

（ＰΩ２
（Ａｘ（ ｔ） ＋ ｚ（ ｔ）） － Ａｘ∗） Ｔ（ － ｚ∗） ≥ ０， （９）

（Ａｘ（ ｔ） ＋ ｚ（ ｔ） － ＰΩ２
（Ａｘ（ ｔ） ＋ ｚ（ ｔ））） Ｔ（ＰΩ２

（Ａｘ（ ｔ） ＋ ｚ（ ｔ）） － Ａｘ∗） ≥ ０． （１０）
式 （９） 和式 （１０） 相加后整理可得： － （ｘ（ ｔ） － ｘ∗） Ｔ ＡＴＦ２（ ｔ） ＋ （ｚ（ ｔ） － ｚ∗） ＴＦ２（ ｔ） ≤－ Ｆ２（ ｔ） ２ ＋

（ｘ（ ｔ） － ｘ∗） Ｔ ＡＴ（ｚ（ ｔ） － ｚ∗） ．
由方程组 （３） 和引理 １ 可知：

［ＰΩ１
（ｘ（ ｔ） － （ＤＴｙ（ ｔ） ＋ ＡＴｚ（ ｔ））） － ｘ∗］ Ｔ（ＤＴｙ∗ ＋ ＡＴｚ∗） ≥ ０， （１１）

［ｘ（ ｔ） － （ＤＴｙ（ ｔ） ＋ ＡＴｚ（ ｔ）） － ＰΩ１
（ｘ（ ｔ） － （ＤＴｙ（ ｔ） ＋ ＡＴｚ（ ｔ）））］ Ｔ［ＰΩ１

（ｘ（ ｔ） －
（ＤＴｙ（ ｔ） ＋ ＡＴｚ（ ｔ））） － ｘ∗］ ≥ ０． （１２）

式 （１１） 和式 （１２） 相加后整理可得：
（ｘ（ ｔ） － ｘ∗） ＴＥ（ ｔ） ＋ （ｙ（ ｔ） － ｙ∗） ＴＤＥ（ ｔ） ＋ （ｚ（ ｔ） － ｚ∗） ＴＡＥ（ ｔ） ≤

－ Ｅ（ ｔ） ２
２ － （ｙ（ ｔ） － ｙ∗） ＴＤ（ｘ（ ｔ） － ｘ∗） － （ｘ（ ｔ） － ｘ∗） Ｔ ＡＴ（ｚ（ ｔ） － ｚ∗） ． （１３）

所以，
ｄＶ（ｕ（ ｔ）） ／ ｄｔ ≤ λ｛ － Ｅ（ ｔ） ２

２ － Ｆ１（ ｔ） ２
２ － Ｆ２（ ｔ） ２

２｝ ≤ ０． （１４）
所以若在 􀭵ｕ 处 ｄＶ ／ ｄｔ ＝ ０⇒Ｅ（ ｔ） ＝ Ｆ１（ ｔ） ＝ Ｆ２（ ｔ） ＝ ０⇒􀭵ｕ 是方程组 （３） 的解．

由拉萨尔不变性原理可知： 设 Ｅ ＝ ｛ｕ ｜ ｄＶ（ｕ（ ｔ）） ／ ｄｔ ＝ ０， ｕ － ｕ∗ ２
２ ≤ ｕ０ － ｕ∗ ２

２｝ ， Ｍ 是 Ｅ 关

于方程 （６） 的最大不变子集 ， 则存在 􀭹ｕ ∈ Ｍ ， 数列 ｛ ｔｎ｝ ， 使得 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕ（ ｔｎ） － 􀭹ｕ ＝ ０ ， ｌｉｍ
ｎ→∞

ｔｎ ＝ ∞ ．

因为 􀭹ｕ ∈ Ｍ ， 所以 􀭹ｕ 是方程组 （３） 的解． 若把证明过程中的 ｕ∗ 换成 􀭹ｕ ， 则式 （１４） 仍然成立． 所

以 Ｖ（ｕ（ ｔ）） ＝ ｕ（ ｔ） － 􀭹ｕ ２
２ ／ ２ 关 于 ｔ 是 单 调 递 减 的． 所 以 当 ｔ ＞ ｔｎ 时， ｕ（ ｔ） － 􀭹ｕ ２

２ ／ ２ ≤

ｕ（ ｔｎ） － 􀭹ｕ ／ ２． 所以 ｌｉｍ
ｔ→∞

ｕ（ ｔ） － 􀭹ｕ ＝ ０ ． 定理 ２ 证毕．

３　 数值实验

例 １　 考虑最小一乘问题 （１） ， 其中 Ｄ ＝

５ ９ ６ ９ ３ ８ １ ３ ０
３ ７ ６ ９ ０ １ ９ １ ９
４ ３ ０ ７ １ ８ ８ １ ３
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t
图 1 例题中基于神经网络（6）的 x(t)的轨线状态

Fig.1 Convergence behavior of the state trajectory
x(t) based on the neural network(6) in example

Ａ ＝ １ － １ １ － １ １ － １ １ － １ １
１ １ １ １ １ １ １ １ １[ ] ，

ｐ ＝ － １００
１[ ] ， ｑ ＝ ７． ５

１[ ] ， ｄ ＝ ［４５ ４６ ３６ １２５ ５５］ Ｔ ，

ｌ ＝ ［０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０］ Ｔ ，
ｈ ＝ ［２ ２ ２ ２ ２ ２ ２ ２ ２］ Ｔ ．

例 １ 与文献 ［９］ 的例 １ 类似． 因为在 Ｄ 的各列的

和中， 第四列的和最大， 所以在理论上， 可以得出此

例的最优解为 ［ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０］ Ｔ ． 取

λ ＝ １０ ， 取初始点 ｘ（０） ＝ ［１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９］ Ｔ ， 用

ＭＡＴＬＡＢ ７􀆰 ０ 求 解 网 络 模 型 （ ６ ） 可 得 解 为

［０． ００００ ０ ０ １． ００００ ０． ００００ ０ ０ ０． ００００ ０． ００００］ Ｔ ．
图 １ 显示了神经网络 （６） 收敛于最优解的轨线状态．
由此可见， 用本文所提的方法求解问题 （１） 是可行的．
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