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拓展映射法求非线性偏微分方程的新解

何红生

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 构建了一种拓展的映射法 （Ｆ 展开法） 求解某些非线性偏微分方程 （ＰＤＥｓ） 的精确解． 研究

表明， 该拓展的映射法不仅能够求得方程的 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数的整数幂指数形式解， 而且能够求得非线性方

程的分数幂指数形式 （１ ＋ δｆ２（ξ）） １ ／ ２ 的 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数解．
［关键词］ 拓展的 Ｆ 展开法； Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数； 耦合 Ｋｌｅｉｎ － Ｇｏｒｄｏｎ － Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程
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０　 引言
非线性方程是解释大多数非线性物理现象的重要方法， 所以， 求解非线性物理方程的精确解是很

有意义的研究课题． 在过去的几十年里， 研究者们发展了大量有效的方法来求解非线性方程的精确

解， 比如： 反散射法［１］、 Ｂａｃｋｌｕｎｄ 变换［２］、 Ｄａｒｂｏｕｘ 变换［３］、 截断 Ｐａｉｎｌｅｖｅ 展开法［４］、 Ｈｉｒｏｔａ 双线性

法［５］、 正弦 －余弦法［６］、 双曲正切函数法［７］、 齐次平衡法［８–９］， 等等． 众所周知， 椭圆函数 （如 Ｊａ⁃
ｃｏｂｉ 椭圆函数和 Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ 椭圆函数等） 与非线性偏微分方程有着密切的关系［１０–１２］ ． 而且， 研

究［１３ － １５］表明， 很多非线性方程有椭圆函数解． 近年来逐渐发展起来的映射展开法［１６ － １７］ 可以求得 Ｊａ⁃
ｃｏｂｉ 椭圆函数解， 并且在极限情况下可分别求得方程的孤立波和三角函数周期解． 本文将构建一种拓

展的映射展开法， 并用于求解耦合的 Ｋｌｅｉｎ － Ｇｏｒｄｏｎ － Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ （Ｋ － Ｇ － Ｓ） 方程．
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１　 拓展的映射展开法
考虑一非线性偏微分方程形式如下：

Ｆ（ｕ，ｕｘ，ｕｙ，ｕｚ，ｕｔ，ｕｘｘ，ｕｙｙ，ｕｚｚ，ｕｘｚ，ｕｘｚ，ｕｙｚ，…） ＝ ０． （１）
首先假定方程以下形式的行波解：

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ｕ（ξ），ξ ＝ αｘ ＋ εｙ ＋ κｚ ＋ λｔ， （２）
则方程 （１） 变为非线性常微分方程：

􀭹Ｆ（ｕ，ｕξ，ｕξξ，ｕξξξ，…） ＝ ０． （３）
假设方程 （３） 有以下形式的解：

ｕ（ξ） ＝ ａ０ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｆ ｉ －１（ξ）（ａｉ ｆ（ξ） ＋ ｂｉ（１ ＋ δｆ ２（ξ） １ ／ ２）， （４）

其中： ａ０ ， ａｉ ， ｂｉ ， δ（δ≠０） 为待定的系数； ｎ 为由方程的最高阶线性导数项和最高阶非线性项决定的

齐次平衡数； ｆ（ξ） 满足以下形式的 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆方程：
ｆ′２（ξ） ＝ ｂｆ ４（ξ） ／ ２ ＋ ａｆ ２（ξ） ＋ ｒ， （５）

其中： ａ ， ｂ ， ｒ 是参数， 并且不同的系数组合， ｆ（ξ） 对应着不同的 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数．
考虑方程 （５）， 把式 （４） 代入到方程 （３）， 则方程 （３） 的左边转化为有关 ｆ（ξ） 的多项式．

并且令多项式的系数为零， 这样得到有关 ａ０ ， ａｉ ， ｂｉ ， α ， ε ， κ ， λ 和 δ 的方程组． 求解这方程组确定

系数， 并且选择不同的参数 （ａ，ｂ，ｒ） ， 将得到方程 （１） 的不同形式的椭圆函数解， 其中包括 Ｊａｃｏｂｉ
椭圆函数的整数幂指数形式解和 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数的分数幂指数形式解． 此外， 考虑椭圆函数的模数

ｍ →１ 或者 ｍ→０ 时， 椭圆函数分别退化成双曲函数和三角函数， 这样就可以同时得到有关方程的孤

立波解和三角函数周期解．

２　 拓展的映射法的应用
耦合的 Ｋｌｅｉｎ － Ｇｏｒｄｏｎ － Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 如下：

ｉ∂Ψ ／ ∂ｔ ＋ Ñ
２Ψ ＋ ρΨΦ ＝ ０， （６）

∂２Φ ／ ∂２ ｔ － Ñ
２Φ ＋ μ２Φ － ρ Ψ ２ ＝ ０． （７）

该方程组描述保守的标量核子与中性标量介子内相互作用的系统． 其中： Ψ 表示核子复标量场； Φ 表

示介质标量场； 实系数 μ 和 ρ 分别描述介子的质量和耦合常数， 拉普拉斯算符表示为 Ñ
２ ＝ ∂２ ／ ∂ｘ２ ＋

∂２ ／ ∂ｙ２ ＋ ∂２ ／ ∂ｚ２ ．
为了简便起见， 只求方程 （６）、 （７） 的行波解， 作如下变换：

Ψ ＝ Ｕ（ξ）ｅｉη，Φ ＝ Ｖ（ξ）， （８）
其中： ξ ＝ ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ ； η ＝ ｐｘ ＋ ｑｙ ＋ Ｒｚ ＋ ｓｔ ． 这样方程 （６）、 （７） 变为如下的常微分方程：

βＵ″（ξ） － γＵ（ξ） ＋ ρＵ（ξ）Ｖ（ξ） ＝ ０，
（ｅ２ － β）Ｖ″（ξ） ＋ μ２Ｖ（ξ） － ρＵ２（ξ） ＝ ０，
ｅ ＋ ２（ｐ ＋ ｑｃ ＋ ｄＲ） ＝ ０，

{ （９）

其中： β ＝ １ ＋ ｃ２ ＋ ｄ２ ； γ ＝ ｓ ＋ ｐ２ ＋ ｑ２ ＋ Ｒ２ ； ｓ 为待定的常数．
根据拓展的映射法， 作如下假设：

Ｕ（ξ） ＝ ａ０ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｆ ｉ －１（ξ）（ａ２ｉ －１ ｆ（ξ） ＋ ａ２ｉ（１ ＋ δｆ ２（ξ）） １ ／ ２）， （１０）

Ｖ（ξ） ＝ ｂ０ ＋ ∑
Ｉ

ｉ ＝ １
ｆ ｉ －１（ξ）（ｂ２ｉ －１ ｆ（ξ） ＋ ｂ２ｉ（１ ＋ δｆ ２（ξ）） １ ／ ２）， （１１）

ｎ 和 Ｉ 分别由最高阶导数项 Ｕ″（ξ） 和 Ｖ″（ξ） 与非线性项 Ｕ（ξ）Ｖ（ξ） 和 Ｕ ２（ξ） 平衡确定． 容易确定可得

ｎ ＝ Ｉ ＝ ２ ， 因此方程 （９） 的形式解表示为：

·８８３·
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Ｕ（ξ） ＝ ａ０ ＋ ａ１ ｆ（ξ） ＋ ａ２（１ ＋ δｆ ２（ξ）） １ ／ ２ ＋ ａ３ ｆ ２（ξ） ＋ ａ４ ｆ（ξ）（１ ＋ δｆ ２（ξ）） １ ／ ２， （１２）
Ｖ（ξ） ＝ ｂ０ ＋ ｂ１ ｆ（ξ） ＋ ｂ２（１ ＋ δｆ ２（ξ）） １ ／ ２ ＋ ｂ３ ｆ ２（ξ） ＋ ｂ４ ｆ（ξ）（１ ＋ δｆ ２（ξ）） １ ／ ２， （１３）

其中： ｆ（ξ） 满足方程 （５）； ａ０，ａ１，ａ２，ａ３，ａ４，ｂ０，ｂ１，ｂ２，ｂ３，ｂ４ 和 δ 为待定系数．
把式 （１２）、 （１３） 代入方程 （９）， 并且运用方程 （５） 简化有关 ｆ（ξ） 的方程组． 最后， 令所得

的方程组内 ｆ ｉ（ξ）（１ ＋ δｆ ２（ξ） ｊ ／ ２ （ ｉ ＝ ０，１，２，…，ｊ ＝ ０，１） 的系数为零， 可以得到有关待定系数 ａ０，ａ１，
ａ２，ａ３，ａ４，ｂ０，ｂ１，ｂ２，ｂ３，ｂ４，β，γ 和 δ 的代数项方程组， 即：

２（ａ２（ － γ ＋ ｒβδ ＋ ρｂ０） ＋ ρａ０ｂ２） ＝ ０，

２δ２（ａ４（３ｂβ ＋ ρｂ３） ＋ ρａ３ｂ４） ＝ ０，
２（２ｒβａ３ ＋ ａ０（ － γ ＋ ρｂ０） ＋ ρａ２ｂ２） ＝ ０，
　 　 　 　 　 　 　 ︙

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１４）

得到上式方程组的一些解如下：

第一组： ａ４ ＝ ０，ａ３ ＝ ± ３ ｂ２β（β － ｅ２） ／ ρ，ａ２ ＝ ０，ａ１ ＝ ０，ａ０ ＝∓ ｂβ（４ａ（ｅ２ － β） ＋ μ２） ／

２ρ ｂ２β（β － ｅ２） ，ｂ４ ＝ ０，ｂ３ ＝ － ３ｂβ ／ ρ，ｂ２ ＝ ０，ｂ１ ＝ ０，ｂ０ ＝ β（４ａ（ｅ２ － β） ＋ μ２０ ／ （２ρ（β － ｅ２）），γ ＝ μ２β ／
（β － ｅ２）， 其中： ａ，ｂ，ｒ 为任意常数； β ， ｅ 满足以下关系：

ｅ ＋ ２（ｐ ＋ ｑｃ ＋ ｄＲ） ＝ ０，
－ ８（２ａ２ － ３ｂｒ）（ｅ２ － β） ２ ＋ μ４ ＝ ０，{ （１５）

这里， ｐ，ｑ，ｃ，ｄ 和 Ｒ 为任意常数． 这个结论与文献 ［１７］ 相同．

第二组： ａ４ ＝ ± ３ ｂ２β（β － ｅ２） ／ （２ρ δ），ａ３ ＝ ± ３ ｂ２β（β － ｅ２） ／ （２ρ），ａ２ ＝ ０，ａ１ ＝ ０，ａ０ ＝

∓ ｂβ（（ａ ＋ ３ｒδ）（ｅ２ － β） ＋ μ２） ／ （２ρ ｂ２β（β － ｅ２） ），ｂ４ ＝ ３ｂβ ／ ２ρ δ，ｂ３ ＝ － ３ｂβ ／ ρ，ｂ２ ＝ ０，ｂ１ ＝ ０，ｂ０ ＝
β（β － ｅ２）（３ｂ － ８ａδ） ＋ ２βδμ２ ／ （４δρ（β － ｅ２）），γ ＝ μ２β ／ （β － ｅ２）， 其中， ａ，ｂ，ｒ 为任意常数， β ， ｅ ， δ 满

足以下关系：
ｅ ＋ ２（ｐ ＋ ｑｃ ＋ ｄＲ） ＝ ０， （１６）
ｂ ＋ ２δ（ ｒδ － ａ） ＝ ０， （１７）

（ｅ２ － β） ２（３３ｂ２ － ９６ａｂδ ＋ ６４ａ２δ２） － ４δ２μ４ ＝ ０， （１８）
这里， ｐ，ｑ，ｃ，ｄ 和 Ｒ 为任意常数．

第三组： ａ４ ＝ ± ３ ｂ２β（β － ｅ２） ／ （２ρ δ），ａ３ ＝ ± ３ ｂ２β（β － ｅ２） ／ （２ρ），ａ２ ＝ ０，ａ１ ＝ ０，ａ０ ＝

∓ ｂβ（（ａ ＋ ３ｒδ）（ｅ２ － β） ＋ μ２） ／ （２ρ ｂ２β（β － ｅ２） ），ｂ４ ＝ － ３ｂβ ／ （２ρ δ），ｂ３ ＝ － ３ｂβ ／ ρ，ｂ２ ＝ ０，ｂ１ ＝ ０，
ｂ０ ＝ （β（β － ｅ２）（３ｂ － ８ａδ） ＋ ２βδμ２ ／ （４δρ（β － ｅ２）），γ ＝ μ２β ／ （β － ｅ２）， 其中 ａ，ｂ，ｒ 为任意常数， 而 β，
ｅ ， δ 满足关系式 （１６） —式 （１８）．

为了简便起见， 只讨论第二组情况． 选择参数组合： ａ ＝ ２ｍ２ － １ ， ｂ ＝ － ２ｍ２ ， ｒ ＝ １ － ｍ２ ， 那么

ｆ（ξ） ＝ ｃｎ（ξ） ． 根据关系式 （１７）， 可得 δ ＝ － １ 或者 δ ＝ ｍ２ ／ （１ － ｍ２） ． 同时， 考虑关系式 γ ＝ ｓ ＋
ｐ２ ＋ｑ２ ＋ Ｒ２ ， 并运用关系式 （１６） 和式 （１８）， 最终可得方程 （６） 的一些精确解： 当 δ ＝ － １ 时， 可

得： Ψ１（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ （ ± β（（５ｍ２ － ４）（β － ｅ２） － μ２） ／ （２ρ β（β － ｅ２） ） ∓３ｍ２ β（β － ｅ２） ｃｎ２（ｘ ＋ ｃｙ ＋

ｄｚ ＋ ｅｔ） ／ ρ∓ ｉ３ｍ２ β（β － ｅ２） ｃｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ）ｓｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ））ｅｉ（ｐｘ＋ｑｙ＋Ｒｚ＋（βμ２ ／ β－ｅ２－ｐ２－ｑ２－Ｒ２） ｔ） ／ ρ，Φ１（ｘ，
ｙ，ｚ，ｔ） ＝ （５ｍ２ － ４）β（β － ｅ２） － βμ２ ／ （２ρ（ｅ２ － β） ＋ ３βｍ２ ｃｎ２（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ） ／ ρ ＋ ｉ３ｍ２βｃｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋
ｄｚ ＋ｅｔ）ｓｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ） ／ ρ， 其中用到 ｓｎ２（ξ） ＋ ｃｎ２（ξ） ＝ １ ， 有 β ＝ １ ＋ ｃ２ ＋ ｄ２ ， ｅ ＝ － ２（ｐ ＋ ｑｃ ＋
ｄＲ） ， ｃ，ｄ，ｐ，ｑ 和 Ｒ 为任意常数， ｍ 是模数， 并且满足关系：

（１６ － １６ｍ２ ＋ ｍ４）（ｅ２ － β） ２ － μ４ ＝ ０． （１９）

当 δ ＝ ｍ２ ／ （１ － ｍ２） 时， 可得： Ψ２（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ （ ± β（（５ｍ２ － １）（β － ｅ２） － μ２） ／ （２ρ β（β － ｅ２） ） ∓
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３ｍ２ β（β － ｅ２） ｃｎ２（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ） ／ ρ ∓ ｉ３ｍ β（β － ｅ２） ｃｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ）ｄｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋
ｅｔ））ｅｉ（ｐｘ＋ｑｙ＋Ｒｚ＋（βμ２ ／ β－ｅ２－ｐ２－ｑ２－Ｒ２） ｔ） ／ ρ，Φ２（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ － （５ｍ２ － １）β（ｅ２ － β） ＋ βμ２ ／ （２ρ（ｅ２ － β） ＋ ３βｍ２ ｃｎ２（ｘ ＋
ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ） ／ ρ － ３ｍβｃｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ）ｄｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ） ／ ρ，其中用到关系式ｍ２ ｃｎ２（ξ） ＋ （１ － ｍ２） ＝
ｄｎ２（ξ） ， 有 β ＝ １ ＋ ｃ２ ＋ ｄ２ ， ｅ ＝ － ２（ｐ ＋ ｑｃ ＋ ｄＲ） ， ｃ，ｄ，ｐ，ｑ 和 Ｒ 为任意常数， ｍ 为模数， 并且满足

以下关系：
（１ ＋ １４ｍ２ ＋ ｍ４）（ｅ２ － β） ２ － μ４ ＝ ０． （２０）

当选择参数组 ａ ＝ ｍ２ ＋ １ ／ ２ ， ｂ ＝ － １ ／ ２ ， ｒ ＝ － （１ － ｍ２） ２ ／ ４ 时， 则有 ｆ（ξ） ＝ ｍｃｎ（ξ） ± ｄｎ（ξ） ， 从关

系式 （１７）， 可得 δ ＝ － １ ／ （１ － ｍ） ２ 或者 δ ＝ － １ ／ （１ ＋ ｍ） ２ ． 同时考虑 γ ＝ ｓ ＋ ｐ２ ＋ ｑ２ ＋ Ｒ２ ， 运用关

系式 （１６） 和 （１８）， 可得方程 （６） 的一些精确解： 当 δ ＝ － １ ／ （１ － ｍ） ２ 时， 可得： Ψ３（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝

（ ± （５ ＋ ｍ（６ ＋ ５ｍ））β（β － ｅ２） － ４βμ２） ／ （８ρ β（β － ｅ２） ） ∓３ β（β － ｅ２） （ｍｃｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ） ／ （４ρ） ±

ｄｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ）） ２ ∓ ｉ３（１ － ｍ） β（β － ｅ２）ｍｃｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ） ± ｄｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ））［１ － １ ／
（１ － ｍ） ２（ｍｃｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ） ± ｄｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ）） ２］ １ ／ ２ｅｉ（ｐｘ＋ｑｙ＋Ｒｚ＋（βμ２ ／ β－ｅ２） －ｐ２－ｑ２－Ｒ２） ｔ） ／ （４ρ），Φ３（ｘ，ｙ，
ｚ，ｔ） ＝ （５ ＋ ｍ（６ ＋ ５ｍ））β（β － ｅ２） － ４βμ２ ／ （８ρ（ｅ２ － β）） ＋ ３β（ｍｃｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ） ± ｄｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋
ｅｔ）） ２ ／ ４ρ ＋ ｉ３β（１ － ｍ）（ｍｃｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ） ± ｄｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ）） ／ （４ρ）［１ － １ ／ （１ － ｍ） ２ｍｃｎ（ｘ ＋
ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ） ± ｄｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ）） ２］ １ ／ ２ ／ （４ρ）， 其中 β ＝ １ ＋ ｃ２ ＋ ｄ２ ， ｅ ＝ － ２（ｐ ＋ ｑｃ ＋ ｄＲ） ， ｃ，ｄ，ｐ，
ｑ 和 Ｒ 为任意常数， ｍ 为模数， 并且满足关系：

（１ ＋ ｍ（６０ ＋ ｍ（１３４ ＋ ｍ（６０ ＋ ｍ））））（ｅ２ － β） ２ － １６μ４ ＝ ０． （２１）
当 δ ＝ － １ ／ （１ ＋ ｍ） ２ 时， 可得： Ψ４（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ （ ± （５ ＋ ｍ（ － ６ ＋ ５ｍ））β（β － ｅ２） － ４βμ２） ／

（８ρ β（β － ｅ２） ） ∓ ３ β（β － ｅ２） （ｍｃｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ） ／ （４ρ） ± ｄｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ）） ２ ∓ ｉ３（１ ＋

ｍ） β（β － ｅ２） （ｍｃｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ） ± ｄｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ））［１ － １ ／ （１ ＋ ｍ）２（ｍｃｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ） ±
ｄｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ）２）１ ／ ２］ｅｉ（ｐｘ＋ｑｙ＋Ｒｚ＋（βμ２ ／ β－ｅ２－ｐ２－ｑ２－Ｒ２） ｔ） ／ （４ρ），Φ４（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ （５ ＋ ｍ（ － ６ ＋ ５ｍ））β（β － ｅ２） －
４βμ２ ／ （８ρ（ｅ２ － β） ＋ ３βｍｃｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ） ± ｄｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ）） ２ ／ （４ρ） ＋ ｉ３β（１ ＋ ｍ）（ｍｃｎ（ｘ ＋
ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ） ± ｄｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ））（１ － １ ／ （１ ＋ ｍ） ２（ｍｃｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋ ｅｔ） ± ｄｎ（ｘ ＋ ｃｙ ＋ ｄｚ ＋
ｅｔ） ２） １ ／ ２ ／ （４ρ） ． 其中 β ＝ １ ＋ ｃ２ ＋ ｄ２ ， ｅ ＝ － ２（ｐ ＋ ｑｃ ＋ ｄＲ） ， ｃ，ｄ，ｐ，ｑ 和 Ｒ 为任意常数， ｍ 为模数， 并

且满足以下关系：
（１ ＋ ｍ（ － ６０ ＋ ｍ（１３４ ＋ ｍ（ － ６０ ＋ ｍ））））（ｅ２ － β） ２ － １６μ４ ＝ ０． （２２）

以上所得结果表明， 当选择方程 （５） 不同的参数组 （ａ，ｂ，ｒ） 时， 就可以得到非线性方程 （１） 不同

类型的 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数解， 其中包括整数幂指数形式的 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数解和这种分数幂指数 （１ ＋
δｆ ２（ξ）） １ ／ ２ 形式的 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数解． 此外， 当模数 ｍ →１ 和 ｍ →０ 时， Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数分别退化为

双曲函数和三角函数， 这样相应地分别得到非线性方程的孤立波解和三角函数周期解．

３　 结论
本文主要构建了拓展的映射展开法， 并用于求解耦合 Ｋ － Ｇ － Ｓ 方程． 研究结果表明， 运用该方

法不仅可以得到整数的幂指数形式的 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数解， 同时还可以得到形如 （１ ＋ δｆ ２（ξ）） １ ／ ２ 的分数

幂指数形式的 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数解．
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