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线性自治滞后型微分方程与常微分方程解的等价性
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［摘要］ 考虑齐次线性自治滞后型泛函微分方程 （ＲＦＤＥ） 的解何时等价于某一齐线性常微分方程组解

的问题， 利用高等代数中一些基本理论和知识， 得到了等价性成立的充要条件， 并用例子加以说明方法的

正确性．
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０　 引言
许多实际问题比如经济问题、 生物种群的繁衍问题等都与滞后型微分方程有关， 它们的模型常常

与滞后型有关． 因此， 对于滞后型微分方程的求解问题也是许多研究者需要考虑的， 很多文献都用各

种方法考虑微分方程解的稳定性问题［１ － ３］， 很多滞后型泛函微分方程问题都要考虑如何求出它们的

解， 也有许多文献都在考虑求解的方法［３ － ６］， 有的文献考虑非线性泛函微分方程的求解问题， 也有利

用拟线性的方法去求解［７ － ８］ ． 可以看出， 滞后型泛函微分方程的解比较难以求出． 本文利用一些高等

代数方法， 给出了线性自治滞后型泛函微分方程组与常微分方程解的等价性的充要条件， 并用例子说

明给出定理的实用性．

１　 主要结果
考虑齐次线性自制滞后型泛函微分方程 （ＲＦＤＥ）
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ｘ̇（ ｔ） ＝ ｌ（ｘｔ） （１）
之解何时等价于某一齐线性常微分方程组

ｘ̇（ ｔ） ＝ Ａｘ（ ｔ） （２）
之解的问题， 得到了等价性成立的充要条件． 这里等价性意味着： 当 ｔ 大于等于某 ｔ′ 时， 方程组 （１）
之解都是常微分方程 （２） 之解， 而反过来， 方程组 （２） 之解也都是方程组 （１） 之解． 这里 ｘ ∈
Ｒｎ ， 而 ｘｔ ＝ ｘ（ ｔ ＋ θ） ， ｔ ≥０ ， θ ∈ ［ － ｒ，０］ ．

引理 １　 若存在某 􀭰ｔ ， 使得方程组 （１） 之象集 Ｔ（􀭰ｔ）Ｃ 是有限维的， 其维数为 ｍ， 则其中任意 ｍ
个线性无关的向量 ｘ􀭰ｔ（φ１），…，ｘ􀭰ｔ（φｍ） 构成的一组解： （ｘ（φ１）（ ｔ），…，ｘ（φｍ）（ ｔ）） ． 当 ｔ≥􀭰ｔ － ｒ 时满足

如下常系数齐线性矩阵方程Φ
·
（ ｔ） ＝ Φ（ ｔ）Ｂ及初始条件Φ（􀭰ｔ － ｒ） ＝ （ｘ（φ１）（􀭰ｔ － ｒ），…，ｘ（φｍ）（􀭰ｔ － ｒ）），

这里 Ｂ 为 ｍ × ｍ 常数阵．
证明　 因为 Ｔ（􀭰ｔ）Ｃ 是 ｍ 维线性空间， 所以， ∀ｍ 个线性无关的向量 Ｔ（􀭰ｔ）φ１，…，Ｔ（􀭰ｔ）φｍ 构成它的

一组基， 即 Ｔ（􀭰ｔ）Ｃ ＝ Ｌ（Ｔ（􀭰ｔ）φ１，…，Ｔ（􀭰ｔ）φｍ） ， 因为 ｓ ≥０ 时 Ｔ（􀭰ｔ ＋ ｓ）Ｃ ＝ Ｔ（􀭰ｔ）Ｔ（ ｓ）Ｃ ⊂ Ｔ（􀭰ｔ）Ｃ ， 所

以有

（Ｔ（􀭰ｔ ＋ ｓ）φ１，…Ｔ（􀭰ｔ ＋ ｓ）φｍ） ＝ （Ｔ（􀭰ｔ）φ１，…Ｔ（􀭰ｔ）φｍ）Ｆ（ ｓ）， （３）
其中 Ｆ（ ｔ） 为 ｍ × ｍ 函数阵． 记 （Ｔ（ ｓ）φ１，…，Ｔ（ ｓ）φｍ） ＝ Ｔ（ ｓ）（φ１，…，φｍ） ， 有 （Ｔ（ ｔ ＋ 􀭰ｔ ＋ ｈ）φ１，…，
Ｔ（ｔ ＋ 􀭰ｔ ＋ ｈ）φｍ） ＝ Ｔ（ｔ）（Ｔ（􀭰ｔ ＋ ｈ）φ１，…，Ｔ（􀭰ｔ ＋ ｈ）φｍ） ＝ Ｔ（ｔ）（（Ｔ（􀭰ｔ）φ１，…，Ｔ（􀭰ｔ）φｍ）Ｆ（ｈ）） ＝ （Ｔ（ｔ ＋
􀭰ｔ）φ１，…，Ｔ（ ｔ ＋ 􀭰ｔ）φｍ）Ｆ（ｈ） ．

注意， 不能由式 （３） 直接得到 （Ｔ（ ｔ ＋ 􀭰ｔ ＋ ｈ）φ１，…，Ｔ（ ｔ ＋ 􀭰ｔ ＋ ｈ）φｍ） ＝ （Ｔ（ ｔ ＋ 􀭰ｔ）φ１，…，Ｔ（ ｔ ＋
􀭰ｔ）φｍ）Ｆ（ｈ） ， 因为 Ｆ（ ｓ） 仅仅是在基 Ｔ（􀭰ｔ）φ１，…Ｔ（􀭰ｔ）φｍ 下的线性表示系数阵． 因此有： ［［Ｔ（ ｔ ＋ 􀭰ｔ ＋
ｈ）φ１ － Ｔ（ｔ ＋ 􀭰ｔ）φ１］ ／ ｈ，…，［Ｔ（ｔ ＋ 􀭰ｔ ＋ ｈ）φｍ － Ｔ（ｔ ＋ 􀭰ｔ）φｍ］ ／ ｈ］ ＝ （Ｔ（ｔ ＋ 􀭰ｔ）φ１，…，Ｔ（ｔ ＋ 􀭰ｔ）φｍ）（Ｆ（ｈ） －
Ｆ（０）） ／ ｈ ． 由上式， 利用解的连续可微性， 推得对每一固定 θ∈［ － ｒ，０］ 成立 （ ｘ̇（φ１）（ ｔ ＋ 􀭰ｔ ＋ θ），…，

ｘ̇（φｍ）（ ｔ ＋ 􀭰ｔ ＋ θ）） ＝ （ｘ（φ１）（ ｔ ＋ 􀭰ｔ ＋ θ），…，ｘ（φｍ）（ ｔ ＋ 􀭰ｔ ＋ θ）Ｆ
·
（０ ＋） ． 这是因为上式左端极限存在推得

右端极限 Ｆ
·
（０ ＋） 也存在． 在上式中取 θ ＝ － ｒ ， 并记 Ｆ

·
（０ ＋） ＝ Ｂ ， 得到 （ ｘ̇（φ１）（ ｔ），…，ｘ̇（φｍ）（ ｔ）） ＝

（ｘ（φ１）（ ｔ），…，ｘ（φｍ）（ ｔ））Ｂ ， ｔ ≥ 􀭰ｔ － ｒ ． 如果存在 ｔ１ 使 （ｘ（φ１）（ ｔ），…，ｘ（φｍ）（ ｔ１）） 的广义逆矩阵存

在， 则可以得出 Ｂ ＝ （ｘ（φ１）（ ｔ１），…，ｘ（φｍ）（ ｔ１）） －１（ ｘ̇（φ１）（ ｔ１），…，ｘ̇（φｍ）（ ｔ１）） ．
设 Ｔ（􀭰ｔ）φ１，…，Ｔ（􀭰ｔ）φｍ 是 Ｔ（􀭰ｔ）Ｃ中另一组线性无关的基向量， 则由基的等价性知存在可逆阵 Ｇ使

（ｘ􀭰ｔ（φ１），…，ｘ􀭰ｔ（φｍ）） ＝ （ｘ􀭰ｔ（φ１），…ｘ􀭰ｔ（φｍ））Ｇ ． 于是， （ ｘ̇（φ１）（ ｔ），…，ｘ̇（φｍ）（ ｔ）） ＝ （ ｘ̇（φ１）（ ｔ），…，
ｘ̇（φｍ）（ ｔ））Ｇ ＝ （ｘ（φ１）（ ｔ），…，ｘ（φｍ）（ ｔ））ＢＧ ＝ （ｘ（φ１）（ ｔ），…，ｘ（φｍ）（ ｔ））Ｇ －１ＢＧ ． 可见， 由 Ｔ（􀭰ｔ）Ｃ
中不同的基组得到的方程系数阵是相似的．

定理 １　 对于 ｎ 阶方程组 （１）， 若其解是非点态退化的， 且存在使 Ｔ（􀭰ｔ）Ｃ 是 ｎ 维的， 则方程组

（１） 的任一解 ｘ（φ）（ ｔ） 当 ｔ ≥ 􀭰ｔ － ｒ 时满足常系数齐线性常微分方程组 （２）．
证明　 设 ｘ􀭰ｔ（φ１），…，ｘ􀭰ｔ（φｍ） 是 Ｔ（􀭰ｔ）Ｃ 的一组基， 现证明 ｔ ≥ 􀭰ｔ － ｒ 时， ｘ（φ１）（ ｔ）…ｘ（φｎ）（ ｔ） ≠

０． 若不然， ∃ｔ２ 使其等于零， 则注意到它是方程 ｙ̇（ ｔ） ＝ Ｂτｙ（ ｔ） 的某组解 ｙ１（ ｔ），…，ｙｎ（ ｔ） 的 Ｗｒｏｎｓｋｙ
行列式的转置， 所以 ｙ１（ ｔ２）…ｙｎ（ ｔ２） ＝ ｘ（φ１）（ ｔ２）…ｘ（φｎ）（ ｔ２） τ ＝ ０ ． 由常微分方程的理论知，
存在非零 ｎ 维列向量 ｑ， 使 （ｙ１（ ｔ），…，ｙｎ（ ｔ））ｑ ≡０ ， ｔ ≥􀭰ｔ － ｒ ． 于是 ｑτ（ｘ（φ

１
）（ ｔ），…，ｘ（φｍ）（ ｔ）） ＝

［（ｙ１（ ｔ），…，ｙｎ（ ｔ））ｑ］ τ ≡０ ． 对方程组 （１） 之任一解 ｘ（φ）（ ｔ） ， 因 ｘ􀭰ｔ（φ） ∈Ｔ（􀭰ｔ）Ｃ ， 所以 ∃ｋ１，…，
ｋｎ ∈ Ｒ ， 使

ｘ􀭰ｔ（φ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｋｉｘ􀭰ｔ（φｉ） ． （４）

于是 ｘ（φ）（ ｔ） ＝ （ｘ（φ１）（ ｔ），…，ｘ（φｍ）（ ｔ））
ｋ１

︙
ｋｍ
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ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
， 易见有 ｑτｘ（φ）（ ｔ） ≡ ０ ， ｔ ≥􀭰ｔ － ｒ ， 这说明方程组

·３８３·
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（１） 之解是点态退化的， 与假设矛盾， 所以 Φ（ ｔ） ＝ ｘ（φ１）（ ｔ）…ｘ（φｍ）（ ｔ） ≠ ０ ， ｔ ≥ 􀭰ｔ － ｒ ．

由引理 １， Φ（ ｔ） 满足 Φ
·
（ ｔ） ＝ Φ（ ｔ）Ｂ ， 现在证明 Φ

·
（ ｔ）Φ－１（ ｔ） ＝ 常数阵． 首先注意到 Φ－１（ ｔ） ＝

Φ∗（ ｔ） ／ Φ（ ｔ） ＝ （Φ∗
ｊｉ （ ｔ）） ／ Φ（ ｔ） ， 这里 Φ∗（ ｔ） 是 Φ（ ｔ） 伴随矩阵， 由 Φ（ ｔ） 连续可微性推得了

Φ－１（ ｔ） 的连续可微性， 于是

ｄ［Φ
·
Φ－１（ ｔ）］ ／ ｄｔ ＝ Φ

¨
（ ｔ）Φ－１（ ｔ） ＋ Φ

·
（ ｔ）ｄ［Φ－１（ ｔ）］ ／ ｄｔ， （５）

因 Φ（ ｔ）Φ－１（ ｔ） ＝ Ｉ ， 两端求导得： Φ（ ｔ）ｄ［Φ－１（ ｔ）］ ／ ｄｔ ＝ － Φ
·
（ ｔ）Φ－１（ ｔ） ． 将此式代入式 （４）， 有：

ｄ［Φ
·
（ ｔ）Φ－１（ ｔ）］ ／ ｄｔ ＝ Φ

¨
（ ｔ）Φ－１（ ｔ） ＋ Φ

·
（ ｔ）Φ－１（ ｔ）Φ（ ｔ）ｄ［Φ－１（ ｔ）］ ／ ｄｔ ＝ Φ

·
（ ｔ）ＢΦ－１（ ｔ） － Φ

·
（ ｔ）Φ－１（ ｔ）

Φ
·
（ ｔ）Φ－１（ ｔ） ＝ Φ

·
（ ｔ）ＢΦ－１（ ｔ） －Φ

·
（ ｔ）Φ－１（ ｔ）Φ（ ｔ）ＢΦ－１（ ｔ） ＝ ０． 可见Φ

·
（ ｔ）Φ－１（ ｔ） ＝ 常数阵， 记为 Ａ，

则有 Φ
·
（ ｔ） ＝ ＡΦ（ ｔ） ．

现在证明矩阵 Ａ 是由方程组 （１） 唯一确定的， 并不随 Ｔ（􀭰ｔ）Ｃ 中基的选取而改变． 事实上， 设

ｘ􀭰ｔ（φ１），…ｘ􀭰ｔ（φｎ） 是 Ｔ（􀭰ｔ）Ｃ 中的另一组基， 则存在可逆阵 Ｇ 使得 （ｘ􀭰ｔ（φ１），…，ｘ􀭰ｔ（φｎ）） ＝ （ｘ􀭰ｔ（φ１），

…ｘ􀭰ｔ（φｎ））Ｇ ． 记 Ψ（ ｔ） ＝ （ｘ（φ１）（ ｔ）…ｘ（φｎ）（ ｔ）） ， 则有 Ψ（ ｔ） ＝ Φ（ ｔ）Ｇ ． 于是， Ψ
·
（ ｔ） ＝ Φ

·
（ ｔ）Ｇ ＝

ＡΦ（ ｔ）Ｇ ＝ ＡΨ（ ｔ） ， 即 Ａ 是唯一的．
对 方 程 组 （ １ ） 的 任 一 解 ｘ（φ）（ ｔ） ， 易 知 ∃ｋ１，…，ｋｎ ， 使 ｘ（φ）（ ｔ） ＝

（ｘ（φ１）（ ｔ）…ｘ（φｎ）（ ｔ））
ｋ１
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， 于 是 ｔ ≥ 􀭰ｔ － ｒ 时， ｘ̇（φ）（ ｔ） ＝ （ ｘ̇（φ１）（ ｔ）…ｘ̇（φｎ）（ ｔ））
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＝

Ａ（ｘ（φ１）（ ｔ）…ｘ（φｎ）（ ｔ））
ｋ１

︙
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＝ Ａｘ（φ）（ ｔ） ． 定理得证．

由定理 １ 可以得到推论 １．
推论 １　 在定理 １ 的条件下， 方程组 （１） 之解与方程组 （２） 之解等价．
证明　 由于 ｘ（φ１）（ ｔ），…，ｘ（φｎ）（ ｔ） 为方程组 （２） 之基本解组， 由常微分方程的理论知方程组

（２） 之任一解可表示为 ｘ（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｋｉｘ（φｉ）（ ｔ） ， ｔ ≥ 􀭰ｔ － ｒ ， 可知其为方程组 （１） 之解．

要指出， 定理 １ 的条件事实上是保证方程组 （１） 之解与某一常系数齐线性常微分方程组之解等

价的充要条件， 即有定理 ２．
定理 ２　 ｎ 阶方程组 （１） 与某一常系数齐线性常微分方程组等价的充要条件是： 其解空间是非

点态退化的， 且 ∃ 􀭰ｔ 使 Ｔ（􀭰ｔ）Ｃ 是 ｎ 维的．
证明　 充分性可由推论 １ 得到．
必要性， 因方程组 （１） 与形如 （２） 的常微分方程组之解等价， 而方程组 （２） 之解空间为 ｎ 维

的， 所以当 ｔ 大于等于 某 􀭰ｔ － ｒ 时方程组 （１） 之解空间也为 ｎ 维的， 所以， Ｔ（􀭰ｔ）Ｃ 是 ｎ 维的． 又因存

在方程组 （２） 的基解组使其 Ｗｒｏｎｓｋｙ 行列式不为零， 于是方程组 （１） 之解是非点态退化的．
由定理 ２ 可以得到推论 ２．
推论 ２　 若 ∃ 􀭰ｔ 使方程组 （１） 的解集 Ｔ（􀭰ｔ）Ｃ 是有限维的， 则方程组 （１） 之解具有表达式

ｘ（φ）（ ｔ） ＝ ＤｅＢ（ ｔ －􀭰ｔ ＋ｒ）
ｋ１

︙
ｋｍ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
， ｔ ≥ 􀭰ｔ － ｒ ， 这里 Ｄ 为 ｎ × ｍ 阵， Ｂ 为 ｍ × ｍ 阵．

证明　 设 ｘ􀭰ｔ（φ１），…ｘ􀭰ｔ（φｍ） 为 Ｔ（􀭰ｔ）Ｃ 的一组基， 现记 Φ（ｔ） ＝ （ｘ（φ１）（ｔ）…ｘ（φｍ）（ｔ）） ． 由引理 １，
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Φ（ ｔ） 满足方程Φ
·
（ ｔ） ＝ Φ（ ｔ）Ｂ ． 由此推得Φ（ ｔ） ＝ Φ（􀭰ｔ － ｒ）ｅＢ（ ｔ －􀭰ｔ ＋ｒ） ， 而方程组 （１） 之任一解具有表

示式 ｘ（φ）（ ｔ） ＝ Φ（ ｔ）
ｋ１

︙
ｋｍ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
，ｔ ≥ 􀭰ｔ － ｒ ． 于是只需记 Ｄ ＝ Φ（􀭰ｔ － ｒ） 便得推论 ２．

推论 ３　 若存在 􀭰ｔ 使方程组 （１） 之解集 Ｔ（􀭰ｔ）Ｃ 是 ｎ 维的， 且其解是非点态退化的， 则其任一解

具有表达式 ｘ（Φ）（ ｔ） ＝ ｅＡｔ
ｃ１
︙
ｃｎ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
， ｔ ≥ 􀭰ｔ － ｒ ．

证明　 由定理 １ 可得．

２　 例子
例 １　 考虑文献 ［１］ 中的例子

ｘ̇１（ ｔ）
ｘ̇２（ ｔ）
ｘ̇３（ ｔ）

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＝

０ １ ０
０ ０ １
０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

ｘ１（ ｔ － １）
ｘ２（ ｔ － １）
ｘ３（ ｔ － １）

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
， （６）

容易算得： Ｔ（３）Ｃ ＝ ｛（φ１，φ２，φ３）：φ１（ ｔ） ＝ ａ ＋ （ｂ － ｃ） ｔ ＋ ｃｔ２ ／ ２；φ２（ ｔ） ＝ ｂ ＋ ｃｔ；φ３（ ｔ） ＝ ｃ；ｔ ∈ ［２，

３］，ａ，ｂ，ｃ为常数｝ ． 在 Ｔ（３）Ｃ 中取出一组基： ψ１（ ｔ） ＝
１
０
０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
，ψ２（ ｔ） ＝

ｔ
１
０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
，ψ３（ ｔ） ＝

ｔ２ ／ ２ － ｔ
ｔ
１

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
， ｔ∈［２，

３］， 记 Φ（ ｔ） ＝ （ψ１（ ｔ），ψ２（ ｔ），ψ３（ ｔ）），（ ｔ∈［２，３］） ， 由引理 １， ｔ≥２ 应满足 Φ
·
（ ｔ） ＝ Φ（ ｔ）Ｂ ， 由此

得到， Ｂ ＝ Φ－１（２）Φ
·
（２） ＝

０ １ － １
０ ０ １
０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
． 再由 Φ

·
（ ｔ） ＝ Φ（ ｔ）Ｂ 及初始条件 Φ（２） 可解得： Φ（ ｔ） ＝

１ ｔ ｔ２ ／ ２ － ｔ
０ １ ｔ
０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
， ｔ≥２ ． 因 Φ（２） ≠０ ， 知方程组 （６） 是非点态退化的， 由定理 ２ 知方程组 （１）

之解等价与某常微分方程组 ｘ̇（ ｔ） ＝ Ａｘ（ ｔ） 之解． 由 Φ
·
（ ｔ） ＝ ＡΦ（ ｔ） 算得： Ａ ＝ Φ

·
（２）Φ－１（２） ＝

０ １ － １
０ ０ １
０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
． 由 此 容 易 算 出 常 微 分 方 程 组 ｘ̇（ ｔ） ＝ Ａｘ（ ｔ） 解 的 一 般 表 达 式 为： ｘ（ ｔ） ＝

ａ ＋ （ｂ － ｃ） ｔ ＋ ｃｔ２ ／ ２
ｂ ＋ ｃｔ

１

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
． 由定理 ２ 可知， 上式即为方程组 （６） 在 ｔ ≥２ 时解的一般表达式．

例 ２　 考虑方程

ｘ̇（ ｔ） ＝ Ａ０ｘ（ ｔ） ＋ ∫０
－ｒ
［ｄη（θ）］ｘ（ ｔ ＋ θ）， （７）

这里，Ａ０ ＝
５ ／ ２ ４ ３ ／ ２

－ ３ ／ ４ － １ － ３ ／ ４
９ ／ ２ １０ ５ ／ ２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
，η（θ） ＝

－ （ｃｏｓ ２θ ＋ ｓｉｎ θ） ／ ２ － （ｃｏｓ ２θ ＋ ｃｏｓ θ ＋ ｓｉｎ θ） － ｃｏｓ θ ／ ２
（ｃｏｓ ２θ ＋ ｓｉｎ θ） ／ ４ （ｃｏｓ ２θ ＋ ｃｏｓ θ ＋ ｓｉｎ θ） ／ ２ ｃｏｓ θ ／ ４
（ｓｉｎ θ － ｃｏｓ ２θ） ／ ２ ｓｉｎ θ － ｃｏｓ ２θ － ｃｏｓ θ － ｃｏｓ θ ／ ２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
．
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令 ｙ ＝ Ｆｘ，Ｆ ＝
１ ０ １
０ ２ １
１ ２ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
， 把方程组 （７） 化为

ｙ̇（ ｔ） ＝ Ａ１ｙ（ ｔ） ＋ ∫０

－ｒ
［ｄη１（θ）］ｙ（ ｔ ＋ θ）， （８）

这里， Ａ１ ＝
２ ２ ５
０ １ ３
０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
，η１（θ） ＝

０ － ｃｏｓ θ － ｃｏｓ ２θ
０ ０ ｓｉｎ θ
０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
．

通过计算可知， 方程组 （８） 之解集 Ｔ（３）Ｃ 是 ３ 维空间， 且是非点态退化的， 由推论 １ 即知

（８） 之解等价于常微分方程组 ｙ̇（ ｔ） ＝ Ａｙ（ ｔ） 的解， 于是， 方程组 （７） 之解等价于常微分方程组

ｘ̇（ ｔ） ＝ Ｆ －１ＡＦｘ（ ｔ） 的解．
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