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一类锥优化问题有效集序列的稳定性
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［摘要］ 通过引入集列的单位相对紧性和函数的强收敛性， 研究赋范线性空间中一类真拟锥凸映射向

量优化问题有效集序列的稳定性， 并利用集合序列的 Ｋｕｒａｔｏｗｓｋｉ － Ｐａｉｎｌｅｖé 收敛性， 给出向量优化问题的有

效集、 弱有效集及 Ｈｅｎｉｇ 有效集序列的收敛性及稳定性条件．
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０　 引言
自 ２０ 世纪 ９０ 年代 Ｔａｎｉｎｏ［１］首先研究有限维空间中多目标非线性规划的稳定性与灵敏性以来， 经

过二十余年的发展， 各种优化问题解的稳定性理论得到了深入和广泛的研究［２ － ４］ ． Ｆｌｏｒｅｓ － Ｂáｚａｎ
等［５］建立了由线性拓扑空间中锥诱导的偏序关系上的关于向量优化问题的有效性和弱有效性， 它们

在向量优化问题解的研究中起着重要作用． 由于向量优化问题解的复杂性， 人们在有效性和弱有效性

的基础上， 进一步拓展和弱化对解的要求， 使其具有更广泛的应用． 因此， 各种类型的有效点应运而

生． Ｈｅｎｉｇ［６］引入了 Ｈｅｎｉｇ 有效点并建立了锥意义下 Ｈｅｎｉｇ 有效点的有关性质． 尽管有效集的稳定性

已有充分的研究， 但对向量优化问题解集序列的稳定性的研究至今还不多． 本文在赋范线性空间中，
引入集列的单位相对紧性和函数的强收敛性， 对真拟锥凸映射的向量优化问题的有效点和有效集、 弱

有效点和弱有效点集及 Ｈｅｎｉｇ 有效点和 Ｈｅｎｉｇ 有效集序列在 Ｋｕｒａｔｏｗｓｋｉ － Ｐａｉｎｌｅｖé 集收敛［７］意义下的稳
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定性进行了研究．

１　 预备知识
设 Ｘ ，Ｙ是赋范线性空间， Ｐ 是 Ｙ中的闭凸尖锥且其内部 ｉｎｔ Ｐ≠Ø ， 在 Ｙ中引入关于锥 Ｐ 的半序：

∀ｙ１，ｙ２ ∈ Ｙ ， ｙ１ ≤Ｐｙ２⇔ｙ２ － ｙ１ ∈ Ｐ ， ｙ１ ＜ Ｐｙ２⇔ｙ２ － ｙ１ ∈ ｉｎｔ Ｐ ．
设 Ａ ⊆ Ｙ ， 称 Ｍｉｎ Ａ ＝ ｛ａ ∈ Ａ ｜ （Ａ － ａ） ∩ （ － Ｐ） ＝ ｛０｝｝ ， ＷＭｉｎ Ａ ＝ ｛ａ ∈ Ａ ｜ （Ａ － ａ） ∩ （ －

ｉｎｔ Ｐ） ＝ Ø｝ ＨＭｉｎ Ａ ＝ ｛ａ∈Ａ ｜ 存在凸锥Ｐ１，ｉｎｔ Ｐ１ ≠Ø，使得Ｐ ＼ ｛０｝ ⊂ｉｎｔ Ｐ１ 和（Ａ － ａ） ∩（ － Ｐ１） ＝ ｛０｝｝
分别为 Ａ 的有效集、 弱有效集和 Ｈｅｎｉｇ 真有效集， 易知， ＨＭｉｎ Ａ ⊂ Ｍｉｎ Ａ ⊂ ＷＭｉｎ Ａ ．

本文总设 ｆ：Ｘ → Ｙ ， Ｓ 是 Ｘ 中的非空子集．
考虑下列约束向量优化问题

ｍｉｎ ｆ（ｘ），ｘ ∈ Ｓ． （１）
若 ｙ∈ＷＭｉｎ ｆ（Ｓ） （ ｙ∈Ｍｉｎ ｆ（Ｓ） ，ｙ∈ＨＭｉｎ ｆ（Ｓ） ）， 则称 ｙ∈ ｆ（Ｓ） 是式 （１） 的弱有效点 （有效点，
Ｈｅｎｉｇ 真有效点）．

若 ｆ（ｘ） ∈ ＷＭｉｎ ｆ（Ｓ） ， 则称 ｘ ∈ Ｓ 是式 （１） 的弱有效解． 式 （１） 的弱有效解集用 ＷＥｆｆ （ ｆ，Ｓ）
表示， 即 ＷＥｆｆ （ ｆ，Ｓ） ＝ ｛ｘ ∈ Ｓ ｜ （ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ）） ∩ （ － ｉｎｔ Ｐ） ＝ Ø｝ ．

用 Ｅｆｆ （ｆ，Ｓ） 和ＨＥｆｆ （ｆ，Ｓ） 分别表示有效解集和Ｈｅｎｉｇ 真有效解集． 易知ＨＥｆｆ （ｆ，Ｓ） ⊂Ｅｆｆ （ ｆ，Ｓ） ⊂
ＷＥｆｆ （ ｆ，Ｓ） ． 设 ｛Ｓｎ｝ 是 Ｘ 的子集序列． 记： Ｌｉ Ｓｎ ＝ ｛ｙ ∈ Ｘ ｜ ｙ ＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
ｙｎ，ｙｎ ∈ Ｓｎ，对于充分大的 ｎ｝，

Ｌｓ Ｓｎ ＝ ｛ｙ ∈ Ｘ ｜ ｙ ＝ ｌｉｍ
ｋ→∞

ｙｋ，ｙｋ ∈ Ｓｎｋ，ｎｋ 是增的整数序列｝ ． 显然 Ｌｉ Ｓｎ ⊂ Ｌｓ Ｓｎ ．

当 Ｌｓ Ｓｎ ＝ Ｓ ＝ Ｌｉ Ｓｎ 成立时， 称 ｛Ｓｎ｝ 是依 Ｋｕｒａｔｏｗｓｋｉ － Ｐａｉｎｌｅｖé 收敛， 记为 Ｓｎ
（Ｋ － Ｐ）

→ Ｓ 或称

Ｓｎ（Ｋ － Ｐ） 收敛于 Ｓ ．

引理 １［４］５１９ 　 若 ｛Ｓｎ｝ 是闭凸集序列， 且 Ｓｎ
（Ｋ － Ｐ）

→ Ｓ ， 则 Ｓ 也是闭凸集．
定义 １　 设 ｆｎ：Ｘ → Ｙ （ｎ ＝ １，２，３，…） ， 若任何收敛于 ｘ 的点列 ｛ｘｎ｝ 均有 ｌｉｍ

ｎ→∞
ｆｎ（ｘｎ） ＝ ｆ（ｘ） ， 则

称 ｛ ｆｎ｝ 强收敛于 ｆ ， 记为 ｆｎ → ｆ ．
称 ０ ＋ （Ｓ） ＝ ｛ｄ∈Ｘ ａ ＋ λｄ ∈ Ｓ，∀ａ∈ Ｓ，∀λ≥０｝ 为 Ｓ的回收锥［４］５２０ ． 此外， 若 Ｓ是闭凸集， 则

０ ＋ （Ｓ） ＝ ｛ｄ ∈ Ｘ ∃ａ ∈ Ｓ，ａ ＋ λｄ ∈ Ｓ，∀λ ≥０｝ ．
定义 ２［８ － ９］ 　 设 Ｓ 是 Ｘ 中的非空凸子集， 且： ⅰ） 对 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｓ ， ∀μ ∈ ［０，１］ ， 有 ｆ（μｘ ＋ （１ －

μ）ｙ） ≤Ｐ ｆ（ｘ） 或 ｆ（μｘ ＋ （１ － μ）ｙ） ≤Ｐ ｆ（ｙ） ， 则称映射 ｆ 在 Ｓ 上是真拟锥凸； ⅱ） 对 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｓ ， ｘ ≠
ｙ ， ∀μ ∈（０，１） ， 有 ｆ（μｘ ＋ （１ － μ）ｙ） ＜ Ｐ ｆ（ｘ） 或 ｆ（μｘ ＋ （１ － μ）ｙ） ＜ Ｐ ｆ（ｙ） ， 则称映射 ｆ 在 Ｓ 上是严

格真拟锥凸． 每个严格真拟锥凸映射是真拟锥凸的． 对 ∀α ∈ Ｙ ， 记 ｆα ＝ ｛ｘ ∈ Ｘ ｜ ｆ（ｘ） ≤Ｐα｝ ， 则 ｆ
在 Ｓ 上是真拟锥凸的当且仅当 Ｓ ∩ ｆ α 是凸集．

定理 １　 若问题 （１） 的可行集 Ｓ 是凸的， ｆ 是严格真拟锥凸的， 则 ＷＭｉｎ ｆ（Ｓ） ＝ Ｍｉｎ ｆ（Ｓ） ．
证明　 已知 Ｍｉｎ ｆ（Ｓ） ⊂ＷＭｉｎ ｆ（Ｓ） ． 对任何 ｙ∈ＷＭｉｎ ｆ（Ｓ） ， 存在 ｘ∈ＷＥｆｆ（ ｆ，Ｓ） ， 使 ｙ ＝ ｆ（ｘ）

和

（ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ）） ∩ （ － ｉｎｔ Ｐ） ＝ Ø． （２）
现证明 ｙ ∈ Ｍｉｎ ｆ（Ｓ） ． 反证法， 若 ｙ ∉ Ｍｉｎ ｆ（Ｓ） ， 即 （ ｆ（Ｓ） － ｆ（ｘ）） ∩ （ － Ｐ） ≠ ｛０｝ ， 于是 ∃ａ ∈
Ｓ ， ｆ（ａ） ≠ ｆ（ｘ） ， 使得 ｚ ＝ ｆ（ａ） － ｆ（ｘ） ∈－ Ｐ ＼ ｛０｝ ． 由于 ｆ 在 Ｓ 上是严格真拟锥凸的， 对 ∀μ∈（０，
１） ， 有

ｆ（μａ ＋ （１ － μ）ｘ） ＜ Ｐ ｆ（ｘ）， （３）
或

ｆ（μａ ＋ （１ － μ）ｘ） ＜ Ｐ ｆ（ａ）， （４）

·８６·
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若对某些 μ∈（０，１） ， 式 （３） 成立， 则 ｆ（μａ ＋ （１ － μ）ｘ） － ｆ（ｘ） ∈－ ｉｎｔ Ｐ ． 因 ａ，ｘ∈ Ｓ 且 Ｓ 是凸集，
故 μａ ＋ （１ － μ）ｘ ∈ Ｓ ， 此与式 （２） 相矛盾．

若对某些 μ ∈ （０，１） ， 式 （４） 成立， 则 ｆ（μａ ＋ （１ － μ）ｘ） － ｆ（ｘ） ＝ ｆ（μａ ＋ （１ － μ）ｘ） － ｆ（ａ） ＋
ｚ ∈－ ｉｎｔ Ｐ － （Ｐ ＼ ｛０｝） ＝ － ｉｎｔ Ｐ ， 因 ａ，ｘ ∈ Ｓ 且 Ｓ 是凸集， 故 μａ ＋ （１ － μ）ｘ ∈ Ｓ ， 此与式 （２） 相

矛盾．
推论 １　 在定理 １ 的条件下， 有 ＷＥｆｆ （ ｆ，Ｓ） ＝ Ｅｆｆ （ ｆ，Ｓ） ．
注 １　 若 ｆ 在凸集 Ｓ 上是连续真拟锥凸的， 则 ｆ（Ｓ） ＋ Ｐ 是凸集．

２　 有效集序列的稳定性
本文讨论并建立向量优化问题的各种有效集在 Ｋｕｒａｔｏｗｓｋｉ － Ｐａｉｎｌｅｖé 收敛意义下的收敛性条件，

即当可行集序列 ｛Ｓｎ｝ 收敛于可行集 Ｓ 且 ｛ ｆｎ｝ 强收敛于 ｆ 时， 有 ＷＭｉｎ ｆｎ（Ｓｎ） ， Ｍｉｎ ｆｎ（Ｓｎ） 和 ＨＭｉｎ
ｆｎ（Ｓｎ） 分别收敛于 ＷＭｉｎ ｆ（Ｓ） ， Ｍｉｎ ｆ（Ｓ） 和 ＨＭｉｎ ｆ（Ｓ） ．

定义 ３　 称 Ｘ 中的集列 ｛Ｓｎ｝ 是单位相对紧的， 若 ∀ｘｎ ∈ Ｓｎ（ｘｎ ≠０） ， ｛ｘｎ ／ ｘｎ ｝ 有收敛的子列．
例如， Ｒｎ 中的任意集列是单位相对紧的． 无限维赋范空间的单位球中的集列并非都是单位相对紧的．
引理 ２　 设 ｛Ｓｎ｝ 是单位相对紧的， 且 ｘｎ ∈ Ｓｎ（∀ｎ ∈ Ｎ） ， 若 ｛ｘｎ｝ 是有界的， 则 ｛ｘｎ｝ 有收敛的

子列．
证明　 若 ｛ｘｎ｝ 有收敛于 ０ 的子列， 则结论成立． 由于 ｛ ｘｎ ｝ 是有界的， 故数值序列 ｛ ｘｎ ｝ 有

收敛的子列． 不妨设 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ ＝ λ ． 因 ｛Ｓｎ｝ 是单位相对紧的， 故 ｛ｘｎ ／ ｘｎ ｝ 有收敛的子列， 不妨设

ｌｉｍ
ｎ→∞

（ｘｎ ／ ｘｎ ） ＝ 􀭰ｘ ， 由 ｘｎ ＝ ｘｎ ／ ｘｎ · ｘｎ 知 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ ＝ λ􀭰ｘ ．

类似于文献 ［４］， 由引理 １ 可得引理 ３ 和引理 ４．

引理 ３　 设 ｛Ｓｎ｝ 是 Ｘ 上的单位相对紧的闭凸集列且 Ｓｎ
（Ｋ － Ｐ）

→ Ｓ ， 则： ⅰ） Ｍｉｎ Ｓ ⊆ Ｌｉ Ｍｉｎ Ｓｎ ；
ⅱ） ＨＭｉｎ Ｓ ⊆ Ｌｉ ΗＭｉｎ Ｓｎ ．

引理 ４　 若每个 Ｓｎ 是 Ｘ 上的单位相对紧的闭凸集， 且 Ｓｎ
（Ｋ － Ｐ）

→ Ｓ ， 则 Ｌｓ ＷＭｉｎ Ｓｎ ⊆ ＷＭｉｎ Ｓ ．

在集合序列 ｛ Ｓｎ ｝ 和映射序列 ｛ ｆｎ ｝ 都收敛的条件下， 则有 ｆｎ（Ｓｎ） ＋ Ｐ
（Ｋ － Ｐ）

→ ｆ（Ｓ） ＋ Ｐ ．
定理 ２　 设 ｛Ｓｎ｝ 是 （Ｋ － Ｐ） 收敛于 Ｓ 的单位相对紧的闭凸集列， ｆｎ 在 Ｓｎ 上是真拟锥凸的 （∀ｎ ∈

Ｎ） ， ｆ 在 Ｓ 上是真拟锥凸的且 ｆｎ → ｆ ． 若 ∀β ∈ Ｙ ， Ｓ ∩ ｆ β ≠ Ø 有 ０ ＋ （Ｓ ∩ ｆ β） ＝ ｛０｝ ， 则 ｆｎ（Ｓｎ） ＋

Ｐ
（Ｋ － Ｐ）

→ ｆ（Ｓ） ＋ Ｐ ．
证明　 若 ｙ ∈ ｆ（Ｓ） ＋ Ｐ ， 则 ∃ｘ∈ Ｓ ， ｄ∈Ｐ ， 使得 ｙ ＝ ｆ（ｘ） ＋ ｄ ． 由于 Ｓｎ → Ｓ ， 则存在 ｘｎ ∈ Ｓｎ，

使得 ｘｎ → ｘ ． 当 ｆｎ → ｆ 时， 有 ｆｎ（ｘｎ） → ｆ（ｘ） ＝ ｙ － ｄ ， 即有 ｆｎ（ｘｎ） ＋ ｄ → ｙ ， 于是 ｙ ∈ Ｌｉ（ ｆｎ（Ｓｎ） ＋
Ｐ） ． 因此， ｆ（Ｓ） ＋ Ｐ ⊆ Ｌｉ（ ｆｎ（Ｓｎ） ＋ Ｐ） ．

若 ｙ ∈ Ｌｓ（ ｆｎ（Ｓｎ） ＋ Ｐ） ， 则存在 ｘｋ ∈ Ｓｎｋ ， ｙｋ ∈ ｆｎｋ（Ｓｎｋ） ＋ Ｐ 且 ｙｋ → ｙ ， 有 ｙｋ ∈ ｆｎｋ（ｘｋ） ＋ Ｐ ， 从

而 ｆｎｋ（ｘｋ） ≤Ｐｙｋ ． 任取 ｅ ∈ ｉｎｔ Ｐ ， 由于 ｙｋ → ｙ ， 故对充分大的 ｋ ， 有 ｙｋ ≤Ｐｙ ＋ ｅ ， 于是

ｆｎｋ（ｘｋ） ≤Ｐｙ ＋ ｅ． （５）

　 　 对 ｖ ∈ Ｓ ， 令 α ＝ ｆ（ｖ） ， 则 ｖ ∈ Ｓ ∩ ｆ α ≠ Ø ． 由条件 Ｓｎ
（Ｋ － Ｐ）

→ Ｓ ， 则存在 ｖｋ ∈ Ｓｎｋ 使 ｖｋ → ｖ．
下证 ｛ｘｋ｝ 是有界的． 否则， 不妨设 ｘｋ →∞ ， 因 Ｓｎ 是凸集， 则对 ∀μ≥０ ， 当 ｋ 充分大时， 有

ｚｋ ＝ （１ － μ ／ ｘｋ ）ｖｋ ＋ μｘｋ ／ ｘｋ ∈ Ｓｎｋ ， 由 ｖｋ → ｖ 和 Ｓｎ
（Ｋ － Ｐ）

→ Ｓ 及 ｛Ｓｎ｝ 是单位相对紧知 ｛ｘｎ ／ ｘｎ ｝
有收敛的子列， 不妨设 ｌｉｍ

ｎ→∞
（ｘｎ ／ ｘｎ ） ＝ 􀭵ｘ ． 于是有 ｚｋ → ｖ ＋ μ􀭵ｘ ∈ Ｓ ， 其中 􀭵ｘ 是 Ｘ 的单位向量． 由于

ｆｎ → ｆ ， 故 ｆｎｋ（ ｚｋ） → ｆ（ｖ ＋ μ􀭵ｘ） ． 因 ｆｎｋ 在 Ｓｎｋ 上是真拟锥凸的， 从而

ｆｎｋ（ ｚｋ） ≤Ｐ ｆｎｋ（ｖｋ）， （６）

·９６·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

或

ｆｎｋ（ ｚｋ） ≤Ｐ ｆｎｋ（ｘｋ） ． （７）
　 　 若有无限多个 ｋ 满足式 （６）， 则当 ｋ → ∞ 时有 ｆ（ｖ ＋ μ􀭰ｘ） ≤Ｐ ｆ（ｖ） ， 于是， ｆ（ｖ ＋ μ􀭰ｘ） ≤Ｐα ， 从而

对任意 μ ≥０ ， 有 ｖ ＋ μ􀭰ｘ ∈ Ｓ ∩ ｆ α ， 得出 ０ ≠ 􀭰ｘ ∈０ ＋ （Ｓ ∩ ｆ α） ＝ ｛０｝ ， 产生矛盾．
若有无限多个 ｋ 满足式 （７）， 由式 （５） 有 ｆｎｋ（ ｚｋ） ≤Ｐｙ ＋ ｅ ， 于是 ｆ（ｖ ＋ μ􀭰ｘ） ≤Ｐｙ ＋ ｅ ， 从而对任

意 μ ≥０ ， ｖ ＋ μ􀭰ｘ ∈ Ｓ ∩ ｆ ｙ＋ｅ ， 得出 ０ ≠ 􀭰ｘ ∈０ ＋ （Ｓ ∩ ｆ ｙ＋ｅ） ＝ ｛０｝ 的矛盾， 故 ｛ｘｋ｝ 是有界的．
由 ｛ｘｎ ／ ｘｎ ｝ 有收敛的子列及 ｛ ｘｎ ｝ 的有界性， 存在子列 ｛ｘｎｋ｝ 使得 ｛ ｘｎｋ

｝ 是收敛的， 记

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎｋ ＝ λ ， 由 ｘｎｋ ／ ｘｎｋ →􀭰ｘ ， 于是 ｘｎｋ →λ􀭰ｘ∈Ｓ ． 由 ｆｎｋ（ｘｎｋ）≤Ｐｙｋ ， ｙｋ →ｙ和 ｆｎ → ｆ ， 可得 ｆ（λ􀭰ｘ）≤Ｐｙ，

即 ｙ ∈ ｆ（Ｓ） ＋ Ｐ ． 因此， Ｌｓ（ ｆｎ（Ｓｎ） ＋ Ｐ） ⊆ ｆ（Ｓ） ＋ Ｐ ．

推论 ２　 在定理 ２ 的条件下， 有 ｆｎ（Ｓｎ）
（Ｋ － Ｐ）

→ ｆ（Ｓ） ．
证明　 由定理 ２ 可知， ｆ（Ｓ） ⊆ Ｌｉ ｆｎ（Ｓｎ） ． 设 ｙ∈ Ｌｓ ｆｎ（Ｓｎ） ， 则存在 ｛ｙｋ｝ ， 使得 ｙｋ ∈ ｆｎｋ（Ｓｎｋ） 且

ｙｋ → ｙ ， 于是存在 ｘｋ ∈ Ｓｎｋ ， 使

ｙｋ ＝ ｆｎｋ（ｘｋ） ． （８）
　 　 根据定理 ２ 的证明过程可知， ｛ｘｋ｝ 是有界的． 由引理 ２ 知 ｛ｘｋ｝ 有收敛的子列， 不妨设 ｛ｘｋ｝ 收敛

于 ｘ０ ， 于是 ｘ０ ∈ Ｓ 且在式 （８） 中， 当 ｋ → ∞ 时， 得到 ｙ ＝ ｆ（ｘ０） ∈ ｆ（Ｓ） ．
引理 ５　 在定理 ２ 的条件下， 若 Ｓｎ ∩ ｆｎ β ≠ Ø ， 则 ∀β ∈ Ｙ ， 有 ０ ＋ （Ｓｎ ∩ ｆｎ β） ＝ ｛０｝ ．
证明　 反证法， 若对某个 β ∈ Ｙ ， 存在 ｛ｄｎ｝ ， 有 ｄｎ ∈ ０ ＋ （Ｓｎ ∩ ｆｎ β） ， 由回收锥的定义可设

ｄｎ ＝ １ ， 故 ∃ａ ∈ Ｓｎ ∩ ｆｎ β 使 ａ ＋ ｄｎ ∈ Ｓｎ ． 由 ｛ａ ＋ ｄｎ｝ 的有界性及引理 ２ 知 ｛ａ ＋ ｄｎ｝ 有收敛的子

列， 从而 ｛ｄｎ｝ 有收敛的子列， 故 ∃ｄ∈ Ｓ 使 ｄｎ → ｄ 且 ｄ ＝ １ ． 对 ｖ∈ Ｓ ， 令 α ＝ ｆ（ｖ） ， 则 ｖ∈ Ｓ∩

ｆ α ≠ Ø ． 由 （Ｙ， ≤Ｐ） 是向量格［１０］， 因此存在 γ ， 使得 β ≤Ｐγ 和 α ≤Ｐγ ． 显然， Ｓ ∩ ｆ γ ≠ Ø ． 由条

件 Ｓｎ
（Ｋ － Ｐ）

→ Ｓ ， 对 ∀ｖ∈ Ｓ∩ ｆ γ ， 存在 ｖｎ ∈ Ｓｎ 使 ｖｎ → ｖ ． 由条件 ｆｎ → ｆ 有 ｆｎ（ｖｎ） → ｆ（ｖ） ， 于是对

充分大的 ｎ ，∀ｅ ∈ ｉｎｔ Ｐ ， 有 ｆｎ（ｖｎ） ≤Ｐｆ（ｖ） ＋ ｅ ≤Ｐγ ＋ ｅ ， 即 ｖｎ ∈ Ｓｎ ∩ ｆｎ γ＋ｅ ． 由 ｄｎ ∈０＋ （Ｓｎ ∩ ｆ β
ｎ） ⊆

０＋ （Ｓｎ ∩ ｆ γ＋ｅ
ｎ ） ， 对任意 μ≥０ ， ｖｎ ＋ μｄｎ ∈ Ｓｎ ∩ ｆｎ γ＋ｅ ， ｆｎ（ｖｎ ＋ μｄｎ） ≤Ｐγ ＋ ｅ ． 因 ｖｎ ＋ μｄｎ → ｖ ＋ μｄ∈ Ｓ 且

ｄ ＝ １ ， 从而 ｆ（ｖ ＋ μｄ） ≤Ｐγ ＋ ｅ ． 因此， ｖ∈ Ｓ∩ ｆ γ ⊆ Ｓ∩ ｆ γ＋ｅ 且 ｖ ＋ μｄ∈ Ｓ∩ ｆ γ＋ｅ ， 即 ０ ≠ ｄ ∈０ ＋

（Ｓ ∩ ｆ γ＋ｅ） ， 与条件矛盾．
定理 ３　 设 ｛Ｓｎ｝ 是 （Ｋ － Ｐ） 收敛于 Ｓ 的紧的闭凸集列， ｆｎ 在 Ｓｎ 上是真拟锥凸的 （ ∀ｎ∈Ｎ ）， ｆ 在

Ｓ 上是真拟锥凸的且 ｛ ｆｎ｝ 强收敛于 ｆ ， 且 ∀β ∈ Ｙ ， Ｓ ∩ ｆ β ≠ Ø 有 ０ ＋ （Ｓ ∩ ｆ β） ＝ ｛０｝ ， 则： ⅰ）
Ｍｉｎ ｆ（Ｓ） ⊆ Ｌｉ Ｍｉｎ ｆｎ（Ｓｎ） ； ⅱ） ＨＭｉｎ ｆ（Ｓ） ⊆ Ｌｉ ΗＭｉｎ ｆｎ（Ｓｎ） ．

证明　 ⅰ） 由定理 ２ 可知， 有 ｆｎ（Ｓｎ） ＋ Ｐ
（Ｋ － Ｐ）

→ ｆ（Ｓ） ＋ Ｐ ． 由于 ｆｎ 在 Ｓｎ 上是连续真拟锥凸的，
据注 １ 可知 ｆｎ（Ｓｎ） ＋ Ｐ 是凸集， 由引理 ５ 可知 ｆｎ（Ｓｎ） ＋ Ｐ 是闭集， 从而有 ｆｎ（Ｓｎ） ＋ Ｐ 是闭凸集． 因此，
由引理 ３ⅰ） 可知， Ｍｉｎ （ ｆ（Ｓ） ＋ Ｐ） ⊆ Ｌｉ Ｍｉｎ （ ｆｎ（Ｓｎ） ＋ Ｐ） ． 又对 Ｙ 中任意集合 Ａ 有 Ｍｉｎ （Ａ ＋ Ｐ） ＝
Ｍｉｎ Ａ ， 即知ⅰ） 成立．

ⅱ） 证明与引理 ３ⅱ） 相似．
推论 ３　 在定理 ３ 的条件下， 且 ｆ 在 Ｓ 上是严格真拟锥凸的， 则 ＷＭｉｎ ｆ（Ｓ） ⊆ Ｌｉ ＷＭｉｎ ｆｎ（Ｓｎ） ．
证明　 由定理 ３ 可知， Ｍｉｎ ｆ（Ｓ） ⊆ Ｌｉ Ｍｉｎ ｆｎ（Ｓｎ） ． 由定理 １， 有 ＷＭｉｎ ｆ（Ｓ） ⊆ Ｌｉ Ｍｉｎ ｆｎ（Ｓｎ） ． 又

对任意 Ａ 有 Ｌｉ Ｍｉｎ Ａ ⊆ Ｌｉ ＷＭｉｎ Ａ ， 知结论成立．
定理 ４　 在定理 ２ 的条件下， 若每个 Ｓｎ 是紧的， 且 ｛ｆｎ｝ 在 Ｓｎ 中强收敛于 ｆ ， 则 Ｌｓ ＷＭｉｎ ｆｎ（Ｓｎ） ⊆

ＷＭｉｎ ｆ（Ｓ） ．

证明　 由推论 ２， 有 ｆｎ（Ｓｎ）
（Ｋ － Ｐ）

→ ｆ（Ｓ） ． 又 Ｓｎ 是紧集且 ｛ ｆｎ｝ 强收敛于 ｆ ， 于是 ｆｎ（Ｓｎ） 是紧的．

·０７·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

依引理 ４ 知定理 ４ 成立．
推论 ４　 在定理 ４ 的条件下， 若 ｆ 在 Ｓ 上是严格真拟锥凸的， 则 Ｌｓ Ｍｉｎ ｆｎ（Ｓｎ） ⊆ Ｍｉｎ ｆ（Ｓ） ．
证明　 据定理 １， 有 Ｌｓ Ｍｉｎ ｆｎ（Ｓｎ） ⊆ Ｌｓ ＷＭｉｎ ｆｎ（Ｓｎ） ⊆ ＷＭｉｎ ｆ（Ｓ） ＝ Ｍｉｎ ｆ（Ｓ） ．
定理 ５　 在定理 ２ 的条件下， 若 ｆｎ 在 Ｓｎ 上是严格真拟锥凸的， 则 Ｌｓ ΗＭｉｎ ｆｎ（Ｓｎ） ⊆ ＨＭｉｎ ｆ（Ｓ） ．
证明　 令 ｙ∈ Ｌｓ ＨＭｉｎ ｆｎ（Ｓｎ） ， 则存在 ｛ｙｋ｝ ， 使得 ｙｋ ∈ ＨＭｉｎ ｆｎｋ（Ｓｎｋ） 且 ｙｋ → ｙ ， 即∃ｘｋ ∈ＨＥｆｆ

（ ｆｎｋ，Ｓｎｋ） ， 使得 ｙｎｋ ＝ ｆｎｋ（ｘｎｋ） ， 推论 ２ 的证明过程中已证得存在 ｘ０ ∈ Ｓ使 ｙ ＝ ｆ（ｘ０） 且 ｛ｘｋ｝ 有收敛于

ｘ０ 的子列．
下证 ｙ ∈ ＨＭｉｎ ｆ（Ｓ） ， 即有 ｘ０ ∈ ＨＥｆｆ（ ｆ，Ｓ） ． 若 ｘ０ ∉ ＨＥｆｆ（ ｆ，Ｓ） ． 令 Ｐ１ 是任意的尖凸锥， 使得

Ｐ ＼ ｛０｝ ⊂ ｉｎｔ Ｐ１ ， 则存在 ｕ ∈ Ｓ ， 使得

０ ≠ ｆ（ｕ） － ｆ（ｘ０） ∈－ Ｐ１ ． （９）

因 ｕ ∈ Ｓ 且 Ｓｎ
（Ｋ － Ｐ）

→ Ｓ ， 则存在 ｛ｕｋ｝ ， 使得 ｕｋ ∈ Ｓｎｋ 且 ｕｋ → ｕ ． 令 ｓｋ ＝ ｕｋ ／ ｋ ＋ （１ － １ ／ ｋ）ｘｋ ． 由

Ｓｎｋ 是凸集知 ｓｋ ∈ Ｓｎｋ 及 ｓｋ → ｘ０ ∈ Ｓ （ｋ → ∞） ． 由 ｘｋ ∈ ＨＥｆｆ（ ｆｎｋ，Ｓｎｋ） 有

ｆｎｋ（ ｓｋ） － ｆｎｋ（ｘｋ） ∉－ Ｐ ＼ ｛０｝， （１０）
由 ｆｎ 在 Ｓｎ 上是严格真拟锥凸的知：

ｆｎｋ（ ｓｋ） － ｆｎｋ（ｘｋ） ∈－ ｉｎｔ Ｐ
＾
， （１１）

或

ｆｎｋ（ ｓｋ） － ｆｎｋ（ｕｋ） ∈－ ｉｎｔ Ｐ
＾
， （１２）

　 　 由式 （１０） 可知， 式 （１１） 是不成立的， 故式 （１２） 成立， 当 ｋ → ∞ 时有 ｆ（ｘ０） － ｆ（ｕ） ∈－ Ｐ
⊆－ Ｐ１ ． 从而 ｆ（ｕ） － ｆ（ｘ０） ∈ Ｐ１ ， 因 Ｐ１ 是尖的， 故与式 （９） 矛盾．

定理 ６　 在定理 ２ 的条件下， 设 ｛ ｆｎ｝ 在 Ｓｎ 中强收敛于 ｆ ， 则： ⅰ） 若 ｆ 在 Ｓ 上是严格真拟锥凸

的， 且 Ｓｎ（∀ｎ ∈ Ｎ） 是紧的， 有 ａ） ＷＭｉｎ ｆｎ（Ｓｎ）
（Ｋ － Ｐ）

→ ＷＭｉｎ ｆ（Ｓ） ， ｂ） Ｍｉｎ ｆｎ（Ｓｎ）
（Ｋ － Ｐ）

→ Ｍｉｎ

ｆ（Ｓ） ； ⅱ） 若每个 ｆｎ 在 Ｓｎ 上是严格真拟锥凸的， 则 ΗＭｉｎ ｆｎ（Ｓｎ）
（Ｋ － Ｐ）

→ ＨＭｉｎ ｆ（Ｓ） ．
定理 ７　 在定理 ２ 的条件下， ｛ ｆｎ｝ 在 Ｓｎ 中强收敛于 ｆ ， ｆ 是 Ｓ 上的严格真拟锥凸及 Ｓｎ （∀ｎ∈Ｎ） 是

紧的， 则： ⅰ） ＷＥｆｆ （ ｆｎ，Ｓｎ）
（Ｋ － Ｐ）

→ ＷＥｆｆ （ ｆ，Ｓ） ； ⅱ） Ｅｆｆ （ ｆｎ，Ｓｎ）
（Ｋ － Ｐ）

→ Ｅｆｆ （ ｆ，Ｓ） ．
证明 　 ⅰ） 由 Ｋｕｒａｔｏｗｓｋｉ － Ｐａｉｎｌｅｖé 收敛定义 ⅰ） 等价于 ＬｓＷＥｆｆ（ ｆｎ，Ｓｎ） ⊆ ＷＥｆｆ（ ｆ，Ｓ） ⊆

ＬｉＷＥｆｆ（ ｆｎ，Ｓｎ） ． 对 ｘ０ ∈ＷＥｆｆ（ ｆ，Ｓ） ， 有 ｙ ＝ ｆ（ｘ０） ∈ＷＭｉｎ ｆ（Ｓ） ． 根据定理 ６ 的ⅰ） 知， 存在 ｙｎ ∈
ＷＭｉｎ ｆｎ（Ｓｎ） 且 ｙｎ → ｙ ． 对 ｖ∈ Ｓ ， 令 α ＝ ｆ（ｖ） ， 则 Ｓ∩ ｆ α ≠Ø ． ∀ｅ∈ｉｎｔ Ｐ及 ｘｎ ∈ Ｓｎ ， ｙｎ ＝ ｆｎ（ｘｎ），

ｎ 充分大时 ｆｎ（ｘｎ） ≤Ｐｙ ＋ ｅ ． 由条件 Ｓｎ
（Ｋ － Ｐ）

→ Ｓ ， 则存在 ｖｎ ∈ Ｓｎ 使 ｖｎ → ｖ ． 由 ｘｎ ∈ ｆ －１
ｎ （ｙｎ） ， 则

ｘｎ ∈ＷＥｆｆ（ ｆｎ，Ｓｎ） ．
下证 ｛ｘｎ｝ 是有界的． 用反证法， 不妨设 ｘｎ →∞ ， 则对 ∀μ≥０ 以及充分大的 ｎ ， 有 ｚｎ ＝ （１ －

μ ／ ｘｎ ）ｖｎ ＋ μｘｎ ／ ｘｎ ∈ Ｓｎ ， 同定理 ２ 的证明方法， 可证 ｛ｘｎ｝ 是有界的． 由 ｛Ｓｎ｝ 是单位相对紧的知

｛ｘｎ ／ ｘｎ ｝ 有收敛的子列， 从而 ｛ｘｎ｝ 有收敛子列 ｛ｘｎｋ｝ ， 记 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎｋ
＝ λ ， ｘｎｋ ／ ｘｎｋ

→ 􀭰ｘ ， 于是 ｘｎｋ →

λ􀭰ｘ ∈ Ｓ ． 由 ｆｎ（ｘｎ） ＝ ｙｎ → ｙ 和 ｆｎ → ｆ ， 有 ｆ（λ􀭰ｘ） ＝ ｙ ， 令 ｘ＾ ＝ λ􀭰ｘ ， 即 ｆ（ｘ＾ ） ＝ ｙ ．

下证 ｘ＾ ＝ ｘ０ ． 若 ｘ＾ ≠ ｘ０ ． 由 ｆ 在 Ｓ 上是严格真拟锥凸的及 ｆ（ｘ０） ＝ ｙ ＝ ｆ（ｘ＾ ） 知， 对 ０ ＜ μ ＜ １ ，

ｆ（μｘ０ ＋ （１ － μ）ｘ＾ ） ＜ Ｐｙ ， 此与 ｙ ∈ ＷＭｉｎ ｆ（Ｓ） 矛盾， 故 ｘ＾ ＝ ｘ０ ． 即 ｛ｘｎ｝ 中的每个收敛的子列均收敛

于 ｘ０， 故 ｛ｘｎ｝ 收敛于 ｘ０ ， 从而 ｘ０ ∈ ＬｉＷＥｆｆ（ ｆｎ，Ｓｎ） ， 由此可得 ＷＥｆｆ（ ｆ，Ｓ） ⊆ ＬｉＷＥｆｆ（ ｆｎ，Ｓｎ） ．

若 ｘ０ ∈ ＬｓＷＥｆｆ（ ｆｎ，Ｓｎ） ， 则存在 ｘｋ ∈ ＷＥｆｆ（ ｆｎｋ，Ｓｎｋ） 使 ｘｋ → ｘ０ ． 由 ＷＭｉｎ ｆｎ（Ｓｎ）
（Ｋ － Ｐ）

→ ＷＭｉｎ
ｆ（Ｓ） 知 ｆｎｋ（ｘｋ） → ｆ（ｘ０） ∈ ＷＭｉｎ ｆ（Ｓ） ． 从而 ｘ０ ∈ ＷＥｆｆ（ ｆ，Ｓ） ， 即有 ＬｓＷＥｆｆ （ ｆｎ，Ｓｎ） ⊆ ＷＥｆｆ（ ｆ，Ｓ） ．

·１７·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

ⅱ） 同理可证．
类似于上述定理， 有下列的关于真有效集的收敛定理 ８．

定理 ８ 　 在定理 ６ 的ⅱ） 条件下， 若 ｆ 在 Ｓ 上是严格真拟锥凸的， 则 ＨＥｆｆ （ ｆｎ，Ｓｎ）
（Ｋ － Ｐ）

→
ＨＥｆｆ （ ｆ，Ｓ） ．
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