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关于对称稳定过程逗留测度的一个注记

郑水草

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 修正文献 ［１］ 中的一个基础性结果的证明， 从而使得该文将稳定从属过程推广到对称稳定过

程的重分形结构结果得以成立。 同时， 讨论并给出了关于逗留测度的下局部维数的重分形问题结果。
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０　 引言
在文献 ［１］ 中， 倪文清试图将 ＨＵ 等人［２］的关于稳定从属过程的重分形结构成果推广到对称稳

定过程上来。 因此， 他首先建立了 “一个重要引理”。 然而， 由于文献 ［１］ 作者在证明该引理时，
存在一个本质错误， 参见下面的命题注解 １。 因此， 为了使得其推广得以成立， 笔者重新证明了该引

理， 修正了其证明漏洞， 使其工作有可靠的基础。 另外， 本文进一步讨论了对称 ｓｔａｂｌｅ 过程的逗留时

测度的下局部维数的重分形问题， 这些结论充实了文献 ［１］ 的定理 ３， 从而， 完整地将文献 ［２］
关于稳定从属过程的重分形成果推广到对称稳定过程上。

首先， 把需要用到的一些其他文献的结果以如下的引理形式给出。
引理 １［３］ 　 设 ｛Ｘｔ｝ 是取值于Ｒｄ 上的指标为 α（α ＜ ｄ） 的对称 ｓｔａｂｌｅ 过程。 则存在常数０ ＜ ｃ１（α，ｄ） ＜

∞，使得当 Ｋ → ∞ 时， Ｐ｛ ｓｕｐ
０≤ｓ≤１

Ｘｓ ≥ Ｋ｝ ≤ ｃ１（α，ｄ）Ｐ｛ Ｘ１ ≥ Ｋ ／ ｄ｝。

引理 ２［４］ 　 设 ｛Ｘｔ｝ 是取值于Ｒｄ 上的指标为 α（α ＜ ２） 的对称 ｓｔａｂｌｅ 过程。 则存在常数０ ＜ ｃ２（α，ｄ） ≤
ｃ３（α，ｄ） ＜ ∞ ， 使得当 Ｋ → ∞ 时， ｃ２（α，ｄ）Ｋ －α ≤ Ｐ｛ Ｘ ｔ ≥ Ｋｔ１ ／ α｝ ＝ Ｐ｛ Ｘ１ ≥ Ｋ｝ ≤ ｃ３（α，ｄ）Ｋ －α。

引理 ３［５］ 　 设 ｛Ｘ ｔ｝ 是取值于 Ｒｄ 上的指标为 α（α ＜ ｄ） 的对称 ｓｔａｂｌｅ 过程。 并设 ｘ ＞ ｒ ＞ ０ ， 则

存在有限的常数 ０ ＜ ｃ４（α，ｄ） ＜ ｃ５（α，ｄ） ＜ ∞ ， 使得 ｃ４（α，ｄ）［１ ／ （ ｘ ＋ ｒ）］ｄ－α ≤ Ｐ｛ Ｘｔ ＜ ｒ，∃ｔ ＞ ０｝ ≤
ｃ５（α，ｄ）［１ ／ （ ｘ － ｒ）］ ｄ－α 。
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１　 结果
下面， 给出并证明主要结果。
命题 １　 设 ｛Ｘｔ｝ 是取值于Ｒｄ 上的指标为 α（α ＜ ｄ） 的对称 ｓｔａｂｌｅ 过程。 则存在常数 ０ ＜ ｃ６（α，ｄ） ≤

ｃ７（α，ｄ） ＜ ∞ ， 使得当 ｒ 充分小时， 有：
ｃ６（α，ｄ） ｒ ≤ Ｐ｛μＸ

∞ （Ｂ（０，ε）） ≤ ｒεα｝ ≤ ｃ７（α，ｄ） ｒ 。 （１）
　 　 注 １　 本命题在文献 ［１］ 中叙述为 “一个重要的引理”。 然而， 由于文献 ［１］ 作者在证明该引

理当中， 存在一个本质证明错误 （参见下面给出的证明中的第一个不等式， 其中， 在文献 ［１］ 中，
作者给的是等式， 这显然是错误的）。 因此， 本质上他只证明了式 （１） 的右边不等式。 为完整起见，
将整个命题的完整证明都包含进来。

证明　 如未特殊声明， 本文仍采用文献 ［１］ 的符号系统。 先考察文献 ［１］ 式 （１） 右边不等

式。 由对称 ｓｔａｂｌｅ 过程 ｛Ｘ ｔ｝ 的 ｓｃａｌｉｎｇ 性质知， ｛ε －１ ／ αＸεｔ｝ 与 ｛Ｘ ｔ｝ 同分布， 因此， Ｐ｛μＸ
∞ （Ｂ（０，ε）） ≤

ｒεα｝ ＝ Ｐ｛∫∞

０
Ｉ Ｘ ＜ εｄｔ≤ ｒεα｝ ＝ Ｐ｛∫∞

０
Ｉ Ｘ ＜ １ｄｔ≤ ｒ｝ ≤Ｐ｛ ｓｕｐ

０≤ｓ≤ｒ
Ｘｓ ≥１｝ ＝ Ｐ｛ ｓｕｐ

０≤ｓ≤１
Ｘｓ ≥ ｒ －１ ／ α｝ ． 因此，

利用引理 １ 和引理 ２ 可得， 当 ｒ ＞ ０ 充分小时， Ｐ｛ ｓｕｐ
０≤ｓ≤１

Ｘｓ ≥ ｒ －１ ／ α｝ ≤ ｃ１（α，ｄ）Ｐ｛ Ｘ１ ≥ ｒ －１ ／ α ／ ｄ｝ ≤

ｃ１（α，ｄ）ｃ３（α，ｄ）ｄαｒ ＝ ｃ７（α，ｄ） ｒ 。
接下来， 考虑文献 ［１］ 的式 （１） 左边不等式。 对于 （待定的） ｋ０ ≥ ３ ， 当 ｒ ＞ ０ 充分小时，

Ｐ｛∫∞

０
Ｉ Ｘ ＜ １ｄｔ ≤ ｒ｝ ≥ Ｐ｛ ｉｎｆ

ｒ≤ｓ ＜∞
Ｘｓ ≥ １｝ ≥ Ｐ｛ Ｘｒ ≥ ｋ０｝ － Ｐ｛｛ Ｘ ｔ ＜ １，∃ｔ ＞ ｒ｝； Ｘｒ ≥ ｋ０｝ ＝

Ｐ｛ Ｘｒ ≥ ｋ０｝ － ∫
ｙ ≥ｋ０

Ｐｙ｛ Ｘ ｔ ＜ １，∃ｔ ＞ ０｝Ｐ｛Ｘｒ ＝ ｙ｝ｄｙ ≥ （１ － ｃ５（α，ｄ）（１ ／ （ｋ０ － １）） ｄ－α）Ｐ｛ Ｘｒ ≥

ｋ０｝ ＝ （１ － ｃ５（α，ｄ）（１ ／ （ｋ０ － １）） ｄ－α）Ｐ｛ Ｘ１ ≥ ｋ０ｒ －１ ／ α｝ ≥ （１ － ｃ５（α，ｄ）（１ ／ （ｋ０ － １）） ｄ－α）ｃ１（α，ｄ）ｋ －α
０ ｒ ＝

ｃ６（α，ｄ） ｒ ． 其中， 第三个不等式利用了引理 ３， 最后一个不等式利用了引理 ２， 而 ｋ０ 的选择只要满足

ｃ５（α，ｄ）（１ ／ （ｋ０ － １）） ｄ－α ＜ １ 即可， 而这显然可以让 ｋ０（ｋ０ ≥３） 适当大即可做到。 命题证明完毕。
命题 １ 的结论直观上称为关于逗留测度的小球概率估计。 利用命题 １， 即可获得逗留测度的上局

部维数的重分形谱分解， 具体可参见文献 ［１］ 中定理 １ 的证明。 关于它的进一步应用， 可参见文献

［６］。 可见， 小球概率估计是获得随机过程的厚点 （上极限类型的） 重分形谱的一个重要工具。 下

面， 本文将进一步探讨逗留测度的下局部维数的重分形问题。 为此， 先给出引理 ４。
引理 ４［４］ 　 设 ｛Ｘ ｔ｝ 是取值于 Ｒｄ 上的指标为 α（α ＜ ｄ） 的对称 ｓｔａｂｌｅ 过程。 则存在正常数 ｃ８（α，

ｄ）， 使得： ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→０＋

ｍａｘ
０≤τ≤ｔ

Ｘτ ／ ［ ｔ１ ／ α ／ （ｌｏｇ ｌｏｇ（１ ／ ｔ）） １ ／ α］ ＝ ｃ８（α，ｄ） ， ａ􀆰 ｓ􀆰 。

由引理 ４ 以及对称 ｓｔａｂｌｅ 过程的平稳增量性， 即 ∀０ ≤ ｓ ＜ ∞｛Ｘｓ＋τ － Ｘｓ｝ 与 ｛Ｘτ｝ 具有相同的分

布， 有： 对于所有的 ｓ∈［０，∞ ） ， ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→０＋

ｍａｘ
０≤τ≤ｔ

Ｘｓ＋τ － Ｘｓ ／ ［ ｔ１ ／ α ／ （ｌｏｇ ｌｏｇ（１ ／ ｔ）） １ ／ α］ ＝ ｃ８（α，ｄ） ， ａ􀆰 ｓ􀆰 。

因此， 可得到推论 １。
推论 １　 设 ｛Ｘ ｔ｝ 是取值于 Ｒｄ 上的指标为 α（α ＜ ｄ） 的对称 ｓｔａｂｌｅ 过程。 则存在正常数 ｃ８（α，ｄ） ，

使得， 对于所有的 ｓ ∈ ［０，∞ ） ， 总成立： ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→０＋

（Ｘｓ＋ｔ － Ｘｓ） ／ ［ ｔ１ ／ α ／ （ｌｏｇ ｌｏｇ（１ ／ ｔ）） １ ／ α］ ≤ ｃ８（α，ｄ） ，

ａ􀆰 ｓ􀆰 。
另外， 对于任意给定的 ｔ０ ＞ ０ ， 令 Ｙｔ ＝ Ｘ ｔ０ － Ｘ ｔ０－ｔ，０ ≤ ｔ≤ ｔ０ ， 则由对称 ｓｔａｂｌｅ 过程的独立增量性

质知， ｛Ｙｔ｝ 是 ｛Ｘ ｔ｝ 的另一个版本， 且它与 Ｘ ｔ，ｔ ≥ ｔ０ 相互独立。 因此， 有推论 ２。
推论 ２　 设 ｛Ｘｔ｝ 是取值于Ｒｄ 上的指标为 α（α ＜ ｄ） 的对称 ｓｔａｂｌｅ 过程。 则存在正常数 ｃ８（α，ｄ） ， 使

得， 对于所有的 ｓ ∈ ［０，∞） ， 总成立： ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→０＋

（Ｘｓ － Ｘｓ－ｔ） ／ ［ｔ１ ／ α ／ （ｌｏｇ ｌｏｇ（１ ／ ｔ））１ ／ α］ ≤ ｃ８（α，ｄ） ， ａ􀆰 ｓ􀆰 。

为了将上述随机过程的增量性质转化为关于逗留测度的性质， 本文需要一个分析引理 ５。
引理 ５　 设 ϕ（ ｔ） ＝ ｔ１ ／ α ／ （ｌｏｇ ｌｏｇ （１ ／ ｔ）） １ ／ α， ｔ ＞ ０， φ（ ｓ） ＝ ｓα ｌｏｇ ｌｏｇ（１ ／ ｓ），ｓ ＞ ０ 。 则： ϕ（φ（ ｓ）） ～

·４５１·
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ｓ，ｓ →０ ＋，且 ψ（ϕ（ ｔ）） ～ ｔ，ｔ →０ ＋ 。
证明　 由 ϕ 和 ψ 的定义： ϕ（ψ（ ｓ）） ／ ｓ ＝ ϕ（ ｓα ｌｏｇ ｌｏｇ（１ ／ ｓ）） ／ ｓ ＝ ｓ（ｌｏｇ ｌｏｇ（１ ／ ｓ）） １ ／ α ／ （ｌｏｇ ｌｏｇ ｓ －α －

ｌｏｇ ｌｏｇ ｌｏｇ ｌｏｇ ｓ －１） １ ／ α ／ ｓ ＝ ｛１ ／ ［１ ＋ （ｌｏｇ α ／ ｌｏｇ ｌｏｇ（１ ／ ｓ）） － （ｌｏｇ ｌｏｇ ｌｏｇ ｌｏｇ ｓ －１ ／ ｌｏｇ ｌｏｇ（１ ／ ｓ））］｝ １ ／ α →１，
当 ｓ→０＋， 即 ϕ（ψ（ ｓ）） ～ ｓ，ｓ→０＋ 。 同理可证： ϕ（ψ（ ｔ）） ～ ｔ，ｔ→０＋ 。 因此， 在该引理结论意义下，
ϕ（ ｔ） 和 ψ（ ｓ） 二者渐进地 （ ｔ，ｓ →０） 互为反函数。

设 ｘ０ ＝ Ｘ ｔ０， 并记 μ（ｘ０，ｘ０ ＋ ｒ） ≜ ∫∞

ｔ０
Ｉ｛ Ｘｔ＋ｔ０－Ｘｔ０

≤ｒ｝（ ｔ）ｄｔ 为过程从 ｘ０ 出发， 在球 Ｂ（ｘ０，ｒ） 内的逗留

测度。 由引理 ５ 知， 推论 １ 等价于： 对于任意的 ｘ ∈ ｓｕｐｐ μ ， 有 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→０＋

｛μ（ｘ，ｘ ＋ ｒ） ／ ［ ｒα ｌｏｇ

ｌｏｇ（１ ／ ｒ）］｝ ≥ ｃ８（α，ｄ）， ａ􀆰 ｓ􀆰 。 从而， 对于任意的 ｘ ∈ ｓｕｐｐ μ ， 关于原过程 ｛Ｘ ｔ｝ 的逗留测度 μ（Ｂ（ｘ，

ｒ）） ＝ ∫∞

ｔ０
Ｉ｛ Ｘｔ＋ｔ０－Ｘｔ０

≤ｒ｝（ ｔ）ｄｔ ， 有 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→０＋

｛μ（Ｂ（ｘ，ｒ）） ／ ［ ｒα ｌｏｇ ｌｏｇ（１ ／ ｒ）］｝ ≥ ｃ８（α，ｄ）， ａ􀆰 ｓ􀆰 。 从而， 存

在单调下降趋向于 ０ 的子列 ｛ ｒｎ｝ ， 使得对于给定的 ε ∈ （０，ｃ８（α，ｄ）） ， 总存在 δ（ω） ＞ ０ ， 当 ｒｎ ＜
δ（ω） 时， μ（Ｂ（ｘ，ｒｎ）） ≥ （ｃ８（α，ｄ） － ε） ｒαｎ ｌｏｇ ｌｏｇ（１ ／ ｒｎ） 。 因此， ｌｏｇ μ（Ｂ（ｘ，ｒｎ）） ≥ ｌｏｇ｛（ｃ８（α，ｄ） －
ε） ｒαｎ ｌｏｇ ｌｏｇ（１ ／ ｒｎ）｝ 。 整 理 得： ｌｏｇ μ（Ｂ（ｘ，ｒｎ）） ／ ｌｏｇ ｒｎ ≤ α ＋ ｌｏｇ（ｃ８（α，ｄ） － ε） ／ ｌｏｇ ｒｎ ＋ ｌｏｇ
ｌｏｇ（１ ／ ｒｎ） ／ ｌｏｇ ｒｎ 。 此即证明了： 对于任意的 ｘ ∈ ｓｕｐｐ μ ， 总成立 ｌｉｍ ｉｎｆ

ｒ↓０＋
［ｌｏｇ μ（Ｂ（ｘ，ｒ）） ／ ｌｏｇ ｒ］ ≤ α，

ａ􀆰 ｓ􀆰 。
综合上述， 本文给出第二个主要结论， 即命题 ２。
命题 ２　 设 ｛Ｘ ｔ｝ 是取值于 Ｒｄ 上的指标为 α（α ＜ ｄ） 的对称 ｓｔａｂｌｅ 过程， μ（·） 为该过程的逗留测

度， 则对于任意的 ｘ ∈ ｓｕｐｐ μ ， 总成立： ｌｉｍ ｉｎｆ
ｒ↓０＋

［ｌｏｇ μ（Ｂ（ｘ，ｒ）） ／ ｌｏｇ ｒ］ ＝ α， ａ􀆰 ｓ􀆰 。

证明　 由文献 ［１］ 定理 ３ 知： ｌｉｍ ｉｎｆ
ｒ↓０＋

［ｌｏｇ μ（Ｂ（ｘ，ｒ）） ／ ｌｏｇ ｒ］ ≥ α， ａ􀆰 ｓ􀆰 。 再结合上面得到的结论

即知本命题成立。
注 ２　 命题 ２ 说明了关于对称 ｓｔａｂｌｅ 过程的下局部维数没有例外集的重分形谱分解， 见下面的推

论 ３。 另外， 它与文献 ［１］ 的定理 １ 和定理 ２ 一起， 完整地将 ＨＵ 等人［２］ 的关于稳定从属过程的重

分形结构成果推广到对称 ｓｔａｂｌｅ 过程上来。
推论 ３　 设 ｛Ｘ ｔ｝ 是取值于 Ｒｄ 上的指标为 α（α ＜ ｄ） 的对称 ｓｔａｂｌｅ 过程， μ（·） 为该过程的逗留测

度， 则对于任意的 ｘ∈ｓｕｐｐ μ ， 总成立： １） 当 β ＜ α时， ｌｉｍ
ｒ↓０ ＋

［μ （Ｂ （ｘ， ｒ）） ／ ｒβ］ ＝ ０， ａ􀆰 ｓ􀆰 ；２） 当

β ＞ α 时，ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ↓０＋

［μ（Ｂ（ｘ，ｒ）） ／ ｒβ］ ＝ ∞， ａ􀆰 ｓ􀆰 。
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