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食饵具有偏利合作关系的捕食 －食饵系统的定性分析

李石英， 张树文

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 考虑了一个包含偏利关系的三种群捕食 － 食饵系统， 给出其正平衡态与边界平衡态存在的条

件， 并通过构造适当的李雅普诺夫函数得到正平衡态与边界平衡态全局渐近稳定的充分条件。
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０　 引言
合作系统是重要的种群生态系统， 有很多学者对合作系统的动力学行为进行了大量的研究， 并获

得了丰富的研究成果［１ － ４］， 但是对于偏利合作种群模型的研究还是较少的［５ － ６］。 文献 ［５］ 提出了一

方不能独立生存的两种群偏利合作的自治系统， 模型如下：
ｘ̇ ＝ ｘ（ａ１ － ｂ１ｘ ＋ ｃ１ｙ），
ｙ̇ ＝ ｙ（ａ２ － ｃ２ｙ）。

{ （１）

其中： ｘ（ ｔ） 为种群 ｘ 在 ｔ 时刻的种群密度； ｙ（ ｔ） 为种群 ｙ 在 ｔ 时刻的种群密度； 常系数 ａ１ ＜ ０ 为种群 ｘ
的死亡率； ａ２ ＞ ０ 为种群 ｙ 的增长率； 常系数分别为种群 ｘ 和种群 ｙ 的密度制约系数； 常系数 ｃ１ ＞ ０
代表种群 ｙ 对种群 ｘ 的偏惠系数。 祝占法等［５］主要研究了系统 （１） 的各个平衡点的稳定性和系统轨线

的走向问题。 沈柠等［７］考虑了具有相互干扰的捕食 －食饵系统， 模型如下：
ｘ̇ ＝ ｘ（ ｒ１ － ａ１ｘ － ｅｘｙθ），
ｙ̇ ＝ ｙ（ ｒ２ － ｌｅｙ） ／ （ｋ ＋ ｘ）。{ （２）
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其中： ｘ（ ｔ） 为种群 ｘ 在 ｔ 时刻的种群密度； ｙ（ ｔ） 为种群 ｙ 在 ｔ 时刻的种群密度； 系数 ｒ１ ＞ ０ ， ｒ２ ＞ ０ ，
ａ１ ＞ ０ ， ｅ ＞ ０ ， ｌ ＞ ０ 均为常数， 且 ｋ ＞ ０ 为第二个种群的最大环境容纳量； θ ＞ ０ 为捕食者之间的相

互干扰系数。 本文主要研究了在捕食者之间存在相互干扰情况下系统解的非负性、 有界性、 局部稳定

性和全局渐近稳定性。 因为在自然界中种群间的关系是比较复杂的， 纯粹的两种群关系是很难存在

的。 结合系统 （１） 和系统 （２） ， 笔者建立了具有偏利合作关系和捕食关系的三种群捕食 － 食饵混合

系统， 模型如下：
ｘ̇１（ ｔ） ＝ ｘ１（ ｔ）［ ｒ１ － ａ１１ｘ１（ ｔ） ＋ ａ１２ｘ２（ ｔ）］，
ｘ̇２（ ｔ） ＝ ｘ２（ ｔ）［ ｒ２ － ａ２２ｘ２（ ｔ） － αｙ（ ｔ）］，
ｙ̇（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ）｛ ｒ３ － βｙ（ ｔ） ／ ［ｋ ＋ ｘ２（ ｔ）］｝。

ì

î

í

ïï

ïï
（３）

其中： ｘ１（ ｔ） ， ｘ２（ ｔ） 和 ｙ（ ｔ） 分别表示种群 ｘ１ ， ｘ２ 和 ｙ 在 ｔ 时刻的种群密度； ｒｉ ＞ ０（ ｉ ＝ １，２，３） 表示种

群的内禀增长率； ａ１１ ＞ ０ ， ａ２２ ＞ ０ 和 β ＞ ０ 分别表示种群的密度制约系数； ａ１２ ＞ ０ 表示种群 ｘ２ 对种群

ｘ１ 的偏惠系数； ｋ ＞ ０ 表示捕食者的最大环境容纳量。

１　 系统 （３） 解的有界性
定理 １　 若对于系统 （３） 的任何初始值 ｘ１（ ｔ０） ＞ ０ ， ｘ２（ ｔ０） ＞ ０ ， ｙ（ ｔ０） ＞ ０ 都成立， 则对其任意

解 Ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ１（ ｔ） ， ｘ２（ ｔ），ｙ（ ｔ）） ， 均有 ｘ１（ ｔ） ＞ ０ ， ｘ２（ ｔ） ＞ ０ ， ｙ（ ｔ） ＞ ０ 对于任意 ｔ ≥０ 成立。
证明　 对系统 （３） 中的三个微分方程左右两边同时取积分得：

ｘ１（ ｔ） ＝ ｘ１（ ｔ０）ｅｘｐ｛∫ ｔ

ｔ０
［ ｒ１ － ａ１１ｘ１（τ） ＋ ａ１２ｘ２（τ）］ｄτ｝，

ｘ２（ ｔ） ＝ ｘ２（ ｔ０）ｅｘｐ｛∫ ｔ

ｔ０
［ ｒ２ － ａ２２ｘ２（τ） － αｙ（τ）］ｄτ｝，

ｙ（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ０）ｅｘｐ｛∫ ｔ

ｔ０
［ ｒ３ － βｙ（τ） ／ （ｋ ＋ ｘ２（τ））］ｄτ｝。

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（４）

考虑式 （４） 中的第一个等式， 由于 ｘ１（ ｔ０） ＞ ０ ， ｅｘｐ｛∫ ｔ

ｔ０
［ ｒ１ － ａ１１ｘ１（τ） ＋ ａ１２ｘ２（τ）］ｄτ｝ ＞ ０ ， 所以， 对

于任意 ｔ ≥０ ， 都有 ｘ１（ ｔ） ＞ ０ 。 同理， 由式 （４） 的第二和第三个等式可得到 ｘ２（ ｔ） ＞ ０ ， ｙ（ ｔ） ＞ ０ 均

成立， 证毕。
定理 ２　 令 Ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ１（ ｔ），ｘ２（ ｔ），ｙ（ ｔ）） 为系统 （３） 的任意解， 则存在与 ｔ 无关的正常数 Ｍ１，Ｍ２，

Ｍ３ ， 使得 ０ ＜ ｘ１（ ｔ） ＜ Ｍ１ ， ０ ＜ ｘ２（ ｔ） ＜ Ｍ２ ， ０ ＜ ｙ（ ｔ） ＜ Ｍ３ 均成立。
证明　 考虑系统 （３） 中的第二个等式， 由定理 １ 知 ｙ（ ｔ） ＞ ０ ， 且常系数 α ＞ ０ ， 则 αｙ（ ｔ） ＞ ０ ，

因此有 ｘ２（ ｔ）（ ｒ２ － ａ２２ｘ２（ ｔ） － αｙ（ ｔ）） ≤ ｘ２（ ｔ）（ ｒ２ － ａ２２ｘ２（ ｔ）） 成立， 则可依据文献 ［８］ 构造比较系统

υ̇（ ｔ） ＝ υ（ ｔ）（ ｒ２ － ａ２２υ（ ｔ）），
υ（ ｔ０） ＝ ｘ２（ ｔ０）。

{ （５）

对式 （５） 求解可得

υ（ ｔ） ＝ ｒ２υ（ ｔ０） ／ ［ａ２２υ（ ｔ０） ＋ （ ｒ２ － ａ２２υ（ ｔ０））ｅｘｐ（ － ｒ２ ｔ）］， （６）
当 ｔ → ∞ 时， 对式 （６） 两边同时取极限， 有 ｌｉｍ

ｔ→∞
υ（ ｔ） ＝ ｒ２ ／ ａ２２ ， 令 Ｍ２ ＝ ｒ２ ／ ａ２２ ， 因此存在 Ｔ１ ＞ ０ ，

当 ｔ ＞ Ｔ１ 时， 由比较定理可知

ｘ２（ ｔ） ＜ Ｍ２ （７）
成立。

考虑系统 （３） 中的第一个等式并运用不等式 （７） 可得： ｘ１（ｔ）［ｒ１ － ａ１１ｘ１（ｔ） ＋ ａ１２ｘ２（ｔ）］ ≤ ｘ１（ｔ）［ｒ１ －
ａ１１ｘ１（ ｔ） ＋ ｒ２ ／ ａ２２］， 类似式 （５） 可构造比较系统

ｕ̇（ ｔ） ＝ ｕ（ ｔ）［ ｒ１ － ａ１１ｕ（ ｔ） ＋ ｒ２ ／ ａ２２］，
ｕ（ ｔ０） ＝ ｘ１（ ｔ０）。

{ （８）

·５３２·
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对式 （８） 求解可得： ｕ（ ｔ） ＝ （ ｒ１ ＋ ａ１２ ｒ２ ／ ａ２２）ｕ（ ｔ０） ／ ［ａ１１ｕ（ ｔ０） ＋ （ ｒ１ ＋ ａ１２ ｒ２ ／ ａ２２ － ａ１１ｕ（ ｔ０））ｅｘｐ（ － ｒ１ ｔ －
ａ１２ｒ２ ／ ａ２２ ｔ）］， 当 ｔ→∞ 时， 对上式两边同时取极限， 可得 ｌｉｍ

ｔ→∞
ｕ（ｔ） ＝ （ａ２２ｒ１ ＋ ａ１１ｒ２） ／ （ａ１１ａ２２） ， 令Ｍ１ ＝

（ａ２２ ｒ１ ＋ ａ１１ ｒ２） ／ （ａ１１ａ２２） ， 因此存在 Ｔ２ ＞ ０ ， 当 ｔ ＞ Ｔ２ 时， 有 ｘ１（ ｔ） ＜ Ｍ１ 成立。
考虑系统 （３） 中的第 ３ 个等式并运用不等式 （７） ， 有： ｙ（ｔ）（ｒ３ － βｙ（ｔ） ／ （ｋ ＋ ｘ２（ｔ））） ＜ ｙ（ｔ）（ｒ３ －

βｙ（ ｔ） ／ （ｋ ＋ ｒ２ ／ ａ２２）） ， 与式 （５） 类似， 构造比较系统

ω̇（ ｔ） ＝ ω（ ｔ）［ ｒ３ － βω（ ｔ） ／ （ｋ ＋ ｒ２ ／ ａ２２）］，
ω（ ｔ０） ＝ ｙ（ ｔ０）。

{ （９）

对式 （９） 求解可得： ω（ ｔ） ＝ ｒ３ω（ ｔ０） ／ ［βω（ ｔ０） ／ （ｋ ＋ ｒ２ ／ ａ２２） ＋ （ ｒ３ － βω（ ｔ０） ／ （ｋ ＋ ｒ２ ／ ａ２２））ｅｘｐ（ － ｒ３ ｔ）］，
当 ｔ → ∞ 时， 对上式两边同时取极限有 ｌｉｍ

ｔ→∞
ω（ ｔ） ＝ （ ｒ３ａ２２ｋ ＋ ｒ２） ／ （ａ２２β） ， 令 Ｍ３ ＝ （ ｒ３ａ２２ｋ ＋

ｒ２） ／ （ａ２２β） ， 因此存在 Ｔ３ ＞ ０ ， 当 ｔ ＞ Ｔ３ 时， 有 ｙ（ｔ） ＜ Ｍ３ 成立。 再根据定理 １ 可知 ０ ＜ ｘ１（ｔ） ＜ Ｍ１ ，
０ ＜ ｘ２（ｔ） ＜ Ｍ２ ， ０ ＜ ｙ（ ｔ） ＜ Ｍ３ 均成立， 证毕。

２　 平衡态的局部稳定性
根据系统 （３） 易解得其有 ７ 个边界平衡态， 分别为： Ｏ（０，０，０） ， Ａ（０，（ ｒ２β － αｒ３ｋ） ／ （αｒ３ ＋ ａ２２β），

（ ｒ２ ｒ３ ＋ ｒ３ａ２２ｋ） ／ （αｒ３ ＋ ａ２２β）） ， Ｂ（ ｒ１ ／ ａ１１，０，ｒ３ｋ ／ β） ， Ｃ（（ａ２２ ｒ１ ＋ ａ１２ ｒ２） ／ ａ１１ａ１２，ｒ２ ／ ａ２２，０） ， Ｄ（０，０，
ｒ３ｋ ／ β）， Ｅ（０，ｒ２ ／ ａ２２，０） ， Ｆ（ ｒ１ ／ ａ１１，０，０） 。 当 ｒ２β ＞ αｒ３ｋ 时， 系统 （３） 有正平衡态 Ｇ（ｘ∗

１ ，ｘ∗
２ ，ｙ∗） 存在

且唯一， 其中： ｘ∗
１ ＝ ｒ１ ／ ａ１１ ＋ ａ１２（ ｒ２β － αｒ３ｋ） ／ （αｒ３ ＋ ａ２２β） ， ｘ∗

２ ＝ （ ｒ２β － αｒ３ｋ） ／ （αｒ３ ＋ ａ２２β） ， ｙ∗ ＝
（ ｒ２ ｒ３ ＋ ａ２２ ｒ３ｋ） ／ （αｒ３ ＋ ａ２２β） 。

定理 ３　 １） 系统 （３） 的平衡态 Ｏ 是不稳定的结点， 平衡态 Ｃ 为包含一个二维稳定流形和一个一

维不稳定流形的鞍点， 平衡态 Ｅ 和平衡态 Ｆ 均为包含一个一维稳定流行和一个二维不稳定流形的鞍

点； ２） 当 ｒ２β ＞ αｒ３ｋ ， 平衡态 Ａ 和平衡态 Ｄ 均为包含一个一维稳定流形和一个二维不稳定流形的鞍

点， 平衡态 Ｂ 为包含一个一维不稳定流形和一个二维稳定流形的鞍点； ３） 当 ｒ２β ＜ αｒ３ｋ ， 平衡态 Ｄ
为包含一个一维不稳定流形和一个二维稳定流形的鞍点。

证明　 设系统 （３） 的右端部分的雅克比矩阵为

Ａ ＝
ｒ － ２ａ１１ｘ１ ＋ ａ１２ｘ２ ａ１２ｘ１ ０

０ ｒ２ － ２ａ２２ｘ２ － αｙ － αｘ２

０ βｙ２ ／ （ｋ ＋ ｘ２） ２ ｒ３ － ２βｙ ／ （ｋ ＋ ｘ２）

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
。 （１０）

由式 （１０） 可得其对应的特征方程为：

λＥ － Ａ ＝
λ － ｒ ＋ ２ａ１１ｘ１ － ａ１２ｘ２ － ａ１２ｘ１ ０

０ λ － ｒ２ ＋ ２ａ２２ｘ２ ＋ αｙ αｘ２

０ － βｙ２ ／ （ｋ ＋ ｘ２） ２ λ － ｒ３ ＋ ２βｙ ／ （ｋ ＋ ｘ２）

。 （１１）

　 　 １） 根据式 （１１） 考虑平衡态 Ｏ 对应的特征方程为

λＥ － Ａ ＝
λ － ｒ１ ０ ０

０ λ － ｒ２ ０
０ ０ λ － ｒ３

＝ ０， （１２）

求解式 （１２） 可得 λ ｊ ＝ ｒ ｊ ＞ ０（ ｊ ＝ １，２，３） ， 则平衡态 Ｏ是不稳定的结点。 同理， 可得平衡态 Ｃ 对应的

特征方程为：

λＥ － Ａ ＝
λ ＋ ｒ１ ＋ ａ１２ ｒ２ ／ ａ２２ － ａ１２（ａ２２ ｒ１ ＋ ａ１２ ｒ２） ／ （ａ１１ａ２２） ０

０ λ ＋ ｒ２ αｒ２ ／ ａ２２

０ ０ λ － ｒ３

＝ ０， （１３）

·６３２·
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求解式 （１３） 可得： λ１ ＝ － ｒ１ － ａ１２ ｒ２ ／ ａ２２ ＜ ０ ， λ２ ＝ － ｒ２ ＜ ０ ， λ３ ＝ ｒ３ ＞ ０ ， 则平衡态 Ｃ 为包含一个二

维稳定流形和一个一维不稳定流形的鞍点。 同理， 可得平衡态 Ｅ 对应的特征方程为：

λＥ － Ａ ＝
λ － ｒ１ － ｒ２ａ１２ ／ ａ２２ ０ ０

０ λ ＋ ｒ２ αｒ２ ／ ａ２２

０ － ｒ２３ ／ β λ ＋ ｒ３

＝ ０， （１４）

求解式 （１４） 可得： λ１ ＝ ｒ１ ＋ ｒ２ａ１２ ／ ａ２２ ， λ２ ＋ λ３ ＝ － （ ｒ２ ＋ ｒ３） ， λ２λ３ ＝ ｒ２ ｒ３ ＋ αｒ２ ｒ２３ ／ （ａ２２β） ， 显然

λ１ ＞ ０， λ２ ＋ λ３ ＜ ０ ， λ２λ３ ＞ ０ ， 则 λ２ 和 λ３ 均为负数， 所以平衡态 Ｅ 为包含一个一维不稳定流形和

一个二维稳定流形的鞍点。 同理可得， 平衡态 Ｆ 为包含一个一维稳定流形和一个二维不稳定流形的

鞍点。
对于 ２）、 ３） 中的各平衡态稳定性的证明与 １） 类似， 此处省略。
定理 ４　 当 ｒ２β ＜ αｒ３ｋ 时， 系统 （４） 的平衡态 Ｃ 是局部稳定的。
证明　 根据式 （１１） 考虑平衡态 Ｃ 对应的特征方程为：

λＥ － Ａ ＝
λ ＋ ｒ１ － ａ１２ ｒ１ ／ ａ１１ ０

０ λ － ｒ２ ＋ αｒ３ｋ ／ β ０

０ － ｒ２３ ／ β λ ＋ ｒ３

＝ ０， （１５）

求解式 （１５） 可得： λ１ ＝ － ｒ１ ＜ ０ ， λ２ ＝ ｒ２ － αｒ３ｋ ／ β ， λ３ ＝ － ｒ３ ＜ ０ ， 易知当 ｒ２β ＞ αｒ３ｋ 时， λ２ ＞ ０ ，
则平衡态 Ｃ 为包含一个一维不稳定流形和一个二维稳定流形的平衡点； 当 ｒ２β ＜ αｒ３ｋ 时， λ２ ＜ ０ ， 则

平衡态 Ｃ 是局部渐近稳定的。
引理 １［８］ （Ｈｕｒｗｉｔｚ 判据） 　 考虑多项式方程 λｎ ＋ ａ１λｎ－１ ＋ ａ２λｎ－２ ＋ … ＋ ａｎ－１λ ＋ ａｎ ＝ ０ ， 所有根

具有负实部的充要条件是： Ｈｋ ＝

ａ１ ａ３ … ａ２ｋ－１

１ ａ２ … ａ２ｋ－２

０ １ … ａ２ｋ－３

︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ … ａｋ

＞ ０ ， ｋ ＝ １，２，…，ｎ ， 其中 ｊ ＞ ｎ 时， 补充定义

ａ ｊ ＝ ０ 。
定理 ５　 当 ｒ２β ＞ αｒ３ｋ 时， 系统 （３） 的正平衡态 Ｇ（ｘ∗

１ ，ｘ∗
２ ，ｙ∗） 是局部渐近稳定的。

证 明 　 考 虑 正 平 衡 态 Ｇ（ｘ∗
１ ，ｘ∗

２ ，ｙ∗） 对 应 的 特 征 方 程 为： λＥ － Ａ ＝

λ ＋ ｒ１ ＋ ａ１２ｘ∗
２ － ａ１２（ ｒ１ ＋ ａ１２ｘ∗

２ ） ／ ａ１１ ０

０ λ － ｒ２ ＋ ｒ３αｋ ／ β ＋ （２ａ２２ ＋ αｒ３ ／ β）ｘ∗
２ αｘ∗

２

０ － ｒ２３ ／ β λ ＋ ｒ３

＝ λ３ ＋ ［ ｒ１ ＋ ｒ３ ＋ （ａ１２ ＋ ａ２２）ｘ∗
２ ］λ２ ＋

λ［（ ｒ１ ＋ ａ１２ｘ∗
２ ）（ ｒ３ ＋ ａ２２ｘ∗

２ ） ＋ ｒ２ ｒ３ － αｋｒ２３ ／ β］ ＋ （ ｒ１ ＋ ａ１２ｘ∗
２ ）（ ｒ２ ｒ３ － αｋｒ２３ ／ β） ＝ ０。 当 ｒ２β ＞ αｒ３ｋ 时， 令

Ａ ＝ ｒ１ ＋ ａ１２ｘ∗
２ ＞ ０ ， Ｂ ＝ ｒ３ ＋ ａ２２ｘ∗

２ ＞ ０ ， Ｃ ＝ ｒ２ ｒ３ － αｋｒ２３ ／ β ＞ ０ ， 则通过计算可知： ａ１ ＝ Ａ ＋ Ｂ ＞ ０，

ａ２ ＝ ＡＢ ＋ Ｃ ＞ ０ ， ａ３ ＝ ＡＣ ＞ ０ 。 进而可知 Ｈ１ ＝ ａ１ ＝ Ａ ＋ Ｂ ＞ ０ ， Ｈ２ ＝
ａ１ ａ３

１ ａ２

＝ ａ１ａ２ － ａ３ ＝

Ａ２Ｂ ＋ＡＢ２ ＋ ＢＣ ＞ ０ ，Ｈ３ ＝
ａ１ ａ３ ０
１ ａ２ ０
０ ａ１ ａ３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＝ ＡＣ（Ａ２Ｂ ＋ ＡＢ２ ＋ ＢＣ） ＞ ０ ， 则根据引理 １ 可知， 正平衡

态 Ｇ（ｘ∗
１ ，ｘ∗

２ ，ｙ∗） 所对应的特征根均有负实部， 即正平衡态是局部渐近稳定的。

·７３２·
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３　 平衡态的全局渐近稳定性
定理 ６　 当 ｒ２β ＜ αｒ３ｋ ，ｍ ＝ βｙ∗ ／ （αｋ２） ＞ ０ ， ｎ ＝ ｋα ／ β ＞ ０ 时， 系统 （３） 的边界平衡态 Ｃ（ ｒ１ ／ ａ１１，

０，ｒ３ｋ ／ β） 在 Ｒ ＋
３ 上是全局渐近稳定的。

证明　 参考文献 ［９］， 在 Ｒ ＋
３ 上构造李雅普诺夫函数 Ｖ（ｘ１，ｘ２，ｙ） ＝ ｘ１ － ｘ∗

１ － ｘ∗
１ ｌｎ （ｘ１ ／ ｘ∗

１ ） ＋
ｍｘ２ ／ ２ ＋ ｙ － ｙ∗ － ｙ∗ ｌｎ （ｙ ／ ｙ∗） ， 其中常数 ｍ ＞ ０ ， Ｖ（ｘ１，ｘ２，ｙ） 的正定性显而易见。 沿着系统 （３） 对

Ｖ 求全导数有： Ｖ
·

＝ （ｘ１ － ｘ∗
１ ）（ｒ１ － ａ１１ｘ１ ＋ ａ１２ｘ２） ＋ ｍｘ２（ｒ２ － ａ２２ｘ２ － αｙ） ＋ （ｙ － ｙ∗）［ｒ３ － １ ／ （ｋ ＋ ｘ２）］ ＝

（ｘ１ － ｘ∗
１ ）［ － ａ１１（ｘ１ － ｘ∗

１ ） ＋ ａ１２ｘ２］ ＋ ｍ［ｒ２ － ａ２２ｘ２ － αｙ － ｎ（ｒ３ － βｙ∗ ／ ｋ）］ － ｋβ （ｙ － ｙ∗）２ ／ ｋ（ｋ ＋ ｘ２） ＋

βｙ∗ｘ２（ｙ － ｙ∗） ／ ｋ（ｋ ＋ ｘ２） ， 其中常数 ｎ ＞ ０ ， 有： Ｖ
·
≤－ ［ａ１１（ｘ１ － ｘ∗

１ ） ２ － ａ１２ｘ２（ｘ１ － ｘ∗
１ ） ＋ ｍａ２２ｘ２

２］ ＋
ｍ（ ｒ２ － ｎｒ３）ｘ２ － ｋβ （ｙ － ｙ∗） ２ ／ ［ｋ（ｋ ＋ ｘ２）］ ＋ ｍｘ２（ － αｙ ＋ ｎβｙ∗ ／ ｋ） ＋ βｙ∗ｘ２（ｙ － ｙ∗） ／ ｋ２。 将 ｍ ＝
βｙ∗ ／ （αｋ２）， ｎ ＝ ｋα ／ β 代入上式， 则有

ｍｘ２（ － αｙ ＋ ｎβｙ∗ ／ ｋ） ＋ βｙ∗ｘ２（ｙ － ｙ∗） ／ ｋ２ ＝ ０，ｍ（ ｒ２ － ｎｒ３）ｘ２ ＜ ０ （１６）
成立， 且易知二次型

ａ１１ （ｘ１ － ｘ∗
１ ） ２ － ａ１２ｘ２（ｘ１ － ｘ∗

１ ） ＋ ｍａ２２ｘ２
２ （１７）

是正定的。

由式 （１６） 和式 （１７） 可得 Ｖ
·
（ｘ１，ｘ２，ｙ） ≤ ０ ， 当且仅当 ｘ１ ＝ ｒ１ ／ ａ１１ ， ｘ２ ＝ ０ ， ｙ ＝ ｒ３ｋ ／ β 时等号成

立。 此时系统 （３） 的边界平衡态 Ｃ（ ｒ１ ／ ａ１１，０，ｒ３ｋ ／ β） 是全局渐近稳定的。
定理 ７　 令 􀭹Ａ ＝ １ ／ （ｋ ＋ ｒ２ ／ ａ２２） ＞ ０ ， 􀭹Ｂ ＝ βｙ∗ ／ α ＞ ０ ， 当 ｒ２β ＞ αｒ３ｋ 时， 系统 （３） 的正平衡态

Ｇ（ｘ∗
１ ，ｘ∗

２ ，ｙ∗） 在 Ｒ ＋
３ 上是全局渐近稳定的。

证明 　 参考文献 ［１０ － １１］， 在 Ｒ ＋
３ 上构造李雅普诺夫函数： Ｖ（ｘ１，ｘ２，ｙ） ＝ 􀭹Ａ（ｘ１ － ｘ∗

１ －

ｘ∗
１ ｌｎ （ｘ１ ／ ｘ∗

１ ）） ＋ 􀭹Ｂ∫ ｘ２

ｘ∗２
（１ ／ ｘ２）［１ ／ （ｋ ＋ ｘ∗

２ ） － １ ／ （ｋ ＋ ｘ２）］ｄｘ２ ＋ ∫ ｙ

ｙ∗
（ｙ － ｙ∗） ／ ｙｄｙ， 易知对 ∀ｘ１ ≠ ｘ∗

１ ，

ｘ１ － ｘ∗
１ － ｘ∗

１ ｌｎ （ｘ１ ／ ｘ∗
１ ） ＞ ０ （１８）

恒成立， 对于 ∫ ｘ２

ｘ∗２
（１ ／ ｘ２）［１ ／ （ｋ ＋ ｘ∗

２ ） － １ ／ （ｋ ＋ ｘ２）］ｄｘ２ ， 当 ｘ２ ＞ ｘ∗
２ 时， 有 １ ／ （ｋ ＋ ｘ∗

２ ） ＞ １ ／ （ｋ ＋ ｘ２），

即 ∫ ｘ２

ｘ∗２
（１ ／ ｘ２）［１ ／ （ｋ ＋ ｘ∗

２ ） － １ ／ （ｋ ＋ ｘ２）］ｄｘ２ ＞ ０ ， 当 ｘ２ ＜ ｘ∗
２ 时， 有 １ ／ （ｋ ＋ ｘ∗

２ ） ＜ １ ／ （ｋ ＋ ｘ２） ， 亦

可得 ∫ ｘ２

ｘ∗２
（１ ／ ｘ２）［１ ／ （ｋ ＋ ｘ∗

２ ） － １ ／ （ｋ ＋ ｘ２）］ｄｘ２ ＞ ０ ， 所以对于任意的 ｘ２ ≠ ｘ∗
２ ， 有

∫ ｘ２

ｘ∗２
（１ ／ ｘ２）［１ ／ （ｋ ＋ ｘ∗

２ ） － １ ／ （ｋ ＋ ｘ２）］ｄｘ２ ＞ ０ （１９）

恒成立， 对于 ∫ ｙ

ｙ∗
（ｙ － ｙ∗） ／ ｙｄｙ ， 用上述方法同样可得对于任意的 ｙ ≠ ｙ∗ ， 恒有

∫ ｙ

ｙ∗
（ｙ － ｙ∗） ／ ｙｄｙ ＞ ０ （２０）

成立， 则根据式 （１８）—式（２０） 可知 Ｖ（ｘ１，ｘ２，ｙ） 是正定的。 对 Ｖ（ｘ１，ｘ２，ｙ） 沿着系统 （３） 求全导数有：

Ｖ
·

＝ 􀭹Ａ（１ － ｘ∗
１ ／ ｘ１）ｘ１（ ｒ１ － ａ１１ｘ１ ＋ ａ１２ｘ２） ＋ （ 􀭹Ｂ ／ ｘ２）［１ ／ （ｋ ＋ ｘ∗

２ ） － １ ／ （ｋ ＋ ｘ２）］（ ｒ２ － ａ２２ｘ２ － αｙ） ＋ （ｙ －
ｙ∗）［ｒ３ － βｙ ／ （ｋ ＋ ｘ２）］ ＝ 􀭹Ａ（１ － ｘ∗

１ ／ ｘ１）ｘ１［（ｒ１ － ａ１１ｘ１ ＋ ａ１２ｘ２） － （ｒ１ － ａ１１ｘ∗
１ ＋ ａ１２ｘ∗

２ ）］ ＋ （􀭹Ｂ／ ｘ２）［１ ／ （ｋ ＋
ｘ∗
２ ） － １ ／ （ｋ ＋ ｘ２）］［（ ｒ２ － ａ２２ｘ２ － αｙ） － （ ｒ２ － ａ２２ｘ∗

２ － αｙ∗）］ ＋ （ｙ － ｙ∗）｛［ ｒ３ － βｙ ／ （ｋ ＋ ｘ２）］ － ［ ｒ３ －
βｙ∗ ／ （ｋ ＋ ｘ∗

２ ）］｝ 。

进一步整理可得： Ｖ
·

＝ 􀭹Ａ（ｘ１ － ｘ∗
１ ）［ － ａ１１（ｘ１ － ｘ∗

１ ） ＋ ａ１２（ｘ２ － ｘ∗
２ ）］ ＋ 􀭹Ｂ［（ｘ２ － ｘ∗

２ ） ／ （ｋ ＋ ｘ∗
２ ）（ｋ ＋

ｘ２）］［ － ａ２２（ｘ２ － ｘ∗
２ ） － α（ｙ － ｙ∗）］ ＋ （ｙ － ｙ∗）［βｙ∗ ／ （ｋ ＋ ｘ∗

２ ） － βｙ ／ （ｋ ＋ ｘ２）］ ＝ － 􀭹Ａａ１１（ｘ１ － ｘ∗
１ ） ２ ＋

·８３２·
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􀭹Ａａ１２（ｘ１ － ｘ∗
１ ）（ｘ２ － ｘ∗

２ ） － 􀭹Ｂａ２２ （ｘ２ － ｘ∗
２ ）２ ／ ［（ｋ ＋ ｘ∗

２ ）（ｋ ＋ ｘ２）］ － 􀭹Ｂα（ｘ２ － ｘ∗
２ ）（ｙ － ｙ∗） ／ ［（ｋ ＋ ｘ∗

２ ）（ｋ ＋
ｘ２）］ ＋ βｙ∗（ｘ２ － ｘ∗

２ ）（ｙ － ｙ∗） ／ ［（ｋ ＋ ｘ∗
２ ）（ｋ ＋ ｘ２）］ － β（ｋ ＋ ｘ∗

２ ） （ｙ － ｙ∗） ２ ／ ［（ｋ ＋ ｘ∗
２ ）（ｋ ＋ ｘ２）］， 易

知二次型 ａ１１ （ｘ１ － ｘ∗
１ ） ２ － ａ１２（ｘ１ － ｘ∗

１ ）（ｘ２ － ｘ∗
２ ） ＋ （βｙ∗ ／ α）ａ２２ （ｘ２ － ｘ∗

２ ） ２ ／ （ｋ ＋ ｘ∗
２ ） 是正定的， 则取

􀭹Ａ ＝ １ ／ （ｋ ＋ ｒ２ ／ ａ２２） ， Ｂ
～
＝ βｙ∗ ／ α ， 有

－ 􀭹Ａａ１１（ｘ１ － ｘ∗
１ ） ２ ＋ 􀭹Ａａ１２（ｘ１ － ｘ∗

１ ）（ｘ２ － ｘ∗
２ ） － 􀭹Ｂａ２２ （ｘ２ － ｘ∗

２ ） ２ ／ ［（ｋ ＋ ｘ∗
２ ）（ｋ ＋ ｘ２）］ ≤

－ ［１ ／ （ｋ ＋ ｒ２ ／ ａ２２）］［ａ１１（ｘ１ － ｘ∗
１ ） ２ － ａ１２（ｘ１ － ｘ∗

１ ）（ｘ２ － ｘ∗
２ ） ＋ 􀭹Ｂａ２２ （ｘ２ － ｘ∗

２ ） ２ ／ （ｋ ＋ ｘ∗
２ ）］ ≤ ０ （２１）

成立， 且
􀭹Ｂα（ｘ２ － ｘ∗

２ ）（ｙ － ｙ∗） ／ ［（ｋ ＋ ｘ∗
２ ）（ｋ ＋ ｘ２）］ － βｙ∗（ｘ２ － ｘ∗

２ ）（ｙ － ｙ∗） ／ ［（ｋ ＋ ｘ∗
２ ）（ｋ ＋ ｘ２）］ ＝ ０ （２２）

成立。 由式 （２１） 和式 （２２） 可知 Ｖ
·
（ｘ１，ｘ２，ｙ） ≤０ ， 当且仅当 ｘ１ ＝ ｘ∗

１ ， ｘ２ ＝ ｘ∗
２ ， ｙ ＝ ｙ∗ 时等号成立。

因此， 系统 （３） 的正平衡态 Ｇ（ｘ∗
１ ，ｘ∗

２ ，ｙ∗） 是全局渐近稳定的。

４　 数值模拟
本文研究了一个具有偏利合作关系和捕食关系的三种群捕食 － 食饵系统， 其中种群 ｘ２ 对种群 ｘ１

是偏惠的， 偏惠系数为 ａ１２ ， 又因为种群 ｘ１ 对种群 ｘ２ 和种群 ｙ 均无影响， 所以偏惠系数 ａ１２ 仅对种群

ｘ１ 有影响。 当种群 ｘ２ 未灭绝时， 偏惠系数 ａ１２ 越大， 种群 ｘ１ 将越快地趋于稳定， 则模型的解也将越快

趋于稳定。 反之， 则不然。 在此偏惠关系下， 本文主要得到如下结论： ⅰ） 当 ｒ２β ＞ αｒ３ｋ 时， 系统

（３） 存在唯一的正平衡态 Ｇ（ｘ∗
１ ，ｘ∗

２ ，ｙ∗） 且是全局渐近稳定的； ⅱ） 当 ｒ２β ＜ αｒ３ｋ 时， 系统 （３） 不存在

正平衡态， 而边界平衡态 Ｃ（ ｒ１ ／ ａ１１，０，ｒ３ｋ ／ β） 是全局渐近稳定的。
通过数值模拟来验证系统 （３） 结果的正确性。 任意给出 ４ 个初值： ｘ１（０） ＝ １ ， ｘ２（０） ＝ ２ ， ｙ（０） ＝

３； ｘ１（０） ＝ ４ ， ｘ２（０） ＝ １ ， ｙ（０） ＝ ６ ； ｘ１（０） ＝ ６ ， ｘ２（０） ＝ ６ ， ｙ（０） ＝ ５ ； ｘ１（０） ＝ ３ ， ｘ２（０） ＝ ５，
ｙ（０） ＝ １ 。 令系统 （３） 中的参数分别取值为： ｒ１ ＝ ４ ， ｒ２ ＝ ６ ， ｒ３ ＝ ２ ， ａ１１ ＝ １ ， ａ１２ ＝ ０􀆰 １， ａ２２ ＝ ０􀆰 ２，
α ＝ ０． ３ ， β ＝ ０． ５ ， ｋ ＝ １ ， 显然 ｒ２β ＞ αｒ３ｋ 成立， 此时正平衡态为 （４． ３４，３． ４３，９． ８７） 是全局渐近稳

定的， 见图 １。
令系统 （３） 中各参数取值分别为： ｒ１ ＝ ４ ， ｒ２ ＝ ４ ， ｒ３ ＝ ６ ， ａ１１ ＝ １ ， ａ１２ ＝ ０． １ ， ａ２２ ＝ ０． １ ， α ＝

１ ， β ＝ １ ， ｋ ＝ １ ， 易知 ｒ２β ＜ αｒ３ｋ 成立， 此时边界平衡态为 （４，０，６） 是全局渐近稳定的， 见图 ２。

y（
t）

x1（t）
x2（t）

说明：曲线 1—初值为（1，2，3）的解轨线；曲线 2—初值为（3，1，4）的解轨
线；曲线 3—初值为（4，1，6）的解轨线；曲线 4—初值为（6，6，5）的解轨线。
Notes:1—the solution trajectory for initial value condition (1,2,3);2—the solution
trajectory for initial value condition (3,1,4);3—the solution trajectory for initial
value condition (4,1,6);4—the solution trajectory for initial value condition (6,6,5).

图 1 正平衡态 G 的全局渐近稳定性

Fig.1 The global asymptotic stability of the positive equilibrium G

·９３２·
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y（
t）

x1（t）
x2（t）

说明：曲线 1—初值为（6，6，5）的解轨线；曲线 2—初值为（1，2，3）的解轨
线；曲线 3—初值为（3，1，4）的解轨线；曲线 4—初值为（4，1，6）的解轨线。
Notes:1—the solution trajectory for initial value condition (6,6,5);2—the solution
trajectory for initial value condition (1,2,3);3—the solution trajectory for initial
value condition (3,1,4);4—the solution trajectory for initial value condition (4,1,6).

图 2 边界平衡态 C 的全局渐近稳定性

Fig.2 The global asymptotic stability of the bounded equilibrium C
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