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一类 ｐ（ ｘ）－Ｌａｐｌａｃｅ 方程解的爆破

温　 杰１， 詹华税２
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［摘要］ 利用能量泛函的方法， 研究了方程 ｕｔ － ｄｉｖ（ Ñｕ ｐ（ｘ） －２ Ñｕ） ＝ ｆ（ｕ）（ｘ ∈ Ω，ｔ ＞ ０） 在正初始能

量下解的爆破问题。 在对 ｆ 的增长阶等条件作了一定的限制情况下， 证明了该方程的能量泛函在时间 ｔ∗ 处

趋于无穷， 因此， 方程的解在有限时间内爆破。
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０　 引言
对常指数增长条件的微分方程解的性质研究已经有很多文献［１ － ３］。 随后出现了变指数增长条件的

微分方程及变分问题， 此问题来源于物理学中非线性弹性力学和电流流体学， 它反映了 “逐点异性”
的物理现象。 随着弹性力学的发展， 这一课题引起了很多学者的关注。 而变指数空间理论的发展为此

类问题的研究提供了合适的空间框架。 经过多位学者的共同努力， 也取得了很多研究成果［４ － ９］。
本文考虑变指数方程

ｕｔ － ｄｉｖ（ Ñｕ ｐ（ｘ） －２ Ñｕ） ＝ ｆ（ｕ）， ｘ ∈ Ω，ｔ ＞ ０，
ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ０，ｘ ∈ ∂Ω， ｔ ≥０，
ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０（ｘ）， ｘ ∈ Ω，

ì

î

í

ïï

ïï
（１）

其中 Ω 是 Ｒｎ 中一个有界区域， 且有光滑边界 ∂Ω ， ２ ＜ ｐ － ＜ ｐ（ｘ） ＜ ｐ ＋ ＜ ｎ ， 其中 ｐ － ＝ ｅｓｓ ｉｎｆ
Ω

ｐ（ｘ） ，

ｐ ＋ ＝ ｅｓｓ ｓｕｐ
Ω

ｐ（ｘ） 。 ｆ（ｕ） 是一个 Ｃ（Ｒ） 函数且 ｆ（ｕ） ≤ ｈ（ｕ） ， ｈ 是 Ｃ１ 函数。 ｐ（ｘ） 为常数 ｐ 时， 文献
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［１０］ 给出了此方程解的爆破， 此问题源于非线性流体力学［１１］。 本文利用能量泛函的方法， 将文献

［１０］ 的结果推广到 ｐ（ｘ） 的情形。

Ｌｐ（ｘ）（Ω） ＝ ｛ｕ ∣ ｕ 是可测的实值函数，∫
Ω

ｕ（ｘ） ｐ（ｘ）ｄｘ ＜ ∞｝ ， 此空间上范数的定义为 ｕ Ｌｐ（ｘ）（Ω） ＝

ｉｎｆ λ ＞ ０ ｜ ∫
Ω

ｕ（ｘ） ／ λ ｄｘ ≤１{ } ， Ｗ１，ｐ（ｘ）（Ω） ＝ ｛ｕ∈ Ｌｐ（ｘ）（Ω） ｜ Ñｕ ∈ Ｌｐ（ｘ）（Ω）｝ ， 此空间上范数的

定义为 ｕ Ｗ１，ｐ（ｘ） ＝ ｕ Ｌｐ（ｘ）（Ω） ＋ Ñｕ Ｌｐ（ｘ）（Ω），∀ｕ ∈ Ｗ１，ｐ（ｘ）（Ω） 。 Ｗ１，ｐ（ｘ）
０ （Ω） 是 Ｃ∞

０ （Ω） 在 Ｗ１，ｐ（ｘ）（Ω） 中

的闭包。
下面给出变指数空间的一些性质 （可以参考文献 ［４ － ５］ 和 ［１１］）。
性质 １　 空间 （Ｌｐ（ｘ）（Ω）， · Ｌｐ（ｘ）（Ω）），（Ｗ

１，ｐ（ｘ）（Ω）， · Ｗ１，ｐ（ｘ）（Ω）） 和Ｗ１，ｐ（ｘ）
０ （Ω） 是自反的 Ｂａｎａｃｈ 空间。

性质 ２　 令 ｑ１（ｘ） 和 ｑ２（ｘ） 是实函数， １ ／ ｑ１（ｘ） ＋ １ ／ ｑ２（ｘ） ＝ １ 且 ｑ１（ｘ） ＞ １ 。 Ｌｑ１（ｘ）（Ω） 是 Ｌｑ２（ｘ）（Ω）

的共轭空间。 对于任意的 ｕ ∈ Ｌｑ１（ｘ）（Ω） 和 ｖ ∈ Ｌｑ２（ｘ）（Ω） ， 有 ∫
Ω
ｕｖｄｘ ≤２ ｕ Ｌｑ１（ｘ）（Ω） ｖ Ｌｑ２（ｘ）（Ω） 。

性质 ３ 　 ｕ Ｌｐ（ｘ）（Ω） ＝ １ ， 则 ∫
Ω

ｕ ｐ（ｘ）ｄｘ ＝ １ ； ｕ Ｌｐ（ｘ）（Ω） ＞ １ ， 则 ｕ ｐ －
Ｌｐ（ｘ）（Ω） ≤ ∫

Ω
ｕ ｐ（ｘ）ｄｘ ≤

ｕ ｐ ＋
Ｌｐ（ｘ）（Ω） ； ｕ Ｌｐ（ｘ）（Ω） ＜ １ ， 则 ｕ ｐ ＋

Ｌｐ（ｘ）（Ω） ≤ ∫
Ω

ｕ ｐ（ｘ）ｄｘ ≤ ｕ ｐ －
Ｌｐ（ｘ）（Ω） 。

性质 ４　 如果 ｐ１（ｘ） ≤ ｐ２（ｘ） ， 则 Ｌｐ１（ｘ） ⊃ Ｌｐ２（ｘ） 。

性质 ５　 如果 ｐ（ｘ） ∈ Ｃ（Ω） ， 则存在一个常数 Ｃ ＞ ０ ， 使得 ｕ Ｌｐ（ｘ）（Ω） ≤ Ｃ Ñｕ Ｌｐ（ｘ）（Ω），∀ｕ ∈
Ｗ１，ｐ（ｘ）

０ （Ω）。

　 　 性质 ６ 　 如果 ｐ（ｘ） ∈ Ｃ（Ω） ， 且 ｐ（ｘ） ≤ ｑ（ｘ） ≤ ｎｐ（ｘ） ／ （ｎ － ｐ（ｘ）） ， 则 Ｗ１，ｐ（ｘ）（Ω） 嵌入到

Ｌｑ（ｘ）（Ω） 。

１　 主要结论
假设

ｉｎｆ ∫
Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ： ｕ ＝ １{ } ＞ ０， （２）

其中 Ｆ（ｕ） ＝ ∫ｕ
０
ｆ（ ｓ）ｄｓ ， Ｂ 是满足下面嵌入不等式的常数，

（∫
Ω
ｒＦ（ｕ）ｄｘ） １ ／ ｒ ≤ Ｂ Ñｕ ｐ（ｘ），ｕ ∈ Ｗ１，ｐ（ｘ）

０ （Ω）， （３）

Ｂ －１ ＝ ｉｎｆ
ｕ∈Ｗ１，ｐ（ｘ）０ （Ω）

Ñｕ ｐ（ｘ） ／ （∫ΩｒＦ（ｕ）ｄｘ） １ ／ ｒ， ｒ ∈ （ｐ（ｘ），ｎｐ（ｘ） ／ （ｎ － ｐ（ｘ））） 是一固定常数。

令

α１ ＝ Ｂ －ｒ ／ （ ｒ－ｐ（ｘ）），Ｅ１ ＝ （１ ／ ｐ（ｘ） － １ ／ ｒ）Ｂ －ｒｐ（ｘ） ／ （ ｒ－ｐ（ｘ））， （４）

Ｅ（ ｔ） ＝ ∫
Ω

Ñｕ ｐ（ｘ）ｄｘ ／ ｐ（ｘ） － ∫
Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ， （５）

Ｅ′（ ｔ） ＝ － ｕｔ
２
２ ≤０，ｔ ≥０。 下面给出问题 （１） 解的存在定理， 具体可参看文献 ［６］。

定理 １　 令 ｕ０ ∈ Ｌ∞ （Ω） ∩Ｗ１，ｐ（ｘ）
０ （Ω），ｆ（ｘ，ｔ，ｚ） ∈ Ｃ１（Ω × ［０，Ｔ］ × Ｒ） ， ｆ（ｘ，ｔ，ｚ） ≤ Ｃ０（φ（ｘ，ｔ） ＋

ｚ α） ， α ＜ ｐ － － １ 或 α ＝ ｐ － － １ 且 Ω （ Ω 表示 Ω的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度） 是足够小的， 问题 （１） 有一

个弱解 ｕ∈ Ｌ∞ （ＱＴ） ∩ Ｌ∞ （０，Ｔ；Ｗ１，ｐ（ｘ）
０ （Ω）），ｕｔ ∈ Ｌ２（Ω × （０，Ｔ））， 其中 φ≥０ ， φ∈ Ｌｋ（Ω × （０，Ｔ）），

ｋ ＞ （Ｎ － ｐ －） ／ ｐ － ， Ｃ０ 和 α 都是大于零的常数。
定理 ２　 令 ｆ 是满足式 （２）、 式 （３） 的 Ｃ（Ｒ） 函数且

ｓｆ（ ｓ） ≥ ｒＦ（ ｓ） ≥ ｓ ｒ，ｒ ＞ ｐ ＋ ＞ ２， （６）

·１１３·
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假设初值 Ｅ（０） ＜ Ｅ１ ， Ñｕ０ ｐ（ｘ） ＞ α１ ， 则解 ｕ（ｘ，ｔ） 关于方程 （１） 在有限时间内爆破。 其中， Ｅ１，α１

是正常数。

２　 定理 ２ 的证明
引理 １　 假设 ｕ 是方程 （１） 的解， Ｅ（０） ＜ Ｅ１ ， Ñｕ０ ｐ（ｘ） ＞ α１ ， 则存在一个正常数 α２ ＞ α１ ， 使

Ñｕ ｐ（ｘ） ≥ α２，∀ｔ ≥０， （７）

（ ｒ∫
Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ） １ ／ ｒ ≥ Ｂα２，∀ｔ ≥０。 （８）

　 　 证明　 由式 （３）、 式 （５）， 有 ∫
Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ ＝ ∫

Ω
Ñｕ ｐ（ｘ）ｄｘ ／ ｐ（ｘ） － Ｅ（ ｔ） ≤ Ｂｒ

Ñｕ ｒ
ｐ（ｘ） ／ ｒ ，

Ｅ（ ｔ） ≥ Ñｕ ｐ（ｘ）
ｐ（ｘ） ／ ｐ（ｘ） － Ｂｒ

Ñｕ ｒ
ｐ（ｘ） ／ ｒ ＝ αｐ（ｘ） ／ ｐ（ｘ） － Ｂｒαｒ ／ ｒ： ＝ ｇ（α）， （９）

其中 α ＝ Ñｕ ｐ（ｘ） ， 则 ｇ′（α） ＝ αｐ（ｘ） －１（１ － Ｂｒαｒ－ｐ（ｘ）） 。 当 α ＞ α１ 时， Ｂｒαｒ－ｐ（ｘ） ＞ Ｂｒα１
ｒ－ｐ（ｘ） ＝ １ ， 则

ｇ′（α） ＜ ０ ， ｇ（α） 为减函数； 当 ０ ＜ α ＜ α１ 时， Ｂｒαｒ－ｐ（ｘ） ＜ Ｂｒα１
ｒ－ｐ（ｘ） ＝ １ ， 则 ｇ′（α） ＞ ０ ， ｇ（α） 为增

函数。 所以 ｇ（α） 在 α１ 处取得最大值。 记 ｇ（α１） ＝ Ｅ１ ， 则 Ｅ（０） ＜ Ｅ１ ， 所以存在 α２ ＞ α１ ， 使得

ｇ（α２） ＝ Ｅ（０） 。 令 α０ ＝ Ñｕ０ ｐ（ｘ） ， 由式 （９） 有 ｇ（α０） ≤ Ｅ（０） ＝ ｇ（α２） ， 则 α０ ＞ α２ ＞ α１ 。
下面用反证法来证明式 （７）。 对于某 ｔ０ ＞ ０ ， 有 Ñｕ（·，ｔ０） ｐ（ｘ） ＜ α２ ， 选取适当的 ｔ０ 使得

Ñｕ（·，ｔ０） ｐ（ｘ） ＞ α１ ， 则有 Ｅ（ ｔ０） ≥ ｇ（ Ñｕ（·，ｔ０） ｐ（ｘ）） ＞ ｇ（α２） ＝ Ｅ（０） 。 这与 Ｅ（ ｔ） 是减函数矛盾。
所以对于 ∀ｔ≥０ ， Ｅ（ ｔ） ≤ Ｅ（０） ， 则 Ñｕ ｐ（ｘ） ≥ α２ ， 式 （７） 成立。 由式 （５） 有 Ñｕ ｐ（ｘ）

ｐ（ｘ） ／ ｐ（ｘ） ≤

Ｅ（０） ＋ ∫
Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ ， 所以， ∫

Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ ≥ Ñｕ ｐ（ｘ）

ｐ（ｘ） ／ ｐ（ｘ） － Ｅ（０） ≥ αｐ（ｘ）
２ ／ ｐ（ｘ） － Ｅ（０） ＝ αｐ（ｘ）

２ ／ ｐ（ｘ） －

αｐ（ｘ）
２ ／ ｐ（ｘ） ＋ Ｂｒαｒ

２ ／ ｒ ＝ Ｂｒαｒ
２ ／ ｒ。 有 （ ｒ∫

Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ） １ ／ ｒ ≥ Ｂα２ ， 对于 ∀ｔ ≥０ 。 即式 （８） 成立。

下面考虑 Ｅ（０） ＜ Ｅ１ 且 Ñｕ ｐ（ｘ） ≥ α１ 。 令

Ｈ（ ｔ） ＝ Ｅ１ － Ｅ（ ｔ），ｔ ≥０。 （１０）

　 　 引理 ２　 对于 ∀ｔ ≥０ ， 有 ０ ＜ Ｈ（０） ≤ Ｈ（ ｔ） ≤ ∫
Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ 。

　 　 证明　 对于 ∀ｔ ≥０ ， 有 Ｅ′（ ｔ） ≤ ０ 。 又 Ｈ′（ ｔ） ＝ － Ｅ′（ ｔ） ≥ ０ ， 所以，
Ｈ（ ｔ） ≥ Ｈ（０） ＝ Ｅ１ － Ｅ（０） ＞ ０，ｔ ≥０ 。 （１１）

由 Ｈ（ ｔ） ＝ Ｅ１ － Ｅ（ ｔ） 和式 （５） 得： Ｈ（ ｔ） ＝ Ｅ１ － Ñｕ ｐ（ｘ）
ｐ（ｘ） ／ ｐ（ｘ） ＋ ∫

Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ 。 由引理 １ 有： Ｅ１ －

Ñｕ ｐ（ｘ）
ｐ（ｘ） ／ ｐ（ｘ） ≤ Ｅ１ － αｐ（ｘ）

１ ／ ｐ（ｘ） ＝ － Ｂｒαｒ
１ ／ ｒ ＜ ０ ， ∀ｔ ≥０ 。 所以，

Ｈ（ ｔ） ≤ ∫
Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ，∀ｔ ≥０ 。 （１２）

又由式 （１１） 和式 （１２） 得 ０ ＜ Ｈ（０） ≤ Ｈ（ ｔ） ≤ ∫
Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ ， 引理 ２ 证毕。

下面证明定理 ２。 首先定义

Ｇ（ ｔ） ＝ ∫
Ω
ｕ２（ｘ，ｔ）ｄｘ ／ ２， （１３）

则 Ｇ′（ ｔ） ＝ ∫
Ω
ｕｕｔｄｘ ＝ ∫

Ω
ｕ［ｄｉｖ（Ñｕ） ｐ（ｘ） －２

Ñｕ ＋ ｆ（ｕ）］ｄｘ ＝ ∫
Ω
ｕｆ（ｕ）ｄｘ － ∫

Ω
Ñｕ ｐ（ｘ）ｄｘ。 由式 （５） 和式

（１０） 得：

Ｇ′（ ｔ） ＝ ∫
Ω
ｕｆ（ｕ）ｄｘ － ｐ（ｘ）Ｅ（ ｔ） － ｐ（ｘ）∫

Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ ＝ ∫

Ω
ｕｆ（ｕ）ｄｘ －

ｐ（ｘ）Ｅ１ ＋ ｐ（ｘ）Ｈ（ ｔ） － ｐ（ｘ）∫
Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ 。 （１４）

·２１３·
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由式 （４） 和式 （８） 得：
ｐ（ｘ）Ｅ１ ＝ ｐ（ｘ）（１ ／ ｐ（ｘ） － １ ／ ｒ）Ｂ －ｒｐ（ｘ） ／ （ ｒ－ｐ（ｘ）） ＝ （ ｒ － ｐ（ｘ））Ｂｒαｒ

１ ／ ｒ ＝

αｒ
１（ ｒ － ｐ（ｘ））Ｂｒαｒ

２ ／ （ ｒαｒ
２） ≤ αｒ

１（ ｒ － ｐ（ｘ））∫
Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ ／ αｒ

２。 （１５）

由式 （６）、 式 （１４） 和式 （１５） 得：

Ｇ′（ ｔ） ≥ ∫
Ω
ｕｆ（ｕ）ｄｘ － αｒ

１（ ｒ － ｐ（ｘ））∫
Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ ／ αｒ

２ ＋ ｐ（ｘ）Ｈ（ ｔ） － ｐ（ｘ）∫
Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ ＝

∫
Ω
ｕｆ（ｕ）ｄｘ － ［αｒ

１（ ｒ － ｐ（ｘ）） ／ αｒ
２ ＋ ｐ（ｘ）］∫

Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ ＋ ｐ（ｘ）Ｈ（ ｔ） ≥

∫
Ω
ｒＦ（ｕ）ｄｘ － （αｒ

１（ ｒ － ｐ（ｘ）） ／ αｒ
２ ＋ ｐ（ｘ））∫

Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ ＋ ｐ（ｘ）Ｈ（ ｔ） ＝

（１ － αｒ
１ ／ αｒ

２）（ ｒ － ｐ（ｘ））∫
Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ ＋ ｐ（ｘ）Ｈ（ ｔ） ＝ Ｃ０∫

Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ ＋ ｐ（ｘ）Ｈ（ ｔ） ≥ ０， （１６）

其中 Ｃ０ ＝ （１ － αｒ
１ ／ αｒ

２）（ ｒ － ｐ（ｘ）） ＞ ０ ， ｒ ＞ ｐ（ｘ） 且 α２ ≥ α１ 。
下面估计 Ｇｒ ／ ２（ ｔ） 。 由式 （６）、 式 （１３） 和 Ｈöｌｄｅｒ 不等式得：

Ｇｒ ／ ２（ ｔ） ＝ （∫
Ω
ｕ２（ｘ，ｔ）ｄｘ ／ ２） ｒ ／ ２ ≤ ［（∫

Ω
（ｕ２） ｒ ／ ２ｄｘ） ２ ／ ｒ（∫

Ω
１ ｒ ／ （ ｒ－２）ｄｘ） （ ｒ－２） ／ ｒ ／ ２］ ｒ ／ ２ ≤

Ｃ∫
Ω
ｕｒｄｘ ＝ Ｃ ｕ ｒ

ｒ ≤ ｒＣ∫
Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ 。 （１７）

由式 （１６） 和式 （１７） 得：

Ｇ′（ ｔ） ≥ Ｃ０∫
Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ ＋ ｐ（ｘ）Ｈ（ ｔ） ≥ Ｃ０Ｇｒ ／ ２（ ｔ） ／ （ ｒＣ） ＋ ｐ（ｘ）Ｈ（ ｔ） ≥ γＧｒ ／ ２（ ｔ）。 （１８）

其中 γ ＝ Ｃ０ ／ （ ｒＣ） ， 对式 （１８） 积分得： Ｇｒ ／ ２－１（ ｔ） ≥ １ ／ ［Ｇ１－ｒ ／ ２（０） － （ ｒ ／ ２ － １）γｔ］ ， 因此 Ｇ 在 ｔ∗ ≤
Ｇｒ ／ ２－１（０） ／ ［（ ｒ ／ ２ － １）γ］ 时爆破， 定理 ２ 证毕。
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