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一类基尔霍夫型方程非平凡解的存在性

蓝永艺

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 考虑具有 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边值问题的非线性 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 型问题 － （ａ ＋ ｂ ∫
Ω

Ñｕ
２
ｄｘ）Δｕ ＝ ｆ（ｘ，ｕ） 的非平

凡解的存在性。 在具有更一般增长性条件的非线性项 ｆ 赋予适当的条件下， 通过变分法和一些分析技巧给

出了其非平凡解的存在性定理。
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∫
Ω

Ñｕ
２
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０　 引言
考虑下面具有 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边值问题的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 型方程：

－ （ａ ＋ ｂ∫ Ñｕ ２ｄｘ）Δｕ ＝ ｆ（ｘ，ｕ）， ｘ ∈ Ω，

ｕ ＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω，
{ （１）

其中， Ω 是 Ｒ３ 的非空有界开集， 且 ａ，ｂ ＞ ０，ｆ（ｘ，ｔ） ∈ Ｃ（Ω × Ｒ） ， 并且规定 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间 Ｈ１
０（Ω） 中的

范数为： ｕ ＝ （∫
Ω

Ñｕ ２ｄｘ）１ ／ ２ ， 则问题 （１） 中的解可以等价于它所对应的能量泛函的临界点： Ｉ（ｕ） ＝

ａ∫
Ω

Ñｕ ２ｄｘ ／ ２ ＋ ｂ（∫
Ω

Ñｕ ２ｄｘ） ２ ／ ４ － ∫
Ω
Ｆ（ｘ，ｕ）ｄｘ， 其中 Ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ∫ ｔ

０
ｆ（ｘ，ｓ）ｄｓ ．

对于问题 （１） 的可解性条件， 近年来引起众多学者的广泛关注， 出现了很多应用变分法来研究

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 型方程的文献［１ － １４］， 并给出了很多非线性项 ｆ 在无穷远点及零点的可解性条件。 本文从不同

的角度给出方程 （１） 的可解性条件。
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１　 主要结果
定理 １　 假设以下条件 （Ｆ１）—（Ｆ４） 成立： （Ｆ１） 对任意的 ε ＞ ０，∃α（ε） ＞ ０ ， 且使得 ｆ（ｘ，ｔ） ｔ ≤

ε ｔ ２∗ ＋ α（ε） 对 ∀ｔ ∈ Ｒ，ｘ ∈ Ω 成立， 其中 ２∗ ＝ ２Ｎ ／ （Ｎ － ２） ＝ ６ 是 Ｓｏｂｏｌｅｖ 临界指数； （Ｆ２） 存在

θ ∈（０，１ ／ ４），Ｍ都为常数， 且使得 ｆ（ｘ，ｔ） ｔ≤ θｔｆ（ｘ，ｔ），对∀ ｔ ≥Ｍ； （Ｆ３） ｌｉｍ
ｔ→０

ｓｕｐ［ ｆ（ｘ，ｔ） ／ （ ｔ ｔ ２）］ ≤

λ１ｂ，对 ａ． ｅ． ｘ ∈ Ω 一致； （Ｆ４） ｌｉｍ
ｔ→∞

ｉｎｆ［ ｆ（ｘ，ｔ） ／ ｔ ｔ ２）］ ≥ λ１ｂ ＋ ε，对 ａ． ｅ． ｘ ∈ Ω 一致， 其中 ε ＞ ０ 且为

常数， λ１ ＝ ｉｎｆ ｕ ４：ｕ ∈ Ｈ１
０（Ω），∫

Ω
ｕ ４ｄｘ ＝ １{ } ＞ ０ 为方程

－ （∫
Ω

Ñｕ ２ｄｘ）Δｕ ＝ λｕ３， ｘ ∈ Ω，

ｕ ＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω，
{ （２）

的第一特征值［１］，那么方程（１）至少会有一个非零解。
由定理 １ 容易得到推论 １。
推论 １　 设定理１ 中的条件 （Ｆ２）—（Ｆ４） 以及下列条件 （Ｆ１′） 成立， （Ｆ１′） ｌｉｍ

ｔ→∞
［ｆ（ｘ，ｔ） ／ （ｔ ｔ ２∗－２）］ ＝

０，对 ａ． ｅ． ｘ ∈ Ω 一致成立， 那么方程（１）至少会有一个非零解。

２　 定理 １ 的证明
证明过程应用山路引理，为此首先逐条验证应用山路引理的条件。
第一步： （Ｐ． Ｓ． ） 条件。 设 ｛ｕｎ｝ ⊂ Ｈ１

０（Ω） 是 Ｐ． Ｓ －序列，也就是说 ｛ｕｎ｝ 满足： Ｉ（ｕｎ） 有界， Ｉ′（ｕｎ） →

０， 当 ｎ → ∞。 要证明 ｛ｕｎ｝ 存在强收敛的子列 ｛ｕｎｊ｝ ，回顾泛函 Ｉ 为 Ｉ（ｕ） ＝ ａ∫
Ω

Ñｕ ２ｄｘ ／ ２ ＋

ｂ（∫
Ω

Ñｕ ２ｄｘ） ２ ／ ４ － ∫
Ω
Ｆ（ｘ，ｕ）ｄｘ ，且是 Ｃ１ ，它的导数为： 〈 Ｉ′（ｕ），ｖ〉 ＝ （ａ ＋ ｂ ｕ ２）∫

Ω
Ñｕ·Ñｖｄｘ － ∫

Ω
ｆ（ｘ，

ｕ）ｖｄｘ，其中 ｕ，ｖ ∈ Ｈ１
０（Ω）。

以下先证明 ｛ｕｎ｝ 是有界的。 事实上，当 （Ｆ２） 这个条件满足后，且 ｆ的连续性对充分大的 ｎ ， Ｃ，Ｃ１，

Ｃ２ ＞ ０ 时，有： Ｃ ≥ Ｉ（ｕｎ） － θ〈 Ｉ′（ｕｎ），ｕｎ〉 ＝ （ａ ／ ２ － θａ） ｕｎ
２ ＋ （ｂ ／ ４ － θｂ） ｕｎ

４ ＋ ∫
Ω
（θｕｎ ｆ（ｘ，ｕｎ） －

Ｆ（ｘ，ｕｎ））ｄｘ ≥ （ａ ／ ２ － θａ） ｕｎ
２ ＋ （ｂ ／ ４ － θｂ） ｕｎ

４ ＋ ∫
ｕｎ（ｘ） ≥Ｃ１

（θｕｎ ｆ（ｘ，ｕｎ） － Ｆ（ｘ，ｕｎ））ｄｘ － Ｃ２ 。 又

因为假设中有 Ｉ′（ｕｎ） →０ ，所以有 〈 Ｉ′（ｕｎ），ｕｎ〉 ＜ ｕｎ ，当 ｎ充分大时，所以由此得 ｛ｕｎ｝ 在 Ｈ１
０（Ω） 是

有界的。
接下来证明 ｛ｕｎ｝ 有强收敛的子列。 因为 ｛ｕｎ｝ 在 Ｈ１

０（Ω） 有界，则由连续嵌入定理，有： ｕｎ
２∗
２∗ ≤

Ｃ１ ＜ ∞， 对任意的 ｎ 成立，且存在 ｛ｕｎ｝ 的子列，仍然把它记为 ｛ｕｎ｝ ，那么有： ｕｎ 弱收敛于 ｕ 在 Ｈ１
０（Ω），

且 ｕｎ → ｕ 在 Ｌｒ（Ω） 中，这里的 ２ ≤ ｒ ＜ ２∗ 。 又因为（ Ｆ１ ）条件，所以对 ∀ε ＞ ０，∃α（ε） ＞ ０ ，会使得：

ｆ（ｘ，ｔ） ≤ ε ｔ ２∗ ／ （２Ｃ１） ＋ α（ε），对 ∀ｔ ∈ Ｒ，ａ． ｅ． ｘ ∈ Ω． 。 接下来令 δ ＝ ε ／ （２ａ（ε）） ＞ ０，Ｅ ⊆ Ω，

ｍｅｓＥ ＜ δ， 则有 ∫
Ｅ

ｆ（ｘ，ｕｎ）ｕｎｄｘ ≤ ∫ Ｅｆ（ｘ，ｕｎ）ｕｎ ｄｘ ≤ ∫
Ｅ

α（ε）ｄｘ ＋ ε ∫
Ｅ

ｕｎ

２∗

ｄｘ ／ （２Ｃ１） ≤ ε ／ ２ ＋ ε ／ ２ ＝

ε， 所以 ∫
Ω
ｆ（ｘ，ｕｎ）ｕｎｄｘ，ｎ ∈ Ｎ{ } 是等度连续的，又由 Ｖｉｔａｌｉ 收敛定理，有

∫
Ω
ｆ（ｘ，ｕｎ）ｕｎｄｘ → ∫

Ω
ｆ（ｘ，ｕ）ｕｄｘ。 （３）

再由 （Ｆ１） 条件，对 ∀ε ＞ ０，∃α（ε） ＞ ０ ，会使得： ｆ（ｘ，ｔ） ≤ ε ｔ ２∗－１ ／ （２ｃ１ｃ２） ＋ α（ε），对 ∀ｔ ∈ Ｒ，

·０８３·



　 第 ５ 期 蓝永艺：一类基尔霍夫型方程非平凡解的存在性

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

ｘ ∈ Ω。 这里 ｃ１ ≥ （∫
Ω

ｕｎ

２∗

ｄｘ）
（２∗－１） ／ ２∗

，对 ∀ｎ 成立； ｃ２： ＝ （∫
Ω

ｕ
２∗

ｄｘ）
１ ／ ２∗

是正常数，则由 Ｈｏｌｄｅｒｓ 不

等式，对 ∀Ｅ ⊆ Ω 时有：

∫
Ｅ

ｕｎ
２∗－１ ｕ ｄｘ ≤ （∫

Ｅ
ｕｎ

２∗－１ｄｘ）
（２∗－１） ／ ２∗

（∫
Ｅ

ｕ ２∗ｄｘ）
１ ／ ２∗

≤ ｃ１ｃ２。

再令 δ ＝ （ε ／ （２ｃ１ａ（ε））） ２∗ ／ （２∗－１） ＞ ０，Ｅ ⊆ Ω，ｍｅｓＥ ＜ δ， 则有：

∫
Ｅ

ｆ（ｘ，ｕｎ）ｕｄｘ ≤ ∫
Ｅ

ｆ（ｘ，ｕｎ）ｕ ｄｘ ≤ ∫
Ｅ

α（ε） ｕ ｄｘ ＋ ε ∫
Ｅ

ｕｎ

２∗－１

ｕ ｄｘ ／ （２ｃ１ｃ２） ≤ ε ／ ２ ＋ ε ／ ２ ＝ ε，

所以， ∫
Ω
ｆ（ｘ，ｕｎ）ｕｄｘ，ｎ ∈ Ｎ{ } 也是等度连续的，再依然由 Ｖｉｔａｌｉ 收敛定理，会有

∫
Ω
ｆ（ｘ，ｕｎ）ｕｄｘ → ∫

Ω
ｆ（ｘ，ｕ）ｕｄｘ。 （４）

又因为

〈 Ｉ′（ｕｎ），ｕ〉 ＝ （ａ ＋ ｂ ｕｎ
２）∫

Ω
Ñｕｎ·Ñｕｄｘ － ∫

Ω
ｆ（ｘ，ｕｎ）ｕｄｘ →０， （５）

〈 Ｉ′（ｕｎ），ｕｎ〉 ＝ （ａ ＋ ｂ ｕｎ
２）∫

Ω
Ñｕｎ·Ñｕｎｄｘ － ∫

Ω
ｆ（ｘ，ｕｎ）ｕｎｄｘ →０， （６）

所以由式（３）—式（６），有 ｕｎ → ｕ 。 又由 Ｋａｄｅｃ － Ｋｌｅｅ 性质，可得 ｕｎ → ｕ ，在 Ｈ１
０（Ω） 。

第二步：证明满足山路几何结构。 验证：存在正常数 α，ρ ，使得

Ｉ ∂Ｂρ
≥ α， （７）

这里的 Ｂρ 是中心为 θ、 半径为 ρ 的球。 事实上， 在 （Ｆ３） 条件中， 蕴含了 ∃常数 δ ＞ ０ ， 会使得： ｆ（ｘ，
ｔ） ／ ｔ３ ≤ λ１ｂ，当 ０ ＜ ｔ ＜ δ。 从而 Ｆ（ｘ，ｔ） ≤ λ１ｂｔ４ ／ ４，当 ｔ ＜ δ。 则再由 （Ｆ１） 条件， 即可得常数 Ｃ１ 使

得对 ∀ｔ ∈ Ｒ ， 都有 Ｆ（ｘ，ｔ） ≤ λ１ｂｔ４ ／ ４ ＋ Ｃ１ ｔ ２∗ ， 这里 ｕ ４ ≥ λ１ ｕ ４
４ 对 ∀ｕ ∈ Ｈ１

０（Ω） 。 所以，

Ｉ（ｕ） ＝ ａ ｕ ２ ／ ２ ＋ ｂ ｕ ４ ／ ４ － ∫
Ω
Ｆ（ｘ，ｕ）ｄｘ ≥ ａ ｕ ２ ／ ２ ＋ ｂ ｕ ４ ／ ４ － λ１ｂ∫

Ω
ｕ４ｄｘ ／ ４ －

ｃ∫
Ω

ｕ ６ｄｘ ≥ ａ ｕ ２ ／ ２ － ｃ ｕ ６。

这样即说明了， ∃γ 和 ρ 会满足 Ｉ（ｕ） ≥ ρ，当 ｕ ＝ γ 时。 因为 （Ｆ４） 条件， 所以存在 Ｃ３ ＞ ０ ， 使得

Ｆ（ｘ，ｔ） ＞ （λ１ｂ ＋ ｃ） ｔ４ ／ ４ － Ｃ３，∀ｘ ∈ Ω，∀ｔ ＞ ０。 所以有：

Ｉ（ ｔφ１） ＝ ａｔ２ φ１
２ ／ ２ ＋ ｂｔ４ φ１

４ ／ ４ － ∫
Ω
Ｆ（ｘ，ｔφ１）ｄｘ ≤ ａｔ２ φ１

２ ／ ２ ＋ ｂｔ４ φ１
４ ／ ４ －

（λ１ｂ ＋ ｃ）∫
Ω
φ４

１ｄｘ ／ ４ ＋ ｃ Ω →－ ∞，

当 ｔ→∞ ， 这里的 φ１ 是方程 （２） 的第一特征值 λ１ 对于的特征函数。
取定足够大的 ｔ ＞ ０ ， 且使得 Ｉ（ ｔφ１） ＜ ０ 及 ｔ φ１ ＞ γ。 再令 ｕ１： ＝ ｔφ１ ∈ Ｈ１

０（Ω） ， 所以 ∃γ 和

ρ ＞ ０ ， 使得 Ｉ（ｕ１） ＜ ０， ｕ１ ＞ γ 且式 （７） 成立， 由此即证得能量泛函 Ｉ 具有山路几何结构。
第三 步： 泛 函 Ｉ 的 临 界 值。 ｕ１ 为 第 二 步 中 得 到 的， 定 义 Γ： ＝ ｛γ：Ｃ［０，１］ →

Ｈ１
０（Ω） γ（０） ＝ ０，γ（１） ＝ ｕ１｝。 ｃ０： ＝ ｉｎｆ

γ∈Γ
ｍａｘ
０≤ｔ≤１

Ｉ（γ（ ｔ）） ， 则 ｃ０ 为泛函 Ｉ 的临界值。 由山路引理即可以

求得方程 （１） 的非平凡解。
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