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Ｈ１ （ＲＮ ） 上一类带限制的 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的正负解

刘竞坤１， 范　 琦２

（１． 集美大学诚毅学院， 福建 厦门 ３６１０２１； ２． 厦门思泰克智能科技股份有限公司， 福建 厦门 ３６１１００）

［摘要］ 应用变分方法， 以拓扑度理论为依据， 研究 Ｈ１（ＲＮ） 空间上一类带限制的半线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ
方程。 通过构造适当的伪梯度向量场， 解决带限制的半线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的 Ｃａｕｃｈｙ 问题， 证明其在周期

和适当限制条件下解的存在性， 并获得带限制的半线性椭圆特征问题的一个正解与一个负解。
［关键词］ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程； 正解； 负解； 周期； （ＰＳ） ｃ 序列； 拓扑度理论
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０　 引言
Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程是原子物理学中处理非相对论问题的有力工具， 它反映了微观粒子的状态随时间

变化的规律， 其近似解不仅奠定了量子力学、 量子化学、 量子生物学、 物质结构等学科的基础， 还促

进了现代科学技术的发展。 在量子力学中， 一个微观粒子的量子态用波函数来描述， 当波函数确定

后， 粒子的任何一个量子力学的平均值以及它取各种能测量的值的概率都能够完全被确定。 于是在量

子力学中， 最核心的问题便是给定初始状态后波函数如何随时间演变的问题， 也就是数学上所说的

Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的 Ｃａｕｃｈｙ 问题。 由于这个问题的重要性， 自 ２０ 世纪以来， 数学家和物理学家们开始

对它进行了广泛而深入的研究， 特别是近几十年来， 它一直是数学界的研究热点。
本文考虑了一类带限制的 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程正负解的存在性： 给定 ｒ ＞０， 找出 ｕ∈ Ｈ１（ＲＮ） ， 满足：
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－ Δｕ ＋ ａ（ｘ）ｕ ＝ λｆ（ｘ，ｕ），ｘ ∈ ＲＮ，ｕ ∈ Ｈ１（ＲＮ），

∫
ＲＮ
（ ∇ｕ ２ ＋ ａ（ｘ）ｕ２）ｄｘ ＝ ｒ２，

ｕ（ｘ） → ０， ｘ →＋∞。

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１）

如果 ｕ 是正的， 则称 ｕ 为方程 （１） 的一个正解； 如果 ｕ 是负的， 则称 ｕ 为方程 （１） 的一个负解。
对问题 （１）， 一些文献在泛函 ａ 与 ｆ 不满足周期性的情况下获得了一些结论： 刘竞坤［１］给出了方

程 （１） 的 ３ 个解； Ｌｉｕ 等［２］ 证明了方程 （１） 变号解与多解的存在性； Ｋｒｙｓｚｅｗｓｋｉ 等［３］ 对半线性

Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程

－ Δｕ ＋ ａ（ｘ）ｕ ＝ ｆ（ｘ，ｕ），ｘ ∈ ＲＮ，ｕ ∈ Ｈ１（ＲＮ） （２）
进行了研究， 在泛函 ａ 与 ｆ 满足周期性的情况下得到方程 （２） 的一个非平凡解； 若 ｆ 关于 ｕ 是奇的，
进一步得到方程 （２） 的无穷多个解。 而后， 刘竞坤［４］证明半线性椭圆方程

－ Δｕ ＋ ａ（ｘ）ｕ ＝ ｆ（ｘ，ｕ），ｘ ∈ ＲＮ，ｕ ∈ Ｈ１（ＲＮ），
ｕ（ｘ） → ０， ｘ →＋∞，{ （３）

至少存在一个正解与一个负解。
假设方程 （１） 中 ａ（ｘ） 满足如下 ２ 个条件： （Ａ１） ａ（ｘ） ∈ Ｃ（ＲＮ，Ｒ） 关于 ｘｊ（ ｊ ＝ １，２，…，Ｎ） 满足周

期性， 且 ａ（ｘ） ＞ ０ ； （Ａ２） ０ 位于 σ（ － Δ ＋ ａ） 的谱隙中， 其中 σ（ － Δ ＋ ａ） 表示算子 － Δ ＋ ａ 的谱。 而

ｆ（ｘ，ｕ） 满足下列 ４ 个条件： （Ｆ１） ｆ（ｘ，ｕ） ∈ Ｃ（ＲＮ × Ｒ，Ｒ） ， 关于 ｘｊ（ ｊ ＝ １，２，…，Ｎ） 满足周期性； （Ｆ２）
当 ｕ→０ 时， ｆ（ｘ，ｕ） ＝ ｏ（ ｕ ） 关于 ｘ∈ＲＮ 一致成立； （Ｆ３） 存在 γ ＞２， 使得 ０ ＜ γＦ（ｘ，ｕ） ≤ ｕｆ（ｘ，ｕ），

ｘ∈ＲＮ， ｕ ∈ Ｒ ＼ ｛０｝ ， 其中 Ｆ（ｘ，ｕ） ∶ ＝ ∫ ｕ

０
ｆ（ｘ，ξ）ｄξ ； （Ｆ４） 存在常数 Ｃ ＞ ０， 使得 ｆ（ｘ，ｕ） ≤ Ｃ（１ ＋

ｕ ｐ－１） ， ｘ∈ＲＮ， ｕ∈Ｒ， 其中， 当 Ｎ ＝ １， ２ 时， ｐ ＞ ２； 当 Ｎ≥３ 时， ２ ＜ ｐ ＜ ２∗ ＝ （２Ｎ） ／ （Ｎ － ２）。

１　 泛函的构造与相关性质
定义 Ｅ ∶ ＝ Ｈ１（ＲＮ） ， 自伴算子 Ｌ： Ｅ→Ｅ

（Ｌｕ，ｖ） ∶ ＝ ∫
ＲＮ
（∇ｕ·∇ｖ ＋ ａ（ｘ）ｕｖ）ｄｘ， ｕ，ｖ ∈ Ｅ， （４）

Ｄｒ ∶ ＝ ｛ｕ ∈ Ｅ：∫
ＲＮ
（ ∇ｕ ２ ＋ ａ（ｘ）ｕ２）ｄｘ ＝ ｒ２｝， （５）

Ｆ（ｘ，ｕ） ∶ ＝ ∫ ｕ

０
ｆ（ｘ，ｔ）ｄｔ， ｕ ∈ Ｒ， （６）

Ｊ（ｕ） ∶ ＝ － ∫
ＲＮ
Ｆ（ｘ，ｕ（ｘ））ｄｘ， ｕ ∈ Ｅ， （７）

〈Ｊ′（ｕ），ｖ〉 ∶ ＝ － ∫
ＲＮ
（ｘ，ｕ（ｘ））ｖ（ｘ）ｄｘ， ｕ，ｖ ∈ Ｅ， （８）

Ｉ： ＝ Ｊ Ｄｒ。 （９）

由 Ｚｅｉｄｌｅｒ［５］可知：
Ｉ′（ｕ） ＝ Ｊ′（ｕ） － （Ｊ′（ｕ），ｕ）ｕ ／ （Ｌｕ，ｕ），ｕ ∈ Ｄｒ。 （１０）

由文献 ［６］ Ｔｈｅｏｒｅｍ ＸＩＩＩ􀆰 １００ 得： 算子 Ｌ 有由互不相交的闭区间构成的有下界的纯绝对连续谱。 再

由 （Ａ２） 与 Ｒｉｅｓｚ 空间分解定理［７］得： 空间 Ｅ 可分解为 Ｌ 的两个无限维不变正交子空间 Ｙ 与 Ｚ， 即

Ｅ ＝ Ｙ⊕Ｚ， 其中 Ｙ 为正定的， Ｚ 为负定的。 令 Ｐ：Ｅ → Ｙ ， Ｑ：Ｅ → Ｚ 为其对应的正交投影。 构造 Ｅ 上的

一个内积 〈ｕ，ｖ〉 ∶ ＝ （Ｌ（Ｐ － Ｑ）ｕ，ｖ），ｕ，ｖ∈ Ｅ 对应的范数为 ｕ ∶ ＝ 〈ｕ，ｕ〉 ，ｕ∈ Ｅ ， 则内积 〈·，·〉 与

（·，·） 等价， 且 Ｙ 与 Ｚ 关于内积 〈·，·〉 正交。 由式 （１０） 易得

〈 Ｉ′（ｕ），ｖ〉 ∶ ＝ 〈Ｊ′（ｕ），ｖ〉 － 〈Ｊ′（ｕ）ｕ，ｕ〉 ／ ｒ２， ｕ ∈ Ｄｒ，ｖ ∈ Ｅ。 （１１）

·６７·
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由文献 ［２］ 可知： Ｉ 的临界点与问题 （１） 的解一一对应， 其中 λ ＝ － ｒ２ ／ 〈Ｊ′（ｕ），ｕ〉 Ｈ 。 从现在起，
Ｋ 表示 Ｉ 的临界点所构成的集合， Ｋｃ 表示 Ｉ 在水平 ｃ 的临界点所构成的集合， 即 Ｋ ∶ ＝ ｛ｕ ∈ Ｄｒ：
Ｉ′（ｕ） ＝ ０｝ ， Ｋｃ ∶ ＝ ｛ｕ ∈ Ｋ：Ｉ（ｕ） ＝ ｃ｝ ， Ｉβ ∶ ＝ ｛ｕ ∈ Ｄｒ：Ｉ（ｕ） ≤ β｝ ， Ｉα ∶ ＝ ｛ｕ ∈ Ｄｒ：Ｉ（ｕ） ≥ α｝ ， Ｉβα ∶ ＝
Ｉβ ∩Ｉα 。

根据 ｆ（ｘ，ｕ） 所满足的条件可知： 对任意 ε ＞ ０， 存在只与 ε 有关的 Ｃ１，Ｃ２ ＞ ０ ， 使得

ｆ（ｘ，ｕ） ≤ ε ｕ ＋ Ｃ１ ｕ ｐ－１， ｘ ∈ ＲＮ，ｕ ∈ Ｒ， （１２）
Ｆ（ｘ，ｕ） ≥ Ｃ２ ｕ γ － ε ｕ ２，ｘ ∈ ＲＮ，ｕ ∈ Ｒ， （１３）

从而

∫
ＲＮ
Ｆ（ｘ，ｕ）ｄｘ ＝ ｏ（ ｕ ２）， ｕ →０， （１４）

且存在 ρ ＞ ０， 使得

ｂ ∶ ＝ ｉｎｆ
Ｓρ∩Ｙ

Ｊ ＞ － ρ２ ／ ２， （１５）

其中， Ｓρ 是以 Ｏ 为中心、 ρ 为半径的球面。
命题 １　 若 ｙ０∈Ｙ， ｙ０ ＝ １， 则存在 ρ ＞ ０， Ｒ ＞ ρ， 使得 ｍａｘ

∂Ｍ
Ｉ ＝ － ｒ２ ／ ２ ， Ｓ ∶ ＝ ｓｕｐ

􀭺Ｍ
Ｉ ＜ ∞ ， 其中

Ｍ ∶ ＝ ｛ｕ ＝ θｙ０ ＋ ｚ：ｚ ∈ Ｚ， ｕ ＜ Ｒ，θ ＞ ０｝ ， ∂Ｍ ∶ ＝ 􀭺Ｍ ＼Ｍ ＝ ｛ｕ ＝ θｙ０ ＋ ｚ：ｚ ∈ Ｚ， ｕ ＝ Ｒ，θ ≥０｝ ∪ ｛ｕ ＝
θｙ０ ＋ ｚ：ｚ ∈ Ｚ， ｕ ≤ Ｒ，θ ＝ ０｝ 。

证明　 由式 （１３） 与 Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入定理［８］得， 对任意 ε ＞ ０ 有： Ｉ（θｙ０ ＋ ｚ） ＝ － ｒ２ ／ ２ ＋ θｙ０
２ ／ ２ －

ｚ ２ ／ ２ － ∫
ＲＮ
Ｆ（ｘ，θｙ０ ＋ ｚ）ｄｘ ≤－ ｒ２ ／ ２ ＋ θ２ ／ ２ － ｚ ２ ／ ２ － ∫

ＲＮ
（Ｃ２ θｙ０ ＋ ｚ γ － ε θｙ０ ＋ ｚ ２）ｄｘ ＝ － ｒ２ ／ ２ ＋

θ２ ／ ２ － ｚ ２ ／ ２ ＋ ε θｙ０ ＋ ｚ ２
２ － Ｃ２ θｙ０ ＋ ｚ γ

γ ≤－ ｒ２ ／ ２ ＋ θ２ ／ ２ － ｚ ２ ／ ２ ＋ Ｃ２ ′ε（ θｙ０
２ ＋ ｚ ２） －

Ｃ２ θｙ０ ＋ ｚ γ
γ ＝ － ｒ２ ／ ２ ＋ （１ ／ ２ ＋ Ｃ２ ′ε）θ２ ＋ （Ｃ２ ′ε － １ ／ ２） ｚ ２ － Ｃ２ θｙ０ ＋ ｚ γ

γ ， 其中 Ｃ２ ′与 ε 无关。 不妨

设 Ｃ２ ′ε ＝ １ ／ ４，则 Ｉ （θｙ０ ＋ ｚ） ≤ － ｒ２ ／ ２ ＋ ３θ２ ／ ４ － ｚ ／ ４ － Ｃ２ θｙ０ ＋ ｚ γ
γ 存在 Ｌγ 上从 Ｒｙ０⊕Ｚ 的闭包到

Ｒｙ０ 的连续投影， 因而存在常数 Ｃ３ ＞ ０， 使得： θｙ０ γ ≤ Ｃ３ θｙ０ ＋ ｚ γ
γ 。 因此 Ｉ（θｙ０ ＋ ｚ） ≤－ ｒ２ ／ ２ ＋

３θ２ ／ ４ － ｚ ２ ／ ４ － Ｃ４θγ 。 其中， Ｃ４ ＞ ０。 当 Ｒ 足够大时， ｍａｘ
∂Ｍ

Ｉ ＝ － ｒ２ ／ ２ 。 由 􀭺Ｍ 的有界性得： ｓｕｐ
􀭺Ｍ

Ｉ ＜ ∞。

定义 １　 设 Ｉ ∈ Ｃ１（Ｅ，Ｒ） ， 称序列 ｛ｕｎ｝ 为 Ｉ 的 （ＰＳ） 序列是指 ｛ｕｎ｝ ⊂ Ｅ 满足 ｛ Ｉ（ｕｎ）｝ 有界且

Ｉ′（ｕｎ） →０ 。 特别地， 称序列 ｛ｕｎ｝ 为 Ｉ 在 ｃ 水平的 （ＰＳ） ｃ 序列是指 ｛ｕｎ｝ ⊂Ｅ 满足 Ｉ（ｕｎ） → ｃ且 Ｉ′（ｕｎ）
→ ０ 。

若序列 ｛ｕｎ｝ ⊂ Ｅ 为 Ｉ 在 ｃ 水平的 （ＰＳ） ｃ 序列， 则 ｛ｕｎ｝ 有界且 ｃ≥０。

引理 １［９］ 　 设 ρ ＞ ０， 序列 ｛ｕｎ｝ ⊂Ｅ 有界且 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｓｕｐ
ａ∈ＲＮ∫Ｂ（ａ，ρ） ｕｎ

ｑｄｘ ＝ ０ ， ２≤ ｑ ＜ ２∗ ， 则对任意 ｓ∈

（２，２∗） ， ｛ｕｎ｝ 在 Ｌｓ（ＲＮ） 上收敛到 ０， 其中 Ｂ（ａ，ρ） 是以 ａ 为中心、 ρ 为半径的开球。
命题 ２　 设 ｛ｕｎ｝ ⊂ Ｄｒ 为 Ｉ 的 （ＰＳ） ｃ 序列， 则存在序列 ｛ａｎ｝ ⊂ ＲＮ ， ρ，η ＞ ０ ， 使得

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｉｎｆ ∫
Ｂ（ａｎ，ρ）

ｕｎ
２ｄｘ ≥ η。 （１６）

　 　 证明　 假设式 （１６） 不成立， 由引理 １ 得： 序列 ｛ｕｎ｝ 有一个子列在 Ｌｐ（ＲＮ） 上收敛到 ０。 令 ｙｎ ＝

Ｐｕｎ， ｚｎ ＝ Ｑｕｎ， 取 ε ＞ ０， 由式 （１２） 与 Ｈöｌｄｅｒ 不等式［１０］ 得： ∫
ＲＮ

ｆ（ｘ，ｕｎ）ｙｎ ｄｘ ≤ ε∫
ＲＮ

ｕｎ ｙｎ ｄｘ ＋

Ｃ１∫
ＲＮ

ｕｎ
ｐ－１ ｙｎ ｄｘ ≤ ε ｕｎ ２ ｙｎ ２ ＋ Ｃ１ ｕｎ

ｐ－１ ｙｎ ｐ 。 由 ε 的任意性与 Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入定理［８］ 可得：

ｌｉｍ
ｎ→∞ ∫ＲＮ

ｆ（ｘ，ｕｎ）ｙｎｄｘ ＝ ０ 。 由式 （１０） 可得： ［Ｊ′（ｕｎ） － Ｉ′（ｕｎ）］ ｒ２ ＝ 〈Ｊ′（ｕｎ），ｕｎ〉ｕｎ 。 从而 ［〈Ｊ′（ｕｎ），

ｙｎ〉 － 〈 Ｉ′（ｕｎ），ｙｎ〉］ ｒ２ ＝ 〈Ｊ′（ｕｎ），ｕｎ〉（Ｌｕｎ，ｙｎ） ， 即： ［ － ∫
ＲＮ
ｆ（ｘ，ｕｎ）ｙｎｄｘ － 〈 Ｉ′（ｕｎ），ｙｎ〉］ ｒ２ ＝

·７７·
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－ ｙｎ
２∫

ＲＮ
ｆ（ｘ，ｕｎ）ｕｎｄｘ 。 再由 Ｉ′（ｕｎ） →０ 知 ｙｎ →０ 。 同理可得 ｚｎ →０ 。 因而 ｕｎ→０， 这与 Ｉ 的假设矛

盾， 所以式 （１６） 成立。

２　 伪梯度流与拓扑度理论
定义函数 · ：Ｅ→［０， ＋ ∞ ）， ｕ ∶ ＝ ｍａｘ｛ Ｐｕ ， ∑∞

ｋ ＝ １ 〈Ｑｕ，ｅｋ〉 ／ ２｝ 。 其中 ｛ｅｋ｝∞
ｋ ＝ １ 为 Ｚ

的一个完全正交系，则 · 为空间 Ｅ 的一个范数。 建立拓扑 （Ｅ， · ） ，记为 τ 拓扑，则有 ｕｎ
τ
→

ｕ⇔Ｐｕｎ → Ｐｕ 且 Ｑｕｎ⇀Ｑｕ 。
定义 ２　 设 Ｕ 为空间 Ｅ 的一个有界开集，称映射 ｇ：􀭺Ｕ→Ｅ 为一个容许映射是指 ｇ 满足 ３ 个条件：１）

０ ∉ ｇ（∂Ｕ） ； ２） ｇ 是 τ 连续的， 即在 􀭺Ｕ 上， 当 ｕｎ
τ
→ｕ 时， 有 ｇ（ｕｎ）

τ
→ ｇ（ｕ） ； ３） ｈ ＝ Ｉ － ｇ （ Ｉ 为

恒同映射） 是 τ 局部有限维的， 即任意 ｕ∈Ｕ 有一个 τ 邻域 Ｗｕ， 使得 ｈ（Ｗｕ ∩ Ｕ） 包含在 Ｅ 的某个有

限维子空间内。
称映射 Ｇ：􀭺Ｕ × ［０，１］ → Ｅ 为一个容许同伦是映射 Ｇ 满足 ３ 个条件： １） ０ ∉ Ｇ（∂Ｕ × ［０，１］） ；

２） Ｇ 是τ 连续的， 即在􀭺Ｕ × ［０，１］ 上， 当 ｕｎ
τ
→ ｕ ， 且 ｔｎ→ｔ， 有 Ｇ（ｕｎ，ｔｎ）

τ
→ Ｇ（ｕ，ｔ） ； ３） Ｈ（ｕ，ｔ） ＝

ｕ － Ｇ（ｕ，ｔ） 是 τ 局部有限维的， 即任意 （ｕ，ｔ） ∈ Ｕ × ［０，１］ 有一个邻域 Ｗ（ｕ，ｔ） ， 使得 ｛Ｈ（ｖ，ｓ）：（ｖ，ｓ） ∈
Ｗ（ｕ，ｔ） ∩ （Ｕ × ［０，１］）｝ 包含在 Ｅ 的某个有限维子空间内。

引理 ２［３ － ４］ 　 设 Ｎ 为 τ 开集， 向量场 Ｖ：Ｎ → Ｅ 满足： 任意 ｕ∈Ｎ 有一个 τ 邻域 Ｗｕ， 使得 Ｖ（Ｗｕ）
包含在 Ｅ 的某个有限维子空间内。 且存在 Ｌｕ ≥０ ， 使得 Ｖ（ｕ′） － Ｖ（ｕ″） ≤ Ｌｕ ｕ′ － ｕ″ ，ｕ′，ｕ″∈
Ｗｕ 。 若 Ａ⊂Ｎ 为一个闭集， 则对任意 ｕ∈Ａ， Ｃａｕｃｈｙ 问题

－ ｄη ／ ｄｔ ＝ － Ｖ（η），
η（ｕ，０） ＝ ｕ，{ （１７）

在 ［０， １］ 上存在一个连续的解 η（ｕ，·） ， 且 η（ｕ，ｔ）：Ａ × ［０，１］ → Ｅ 是一个容许同伦。
定义 ３　 设 Ｙ０ 为空间 Ｙ 的一个有限维子空间， Ｕ 为空间 Ｅ０： ＝ Ｙ０ ⊕Ｚ的开集。 令容许映射 ｇ：􀭺Ｕ→

Ｅ０ 满足 ｇ －１（０） ∩∂Ｕ ＝ Ø且 ｇ －１（０） 是 τ 紧的， 则存在 ｛ｕｉ｝ ｎ
ｉ ＝ １ ⊂ ｇ －１（０） 使得 ｇ －１（０） ⊂Ｗ ∶ ＝ ∪

ｎ

ｉ ＝ １
Ｗｕｉ ∩Ｕ，

（ Ｉ － ｇ）（Ｗ） 包含在空间 Ｅ０ 的某个有限维子空间 Ｌ 内。 取 ＷＬ ∶ ＝ Ｗ ∩ Ｌ ， ｇＬ ∶ ＝ ｇ ＷＬ
：ＷＬ → Ｌ ， 显然，

ｇ －１
Ｌ （０） ＝ ｇ －１（０） ， 且 ｇ －１

Ｌ （０） 关于 Ｌ 是紧的， 定义

ｄｅｇ（ｇ，Ｕ，０） ∶ ＝ ｄｅｇＢ（ｇＬ，ＷＬ，０）， （１８）
其中 ｄｅｇＢ 表示 Ｂｏｕｗｅｒ 度。

根据文献 ［９］ 可得到 ｄｅｇ（ｇ，Ｕ，０） 的如下性质。
性质 １　 若 ｄｅｇ（ｇ，Ｕ，０） ≠ ０ ， 则 ｇ －１（０） ≠ Ø 。
性质 ２　 若 ｕ０∈Ｕ， 则 ｄｅｇ（ Ｉ － ｕ０，Ｕ，０） ＝ １ 。
性质 ３　 设 Ｇ：􀭺Ｕ × ［０，１］ → Ｅ０ 为容许同伦， Ｇ －１（０） ∩ （∂Ｕ × ［０，１］） ＝ Ø ， 且 Ｇ －１（０） 为 τ 紧的，

则 ｄｅｇ（Ｇ（·，ｔ），Ｕ，０） 与 ｔ ∈ ［０，１］ 无关。

３　 正负解的存在性
构造椭圆特征方程

－ Δｕ ＋ ａ（ｘ）ｕ ＝ 􀭵λ􀭰ｆ（ｘ，ｕ），ｘ ∈ ＲＮ，ｕ ∈ Ｅ，

∫
ＲＮ
（ ∇ｕ ２ ＋ ａ（ｘ）ｕ２）ｄｘ ＝ ｒ２，

ｕ（ｘ） → ０， ｘ →＋∞。

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１９）

·８７·
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其中，

􀭰ｆ（ｘ，ｕ） ＝ ｆ（ｘ，ｕ）， ｕ ＞ ０，
０， ｕ ≤０。{ （２０）

令

􀭵Ｆ（ｘ，ｕ） ＝ ∫ ｕ

０
􀭰ｆ（ｘ，ｔ）ｄｔ， ｕ ∈ Ｒ， （２１）

􀭰Ｊ（ｕ） ＝ － ∫
ＲＮ

􀭵Ｆ（ｘ，ｕ（ｘ））ｄｘ， ｕ ∈ Ｅ， （２２）

􀭰Ｉ ＝ 􀭰Ｊ Ｄｒ， （２３）
则

􀭰Ｉ′（ｕ） ＝ 􀭰Ｊ′（ｕ） － 〈Ｊ′（ｕ），ｕ〉ｕ ／ （Ｌｕ，ｕ）， ｕ ∈ Ｅ。 （２４）
􀭰Ｉ（ｕ） 的临界点与问题 （１９） 的解一一对应， 其中 􀭵λ ＝ － ｒ２ ／ 〈􀭰Ｊ′（ｕ），ｕ〉 。

定理 １　 假设 ａ（ｘ） 满足条件 （Ａ１）、（Ａ２） ， ｆ（ｘ，ｕ） 满足条件 （Ｆ１）—（Ｆ４） ， 则方程 （１９） 至少有

一个非平凡解。
证明　 由式 （１５） 与命题 １ 得： 存在 􀭰ρ ＞ ０， 􀭵Ｒ ＞ 􀭰ρ， 使得

􀭰ｂ ∶ ＝ ｉｎｆ
Ｓ􀭰ρ∩Ｙ

􀭰Ｊ ＞ － 􀭰ρ２ ／ ２， 􀭵Ｓ ∶ ＝ ｓｕｐ
􀭺Ｍ′

􀭰Ｉ ＜ ∞， （２５）

其中， Ｍ′ ∶ ＝ ｛ｕ ＝ θｙ０ ＋ ｚ：ｚ∈Ｚ， ｕ ＜ 􀭵Ｒ，θ ＞ ０｝ ， ｙ０∈Ｙ 且 ｙ０ ＝ １。 取 Γε ∶ ＝ ｛ｕ∈Ｄｒ： Ｉ′（ｕ） ≤ ε｝，
假设命题 （Ａ）： 存在 ε ＞ ０， 使得 Γε ∩ 􀭰Ｉ －１［􀭰ｂ － ε，􀭵Ｓ ＋ ε］ ＝ Ø 成立。 令 α ∶ ＝ 􀭰ｂ － ε ， 对 ｕ ∈ 􀭰Ｉ􀭵Ｓα， 取

ω（ｕ） ∶ ＝ ２􀭰Ｉ′（ｕ） ／ 􀭰Ｉ′（ｕ） ２ ， 由 􀭰Ｉ′的弱连续性得： 存在 ｕ 的一个 τ 邻域 Ｕｕ⊂Ｅ， 使得

〈􀭰Ｉ′（ｖ），ω（ｕ）〉 ＞ １， ｖ ∈ Ｕｕ ∩ 􀭰Ｉα
􀭵Ｓ。 （２６）

设 Ｕ０ ∶ ＝ 􀭰Ｉ －１（ － ∞，α） ， 则 ｛Ｕｕ｝ ｕ ∈ 􀭰Ｉ􀭵Ｓα ∪ ｛Ｕ０｝ 为度量空间 （􀭰Ｉ􀭵Ｓ，τ） 的一个 τ 开覆盖， 其具有一个 τ 局

部有限 τ 开加细子覆盖 ｛Ｎ ｊ｝ ｊ∈Ｊ ， 则 􀭰Ｉ􀭵Ｓ ⊂ Ｎ ∶ ＝ ∪
ｊ∈Ｊ

Ｎ ｊ 。 对任意 ｊ∈Ｊ， 要么存在某个 ｕ ｊ ∈ 􀭰Ｉ􀭵Ｓα 使得 Ｎ ｊ ⊂

Ｕｕｊ， 则取 ω ｊ ∶ ＝ ω（ｕ ｊ） ； 要么 Ｎ ｊ ⊂ Ｕ０ ， 则取 ω ｊ ∶ ＝ ０ 。 定义

Ｖ（ｕ） ∶ ＝ ∑
ｊ∈Ｊ

（λ ｊ（ｕ）ω ｊ）， ｕ ∈ Ｎ， （２７）

其中， ｛λ ｊ｝ ｊ∈Ｊ 为从属于 ｛Ｎ ｊ｝ ｊ∈Ｊ 的单位分解［１１］， 由引理 ２ 得： Ｃａｕｃｈｙ 问题
ｄη ／ ｄｔ ＝ － Ｖ（η）
η（ｕ，０） ＝ ｕ ∈ 􀭰Ｉ􀭵Ｓ{ 对 ｔ≥０

有唯一解 η（ｕ，ｔ） 。 取 Ｔ ∶ ＝ 􀭵Ｓ － 􀭰ｂ ＋ ２ε ， 则 η：􀭰Ｉ􀭵Ｓ × ［０，Ｔ］ → 􀭰Ｉ􀭵Ｓ 是一个容许同伦， 􀭺Ｍ′ ⊂ 􀭰Ｉ􀭵Ｓ 。
一方面， 设 ｕ ∈ 􀭺Ｍ′ ， 且 􀭰Ｉ（η（ｕ，ｔ）） ≥ 􀭰ｂ － ε ， 由式 （２６） 与式 （２７） 得： 〈 Ｉ′（ｕ），Ｖ（ｕ）〉 ＞ １ 。

因而， 对任意 ｔ ∈ ［０，Ｔ］ ， 􀭰Ｉ（η（ｕ，ｔ）） － 􀭰Ｉ（ｕ） ＝ 􀭰Ｉ（η（ｕ，ｔ）） － 􀭰Ｉ（η（ｕ，０）） ＝ ∫ ｔ

０
ｄ􀭰Ｉ（η（ｕ，ｓ）） ＝

∫ ｔ

０
〈 Ｉ′（η（ｕ，ｓ）〉，ｄη ／ ｄｓ）ｄｓ ＝ － ∫ ｔ

０
〈 Ｉ′（η（ｕ，ｓ）），Ｖ（η（ｕ，ｓ））〉ｄｓ， 所以，

􀭰Ｉ（η（ｕ，ｔ）） － 􀭰Ｉ（ｕ） ＜ － ｔ。 （２８）
因而有 􀭵Ｓ ≥ 􀭰Ｉ（ｕ） ＞ 􀭰Ｉ（η（ｕ，Ｔ）） ＋ Ｔ ≥ 􀭰ｂ － ε ＋ Ｔ ， 即 Ｔ ≤ 􀭵Ｓ － 􀭰ｂ ＋ ε ＜ Ｔ ， 矛盾。 从而得到

ｓｕｐ
ｕ∈􀭺Ｍ′

􀭰Ｉ（η（ｕ，Ｔ）） ＜ 􀭰ｂ。 （２９）

　 　 另一方面， 建立映射 Ｇ：􀭺Ｍ′ × ［０，Ｔ］ → Ｒｙ０ ⊕ Ｚ ， Ｇ（ｕ，ｔ） ∶ ＝ （ Ｐη（ｕ，ｔ） － 􀭰ρ）ｙ０ ＋ Ｑη（ｕ，ｔ） ， 则

Ｇ 为容许同伦， 且 Ｇ（ｕ，ｔ） ＝ ０ 当且仅当 η（ｕ，ｔ） ∈ Ｓ􀭰ρ ∩ Ｙ 。 由式 （２５） 与式 （２８） 得：
􀭰Ｉ（ｕ） ≥ 􀭰Ｉ（η（ｕ，ｔ）） ≥ 􀭰ｂ， （３０）

且 ｕ∉∂Ｍ′， 因而 Ｇ －１（０） ∩ （∂Ｍ′ × ［０，Ｔ］） ＝ Ø 。 同时， Ｇ（ｕ，０） ＝ ｕ － 􀭰ρｙ０ ， 􀭰ρｙ０ ∈ Ｍ′ 。 由性质 ２ 与

性质 ３ 得： ｄｅｇ（Ｇ（·，Ｔ），Ｍ′，０） ＝ ｄｅｇ（Ｇ（·，０），Ｍ′，０） ＝ １ 。 由性质 １ 得：存在􀭵ｕ∈Ｍ′ ，使得 Ｇ（􀭵ｕ，Ｔ） ＝ ０。
因而 η（􀭵ｕ，ｔ） ∈ Ｓ􀭰ρ ∩ Ｙ ，由式（３０）得： 􀭰Ｉ（η（􀭵ｕ，Ｔ）） ≥ 􀭰ｂ ，与式（２９）矛盾。

由此可得，命题（Ａ）不成立，即对任意 ε ＞ ０，有 Γε ∩ 􀭰Ｉ －１［􀭰ｂ － ε，􀭵Ｓ ＋ ε］ ≠ Ø 。 因此，􀭰Ｉ 存在一个

·９７·
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（ＰＳ） ｃ 序列 ｛ｕｎ｝ ，其中 ｃ ∈ ［􀭰ｂ，􀭵Ｓ］ ， ｛ｕｎ｝ 有界且有子列收敛到 ０。 再由命题 ２ 得：存在一个序列

｛ａｎ｝∞
ｎ ＝ １ ⊂ ＲＮ，ρ，η ＞ ０ ，使得 ｌｉｍ ｉｎｆ

ｎ→∞ ∫
Ｂ（ａｎ，ρ）

ｕｎ
２ｄｘ ≥ η ，则存在 ｛ｕｎ｝ 的一个子列，仍记为 ｛ｕｎ｝ ，满足

ｕｎ Ｌ２（Ｂ（ａｎ，ρ））
≥ η ／ ２。 （３１）

取 ｛ｇｎ｝∞
ｎ ＝ １ ⊂ ＺＮ 满足 ｇｎ － ａｎ ＝ ｍｉｎ｛ ｇ － ａｎ ：ｇ ∈ ＺＮ｝ ，则 ｇｎ － ａｎ ≤ Ｎ ／ ２ 。 令 ｖｎ ∶ ＝ ｇｎ∗ｕｎ ≜

ｕｎ（·＋ ｇｎ） ，由式（３１）得
ｖｎ Ｌ２（Ｂ（０，ｒ＋ Ｎ ／ ２）） ≥ η ／ ２。 （３２）

显然，􀭰Ｉ（ｖｎ） ＝ 􀭰Ｉ（ｕｎ） ， 且 􀭰Ｉ′（ｖｎ） ＝ 􀭰Ｉ′（ｕｎ） 。 因而 ｛ｖｎ｝ 为 􀭰Ｉ 的一个 （ＰＳ） ｃ 序列且 ｛ｖｎ｝ 有界。 因此

｛ｖｎ｝ 存在一个子列， 仍记为 ｛ｖｎ｝ 收敛到某个 ｖ ∈ Ｄｒ ， 且􀭰Ｉ′（ｖ） ＝ ０ ， 即方程 （１９） 有一个非平凡解 ｖ。
定理 ２　 假设 ａ（ｘ） 满足条件 （Ａ１）、（Ａ２） ， ｆ（ｘ，ｕ） 满足条件 （Ｆ１）—（Ｆ４） ， 则方程 （１） 至少有一

个正解与一个负解。
证明　 设 Ａ ∶ ＝ ｛ｘ∈ＲＮ：ｖ（ｘ） ＜ ０｝ ， 由式 （２０） 得： － Δｖ ＋ ａ（ｘ）ｖ ＝ ０，ｘ∈Ａ 。 且当 ｘ → ＋∞

时， ｖ（ｘ） → ０ 。 由极值原理［１２］得 ｖ（ｘ） ≥ ０ ， ｘ ∈ Ａ ， 与 Ａ 的定义矛盾， 所以 Ａ ＝ Ø。 从而可得：

ｖ（ｘ） ≥ ０，ｘ ∈ ＲＮ 。 再由 （Ｆ３） 得： 〈􀭰Ｊ′（ｖ），ｖ〉 ＝ － ∫
ＲＮ
􀭰ｆ（ｘ，ｖ（ｘ））ｖ（ｘ）ｄｘ ＜ ０ ， 因而 􀭵λ ＝ － ｒ２ ／ 〈􀭰Ｊ′（ｖ），

ｖ〉 ＞ ０ 。 由 ｖ 是式 （１９） 的解得： － Δｖ ＋ ［ａ（ｘ） ＋ 􀭵λ􀭰ｆ（ｘ，ｖ） － ／ ｖ］ｖ ＝ 􀭵λ􀭰ｆ（ｘ，ｖ） ＋≥０ 。 其中 ｆ ＋ ∶ ＝ ｍａｘ｛ ｆ，
０｝ ， ｆ － ∶ ＝ ｍｉｎ｛ ｆ，０｝ 。 由强极值原理［１２］得： ｖ（ｘ） ＞ ０，ｘ∈ ＲＮ 。 因而 ｖ 为方程 （１） 的正解。 同理， 得

方程 （１） 的一个负解 ｗ。
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