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果表明， 在所构造的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换作用下， 第一 （二） 型标准的带源 ＫｄＶ、 ｍＫｄＶ 方程分别变换成非标准
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０　 引言
众所周知， 带源孤子方程是对原孤子方程的一种可积耦合推广， 它反映了不同孤立波之间的相互

作用。 例如， 带自相容源 ＫｄＶ 方程描述了等离子体中高频 － 低频波的耦合现象或者是长短毛细 － 重
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力波的相互作用［１ － ５］等。 这些性质在流体力学、 固体物理以及等离子体物理中均有广泛的应用。 最近

几年， 学者在带源的孤立子方程的研究中做了许多工作： Ｚｅｎｇ 等基于高阶约束流的思想研究了带源

孤子方程的构造及求解等问题［６ － ７］； Ｈｕ 等利用 Ｐｆａｆｆｉａｎ 的思想提出了源生成法， 并构造和求解了第一

型 （耦合特征值问题）、 第二型 （耦合特征函数随时间的演化方程） 的带源孤立子方程［８］； Ｚｈａｎｇ 等

直接在 Ｌａｘ 表示中加入递推算子的特征函数构造了带源方程， 并利用 Ｈｉｒｏｔａ 双线性方法和 Ｗｒｏｎｓｋｉａｎ
行列式技巧求解了带源孤子方程［９］。 当然上述构造方法均具有一定的局限性。 ２００８ 年， 为了得到带

源孤子方程的系统构造， Ｌｉｕ 等基于 ＫＰ （Ｋａｄｏｍｔｓｅｖ⁃Ｐｅｔｖｉａｓｈｖｉｌｉ） 方程族由特征函数及共轭特征函数

表示的对称约束， 构造了推广的 ＫＰ 方程族［１０］， 并通过 ｎ － 约化及 ｋ － 约束， 得到第一、 二型带源的

ＫｄＶ 方程及带源的 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程等。 随后， 这种方法被用来构造推广的 ｍＫＰ 方程族［１１］、 推广的

２ ＋ １维 Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ 方程族［１２］， 同样通过两种约化得到了第一、 二型的带源 ｍＫｄＶ 方程以及带源 Ｈａｒｒｙ
Ｄｙｍ 方程。

贝克隆变换是研究可积方程族的一个重要工具。 Ｏｅｖｅｌ 等在 Ｓａｔｏ 理论框架下， 详细考察了 ＫＰ 方

程族和 ｍＫＰ 方程族、 ｍＫＰ 方程族和 ２ ＋ １ 维 Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ 方程族之间的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换［１３］。 ２０１０ 年， 文

献 ［１１］ 给出了推广的 ＫＰ 方程族和推广的 ｍＫＰ 方程族之间的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换， 并利用常数变易法及

ｄｒｅｓｓｉｎｇ 法求出了推广的 ＫＰ 方程族 ｎ － 孤子解。 最近， 文献 ［１４］ 探讨了推广的 ｍＫＰ 方程族和推广

的 ２ ＋ １ 维 Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ 方程族之间的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换。 不难发现， 前人所考虑的均是 ２ ＋ １ 维带源可积方

程族之间的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换， １ ＋ １ 维带源可积方程族作为 ２ ＋ １ 维带源可积方程族在某种约束条件下的

产物， 它们之间的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换是否仍会满足该约束条件？ 带源 ＫｄＶ 方程和带源 ｍＫｄＶ 方程、 带源

ｍＫｄＶ 方程和带源 Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ 方程之间存在什么 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换？ 这些问题仍没有解决。 基于此， 本文

首次探讨了 １ ＋ １ 维带源可积方程族之间的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换， 利用拟微分算子构造了带源 ＫｄＶ 方程与带

源 ｍＫｄＶ 方程、 带源 ｍＫｄＶ 方程和带源 Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ 方程之间的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换， 是带源可积系统相关研

究的一个完善和补充。

１　 预备知识
１􀆰 １　 推广的 ＫＰ、 ｍＫＰ、 ２ ＋ １ 维 Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ 方程族的构造

考察 Ｌａｘ 方程族：
Ｌｔｎ ＝ ［（Ｌｎ）≥ｋ，Ｌ］，ｋ ＝ ０，１，２， （１）

当 ｋ ＝ ０ 时 ，拟微分算子 Ｌ 定义为

ＬＫＰ ≜ Ｌ ＝ ∂ ＋ ｕ∂－１ ＋ ｕ２∂－２ ＋ …， （２）
当 ｋ ＝ １ 时，拟微分算子 Ｌ 定义为

ＬｍＫＰ ≜ 􀭹Ｌ ＝ ∂ ＋ ｖ ＋ ｖ１∂－１ ＋ ｖ２∂－２ ＋ …， （３）
当 ｋ ＝ ２ 时，拟微分算子 Ｌ 定义为

ＬＤｙｍ ≜ 􀭵Ｌ ＝ ｗ∂ ＋ ｗ０ ＋ ｗ１∂－１ ＋ ｗ２∂－２ ＋ …。 （４）
其中 ∂ ＝ ∂ ／ ∂ｘ，ｕ，ｕｉ（ ｉ ＝ ２，３，…），ｖ，ｖｉ（ ｉ ＝ １，２，…），ｗ，ｗ ｉ（ ｉ ＝ ０，１，…） 均是变量 ｔ ＝ （ ｔ１ ＝ ｘ，ｔ２，ｔ３，…）
的函数， （Ｌｎ）≥ｋ 表示 Ｌｎ 中阶数 ≥ ｋ 的微分部分。

近几年， Ｌｉｕ 等［１０ － １１］、 Ｍａ 等［１２］为了得到带源孤子方程的系统构造， 基于 ２ ＋ １ 维可积方程族由

特征函数和共轭特征函数表示的对称约束， 引进了一个新的 τｓ 流， 构造了推广的 ２ ＋ １ 维可积方程族

Ｌ（τｓ） ＝ ［（Ｌｓ）≥ｋ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ∂ｋ），Ｌ］， ｋ ＝ ０，１，２， （５）

其中特征函数 φｊ 及共轭特征函数 ψ ｊ 分别满足：
φｊ，ｔｎ ＝ ［（Ｌｎ）≥ｋφｊ］， ψ ｊ，ｔｎ ＝ － ［∂－ｋ （Ｌｎ）∗

≥ｋ∂ｋψ ｊ］， （６）
式（６）表示微分算子 （Ｌｎ）≥ｋ、∂－ｋ（Ｌｎ）∗

≥ｋ∂ｋ 直接作用在函数 φｊ 、 ψ ｊ 上。 “∗”表示微分算子的共轭算子，

·７６·
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其定义如下：

（∑ ｉ
（ｕｉ∂ｉ））∗ ＝ ∑ ｉ

［（ － １） ｉ∂ｉｕｉ］。 （７）

当 ｋ ＝ ０，１，２ 时， 方程族（５）—（６）分别对应于推广的 ＫＰ 方程族［１０］、 推广的 ｍＫＰ 方程族［１１］及推广的

２ ＋ １ 维 Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ 方程族［１２］。
由 ∂τｓ 流和 ∂ｔｎ 流的可交换性， 得到了方程族（５）—（６）的零曲率方程

（Ｌｎ）≥ｋ，τｓ － （Ｌｓ）≥ｋ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ∂ｋ）( )

ｔｎ
＋ （Ｌｎ）≥ｋ，（Ｌｓ）≥ｋ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ∂ｋ）[ ] ＝ ０， （８）

其中 φｊ，ψ ｊ 满足式（６）。 注意到方程族（８）本质上是 ２ ＋ １ 维带自相容源的孤子方程族。 当 ｋ ＝ ０，１，２
时，方程族（８）分别对应于带源 ＫＰ 方程族、带源 ｍＫＰ 方程族及 ２ ＋ １ 维带源 Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ 方程族。

引理 １［１３］ 　 对任意的微分算子 （Ｌｎ）≥ｋ ，任意一对函数 φ，ψ 满足共轭方程 φｔｎ ＝ ［（Ｌｎ）≥ｋφ］， ψｔｎ ＝
－ ［∂－ｋ（Ｌｎ）∗

≥ｋ∂ｋψ］ ，则存在一个势函数 Ω（ψ（ｋ），φ） 满足如下的相容性方程

Ω（ψ（ｋ），φ） ｘ ＝ ψ（ｋ）φ， Ω（ψ（ｋ），φ） ｔｎ ＝ ｒｅｓ（∂－１ψ（ｋ）（Ｌｎ）≥ｋφ∂－１）， （９）

其中，当 ｋ ＝ ０，１，２ 时， ψ（ｋ） 分别表示 ψ，ψｘ，ψｘｘ ，势函数 Ω^（ψ，φ（ｋ）） 定义为：

Ω^（ψ，φ（ｋ）） ＝
Ω（ψ，φ）， ｋ ＝ ０，
－ Ω（ψｘ，φ） ＋ ψφ， ｋ ＝ １，
Ω（ψｘｘ，φ） － ψｘφ ＋ ψφｘ， ｋ ＝ ２，

ì

î

í

ïï

ïï

满足如下的相容性方程

Ω^（ψ，φ（ｋ）） ｘ ＝ ψφ（ｋ）， Ω^（ψ，φ（ｋ）） ｔｎ ＝ ｒｅｓ（∂－１ψ∂ｋ（Ｌｎ）≥ｋ∂－ｋφ（ｋ）∂－１）。 （１０）
　 　 注 １　 对任意的微分算子 Ａ≥０，Ｂ≥０ 满足 ［Ａ≥０Ｂ≥０ ｆ］ ＝ ［Ａ≥０［Ｂ≥０ ｆ］］ ，通过计算可知，该式对于任意

的拟微分算子也成立。
１􀆰 ２　 推广的 ＫＰ、ｍＫＰ、２ ＋ １ 维 Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ 方程族的约化

１􀆰 ２􀆰 １　 ｎ －约化

在标准 ｎ － 约化 （Ｌｎ） ＜ ０ ＝ ０ ，即 Ｌｎ ＝ （Ｌｎ）≥０ ≜ Ｂｎ 下，推广的 ＫＰ 方程族可约化为第一型 １ ＋ １ 维

带源 Ｇｅｌｆａｎｄ － Ｄｉｃｋｅｙ 方程族

Ｂｎ，τｓ ＋ ［Ｂｎ，（Ｂｎ） ｓ ／ ｎ
≥０ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ）］ ＝ ０， （１１）

［Ｂｎφｊ］ ＝ λｎ
ｊ φｊ， ［Ｂ∗

ｎ ψ ｊ］ ＝ λｎ
ｊ ψ ｊ， ｊ ＝ １，２，…，ｍ。 （１２）

特别地，当 ｎ ＝ ２，ｓ ＝ ３ 时，方程族（１１）—（１２）可化为如下第一型带源 ＫｄＶ 方程［１０］

Ｂ２，τ３ ＝ ［（Ｂ２） ３ ／ ２
≥０ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ），Ｂ２］， （１３）

［Ｂ２φｊ］ ＝ λ２
ｊ φｊ， ［Ｂ∗

２ ψ ｊ］ ＝ λ２ψ ｊ， ｊ ＝ １，２，…，ｍ。 （１４）
Ｌａｘ 表示为

［Ｂ２ϕ］ ＝ λϕ， ϕτ３ ＝ ［（（Ｂ２） ３ ／ ２
≥０ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ））ϕ］。 （１５）

即

ｕｔ － ３ｕｕｘ － ｕｘｘｘ ／ ４ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（φｊψ ｊ） ｘ ＝ ０， （１６）

φｊ，ｘｘ ＋ ２ｕφｊ ＝ λ２
ｊ φｊ， ψ ｊ，ｘｘ ＋ ２ｕψ ｊ ＝ λ２

ｊ ψ ｊ， ｊ ＝ １，２，…，ｍ， （１７）
其中 ｔ ≜ τ３ 。

当 ｎ ＝ ２，ｓ ＝ ３ 时， 􀭹Ｌ２ ＝ 􀭹Ｌ２
≥１ ＝ 􀭹Ｂ２ ，推广的 ｍＫＰ 方程族约化为第一型带源 ｍＫｄＶ 方程［１１］

Ｂ
～
２，τ３ ＝ ［（Ｂ

～
２） ３ ／ ２

≥１ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ∂－１ψ

～
ｊ∂），Ｂ

～
２］， （１８）
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［Ｂ
～
２φ
～
ｊ］ ＝ λ２

ｊ ϕ
～
ｊ， ［∂－１Ｂ

～ ∗
２ ∂ψ

～
ｊ］ ＝ λ２

ｊ ψ
～
ｊ， ｊ ＝ １，２，…，ｍ， （１９）

Ｌａｘ 表示为

［Ｂ
～
２ϕ］ ＝ λ

～
ϕ， ϕτ３ ＝ ［（（Ｂ

～
２） ３ ／ ２

≥１ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ∂－１ψ

～
ｊ∂））ϕ］。 （２０）

　 　 为考虑带源方程之间的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换， 考虑在 􀭹Ｌ２ ＝ 􀭹Ｌ２
≥１ ＋ λ ≜ 􀭹Ｂ２ 的约化下， 方程 （１８）—（１９）

即为第一型非标准带源 ｍＫｄＶ 方程

ｖｔ ＋ ３ｖ２ｖｘ ／ ２ － ｖｘｘｘ ／ ４ － ３λｖｘ ／ ２ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊψ
～
ｊ） ｘ ＝ ０， （２１）

φ
～
ｊ，ｘｘ ＋ ２ｖφ

～
ｊ，ｘ ＝ （λ２

ｊ － λ）φ
～
ｊ， ψ

～
ｊ，ｘｘ － ２ｖψ

～
ｊ，ｘ ＝ （λ２

ｊ － λ）ψ
～
ｊ， ｊ ＝ １，２，…，ｍ。 （２２）

　 　 当 ｎ ＝ ２，ｓ ＝ ３ ， 􀭵Ｌ２ ＝ （􀭵Ｌ２）≥２ ＋ 􀭹λ􀭰ｘ∂􀭰ｘ ≜ 􀭵Ｂ２ 时， 推广的 Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ 方程族可化为第一型非标准带源

Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ 方程

Ｂ
－
２，τ－３ ＝ ［（Ｂ

－
２） ３ ／ ２

≥２ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φ

－
ｊ∂－１

ｘ－ ψ
－
ｊ∂２

ｘ－），Ｂ
－
２］， （２３）

［Ｂ
～
２φ
－
ｊ］ ＝ λ２

ｊ ϕ
－
ｊ， ［∂－２

􀭰ｘ Ｂ
－ ∗－
２ ∂２

􀭰ｘψ
－
ｊ］ ＝ λ２

ｊ ψ
－
ｊ， ｊ ＝ １，２，…，ｍ。 （２４）

即

ｗ ｔ－ － ｗ３ｗ ｘ－ ｘ－ ｘ－ ／ ４ － ３ｘ
－
λ
～ ２（１ － ｘ

－
ｗ ｘ－ ／ ｗ） ／ ４ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（ｗ （φ

－
ｊψ
－
ｊ） ｘ－ － φ

－
ｊψ
－
ｊｗ ｘ－） ＝ ０， （２５）

ｗ２􀭵φｊ，ｘｘ ＋ 􀭹λ􀭰ｘ􀭵φｊ，􀭰ｘ ＝ λ２
ｊ
􀭵φｊ， （２６）

ｗ２􀭵ψ ｊ，ｘ－ ｘ－ － 􀭹λ􀭰ｘ􀭵ψ ｊ，􀭰ｘ ＝ （λ２
ｊ － 􀭹λ）􀭵ψ ｊ， ｊ ＝ １，…，ｍ， 􀭰ｔ ≜ 􀭵τ３。 （２７）

１􀆰 ２􀆰 ２　 ｓ － 约束

在 ｓ － 约束 （Ｌｓ） ＜ ｋ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ∂ｋ） ， 即 Ｌｓ ＝ （Ｌｓ）≥ｋ ＋ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ∂ｋ） 下，方程族（８）可约化为

第二型的 １ ＋ １ 维带源孤子方程族

（（Ｌｓ）≥ｋ ＋ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ∂ｋ）） ｔｎ ＝ ［（（Ｌｓ）≥ｋ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ∂ｋ）） ｎ ／ ｓ

≥ｋ，（Ｌｓ）≥ｋ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ∂ｋ）］， （２８）

φｊ，ｔｎ ＝ ［（（Ｌｓ）≥ｋ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ∂ｋ）） ｎ ／ ｓ

≥ｋφｊ］， （２９）

ψ ｊ，ｔｎ ＝ － ［（（Ｌｓ）≥ｋ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ∂ｋ）） ｎ ／ ｓ∗

≥ｋ ψ ｊ］， ｊ ＝ １，２，…，ｍ。 （３０）

　 　 当 ｋ ＝ ０，ｓ ＝ ２，ｎ ＝ ３ 时， 方程族 （２８）—（３０） 可化为第二型带源 ＫｄＶ 方程［１０］

（Ｂ２ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ）） ｔ３ ＝ ［（Ｂ２ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ）） ３ ／ ２

≥０，Ｂ２ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ）］， （３１）

φｊ，ｔ３ ＝ ［（Ｂ２ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ）） ３ ／ ２

≥０φｊ］， （３２）

ψ ｊ，ｔ３ ＝ － ［（Ｂ２ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ）） ３ ／ ２∗

≥０ ψ ｊ］， ｊ ＝ １，２，…，ｍ， Ｂ２ ＝ （Ｌ２
ＫＰ）≥０。 （３３）

其相应的 Ｌａｘ 表示为

［（Ｂ２ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ））ϕ］ ＝ μϕ， ϕｔ３ ＝ ［（Ｂ２ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ）） ３ ／ ２

≥０ϕ］。 （３４）

即

ｕｔ － ３ｕｕｘ － ｕｘｘｘ ／ ４ ＋ ３∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊψ ｊ，ｘｘ － φｊ，ｘｘψ ｊ） ／ ４ ＝ ０， （３５）

φｊ，ｔ３ ＝ φｊ，ｘｘｘ ＋ ３ｕφｊ，ｘ ＋ ３∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊψ ｊ ＋ ｕｘ）φｊ ／ ２， （３６）

·９６·
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ψ ｊ，ｔ３ ＝ ψ ｊ，ｘｘｘ ＋ ３ｕψ ｊ，ｘ － ３（∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊψ ｊ） － ｕｘ）ψ ｊ ／ ２， ｊ ＝ １，２，…，ｍ， ｔ ≜ ｔ３。 （３７）

当 ｋ ＝ １，ｓ ＝ ２，ｎ ＝ ３，􀭹Ｌ２ ＝ 􀭹Ｂ２ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（􀭾ϕ ｊ∂－１ 􀭹ψ ｊ∂） 时， 方程族 （２８）—（３０） 可化为第二型带源 ｍＫｄＶ 方

程［１１］

（Ｂ
～
２ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ∂－１ψ

～
ｊ∂）） ｔ３ ＝ ［（Ｂ

～
２ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ∂－１ψ

～
ｊ∂）） ３ ／ ２

≥１，Ｂ
～
２ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ∂－１ψ

～
ｊ∂）］， （３８）

φ
～
ｊ，ｔ３ ＝ ［（Ｂ

～
２ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ∂－１ψ

～
ｊ∂）） ３ ／ ２

≥１φ
～
ｊ］， （３９）

ψ
～
ｊ，ｔ３ ＝ － ［（∂－１（Ｂ

～
２ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ∂－１ψ

～
ｊ∂）） ３ ／ ２∗

≥１ ∂）ψ
～
ｊ］， ｊ ＝ １，…，ｍ， 􀭹Ｂ２ ＝ （Ｌ２

ｍＫＰ）≥１。 （４０）

其相应的 Ｌａｘ 表示为

［（Ｂ
～
２ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ∂－１ψ

～
ｊ∂））ϕ］ ＝ μϕ， ϕｔ３ ＝ ［（Ｂ

～
２ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ∂－１ψ

～
ｊ∂）） ３ ／ ２

≥１ϕ］。 （４１）

　 　 为考虑带源方程之间的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换，考虑在 􀭹Ｌ２ ≜ Ｂ
～
２ ＋ ∑

ｍ＋１

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ∂－１ψ

～
∂） 下的约化， 方程 （３８）—

（４０） 即为第二型非标准带源 ｍＫｄＶ 方程

ｖｔ ＋ ３ｖ２ｖｘ ／ ２ － ｖｘｘｘ ／ ４ ＋ ３∑
ｍ＋１

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊψ
～
ｊ，ｘｘ － φ

～
ｊ，ｘｘψ

～
ｊ － ２ （ｖφ

～
ｊψ
～
ｊ） ｘ） ／ ４ ＝ ０， （４２）

φ
～
ｊ，ｔ ＝ φ

～
ｊ，ｘｘｘ ＋ ３ｖφ

～
ｊ，ｘｘ ＋ ３（∑

ｍ＋１

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊψ
～
ｊ） ＋ ｖｘ ＋ ｖ２）φ

～
ｊ，ｘ ／ ２， （４３）

ψ
～
ｊ，ｔ ＝ ψ

～
ｊ，ｘｘｘ － ３ｖψ

～
ｊ，ｘｘ ＋ ３（∑

ｍ＋１

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊψ
～
ｊ） － ｖｘ ＋ ｖ２）ψ

～
ｊ，ｘ ／ ２。 （４４）

　 　 当 ｋ ＝ ２，ｓ ＝ ２，ｎ ＝ ３，􀭹Ｌ２ ≜ 􀭵Ｂ２ ＋∑
ｍ＋１

ｊ ＝ １
（􀭺ϕ ｊ∂－１

􀭰ｘ
􀭵ψ ｊ∂２

􀭰ｘ） 时， 方程族 （２８）—（３０） 可约化为第二型非标准

带源 Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ 方程

（Ｂ
－
２ ＋ ∑

ｍ＋１

ｊ ＝ １
（φ

－
ｊ∂－１

ｘ－ ψ
－
ｊ∂２

ｘ－）） ｔ－３
＝ ［（Ｂ

－
２ ＋ ∑

ｍ＋１

ｊ ＝ １
（φ

－
ｊ∂－１

ｘ－ ψ
－
ｊ∂２

ｘ－）） ３ ／ ２
≥２，Ｂ

－
２ ＋ ∑

ｍ＋１

ｊ ＝ １
（φ

－
ｊ∂－１

ｘ－ ψ
－
ｊ∂２

ｘ－）］， （４５）

φ
－
ｊ， ｔ－３ ＝ ［（Ｂ

－
２ ＋ ∑

ｍ＋１

ｊ ＝ １
（φ

－
ｊ∂－１

ｘ－ ψ
－
ｊ∂２

ｘ－）） ３ ／ ２
≥２φ

－
ｊ］， （４６）

ψ
－
ｊ， ｔ－３ ＝ － ［（∂－２

ｘ－ （Ｂ
－
２ ＋ ∑

ｍ＋１

ｊ ＝ １
（φ

－
ｊ∂－１

ｘ－ ψ
－
ｊ∂２

ｘ－）） ３ ／ ２∗－
≥２ ∂２

ｘ－）ψ
－
ｊ］， ｊ ＝ １，…，ｍ， Ｂ

－
２ ＝ （Ｌ２

Ｄｙｍ）≥２。 （４７）

即

ｗ ｔ－ － ｗ３ｗ ｘ－ ｘ－ ｘ－ ／ ４ ＋ ３∑
ｍ＋１

ｊ ＝ １
［ｗ２（φ

－
ｊψ
－
ｊ，ｘ－ ｘ－ － φ

－
ｊ，ｘ－ ｘ－ψ

－
ｊ） ＋ （φ

－
ｊψ
－
ｊ（φ

－
ｊψ
－
ｊｗ ｘ－ － （φ

－
ｊψ
－
ｊ） ｘ－ｗ）） ／ ｗ］ ／ ４ ＝ ０， （４８）

φ
－
ｊ， ｔ－ ＝ ｗ３φ

－
ｊ，ｘ－ ｘ－ ｘ－ ＋ ３（ｗ２ｗ ｘ－ ＋ ｗ∑

ｍ＋１

ｊ ＝ １
（φ

－
ｊψ
－
ｊ））φ

－
ｊ，ｘ－ ｘ－ ／ ２， （４９）

ψ
－
ｊ， ｔ－ ＝ ｗ３ψ

－
ｊ，ｘ－ ｘ－ ｘ－ ＋ ３（ｗ２ｗ ｘ－ － ｗ∑

ｍ＋１

ｊ ＝ １
（φ

－
ｊψ
－
ｊ））ψ

－
ｊ，ｘ－ ｘ－ ／ ２， 􀭰ｔ ≜ 􀭰ｔ３。 （５０）

２　 带源 ＫｄＶ、ｍＫｄＶ 方程之间的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换
下面分别考察第一、二型带源 ＫｄＶ 、ｍＫｄＶ 方程之间的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换。

２􀆰 １　 第一型带源 ＫｄＶ、 ｍＫｄＶ 方程之间的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换

定理 １　 设 Ｂ２ 是第一型带源 ＫｄＶ 方程（１３）的解， φ１，…，φｍ，ψ１，…，ψｍ 满足式（１４）， ｇ 为满足式

·０７·
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（１５）的特征函数，则 􀭹Ｂ２ ＝ ｇ －１Ｂ２ｇ ， 􀭹φｊ ＝ ｇ －１φｊ ， 􀭹ψ ｊ ＝ － Ω^（ψ ｊ，ｇ） 为第一型非标准带源 ｍＫｄＶ 方程

（１８）—（２０）的解。

证明　 欲证定理 １ 成立，只需证 􀭹Ｂ２ ＝ ｇ －１Ｂ２ｇ 、 􀭹φｊ ＝ ｇ －１φｊ 、 􀭹ψ ｊ ＝ － Ω^（ψ ｊ，ｇ） ＝ － Ω（ψ ｊ，ｇ） 分别满足

式（１８）及式（１９）即可。
首先证明式（１８）成立。 􀭹Ｂ２，τ３ ＝ （ｇ －１Ｂ２ｇ） τ３ ＝ － ｇτ３ ／ ｇ

２Ｂ２ｇ ＋ ｇ －１Ｂ２，τ３ｇ ＋ ｇ －１Ｂ２ｇτ３ ＝ ［ － ｇ －１ｇτ３，􀭹Ｂ２］ ＋

ｇ －１Ｂ２，τ３ｇ ，注意到 ｇτ３ ＝ ［（Ｂ２） ３ ／ ２
≥０ｇ］ ＋∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ Ω^（ψ ｊ，ｇ）） 及 Ｂ２，τ３ ＝ ［（Ｂ２） ３ ／ ２

≥０ ＋∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ），Ｂ２］ ， 由引

理 １ 知 （Ω^（ψｊ，ｇ）） ｘ ＝ ψｊｇ 。 故 Ｂ
～
２，τ３ ＝ ［ － ｇ －１［（Ｂ２）３ ／ ２

≥０ｇ］ － ｇ －１∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ Ω^（ψｊ，ｇ）），Ｂ

～
２］ ＋ ［ｇ －１（（Ｂ２）３ ／ ２

≥０ ＋

∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ）ｇ，ｇ －１Ｂ２ｇ］ ＝ ［（ｇ －１（Ｂ２） ３ ／ ２

≥０ｇ）≥１ － ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ Ω^（ψ ｊ，ｇ）） ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ∂－１（∂ Ω^（ψ ｊ，ｇ） － Ω^（ψ ｊ，

ｇ）∂）），Ｂ
～
２］ ＝ ［（ｇ －１（Ｂ２） ３ ／ ２

≥０ｇ）≥１ ＋∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ∂－１ψ

～
ｊ∂），Ｂ

～
２］ 。 通过计算知 （ｇ －１ （Ｂ２） ３ ／ ２

≥０ｇ）≥１ ＝ （Ｂ
～
２） ３ ／ ２

≥１ ， 从

而 Ｂ
～
２，τ３ ＝ ［（Ｂ

～
２） ３ ／ ２

≥１ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ∂－１ψ

～
ｊ∂），Ｂ

～
２］ 。

其次证明式 （１９） 成立。 注意到 ［􀭹Ｂ２
􀭹φｊ］ － λ２

ｊ
􀭹φｊ ＝ ［ｇ －１Ｂ２ｇｇ －１φｊ］ － λ２

ｊ
􀭹φｊ ＝ ｇ －１（［Ｂ２φｊ］ － λ２

ｊ φｊ） ＝ ０，
从而 ［􀭹Ｂ２

􀭹φｊ］ ＝ λ２
ｊ
􀭹φｊ 。 此外， ［∂－１􀭹Ｂ∗

２ ∂􀭹ψｊ］ ＝ ［∂－１􀭹Ｂ∗
２ ［∂􀭹ψｊ］］ ＝ － ［∂－１ｇ􀭹Ｂ∗

２ ｇ －１ｇψｊ］ ＝ λ２
ｊ
􀭹ψｊ ， 故定理 １ 得证。

注 ２　 由定理 １ 知， 􀭹Ｂ２ ＝ 􀭹Ｌ２
≥１ ＋ λ ＝ ｇ －１Ｂ２ｇ⇒∂２ ＋ ２ｖ∂ ＋ λ ＝ ∂２ ＋ ２ｇ －１ｇｘ∂ ＋ ｇ －１ｇｘｘ ＋ ２ｕ ， 通过比

较 ∂ 前面的系数， 容易得到 ｖ ＝ ｇ －１ｇｘ ， 进而第一型带源 ＫｄＶ 方程与第一型非标准带源 ｍＫｄＶ 方程之

间的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换为： ｖｘ ＋ ｖ２ ＋ ２ｕ － λ ＝ ０，φ
～
ｊ ＝ ｇ －１φｊ， ψ

～
ｊ ＝ － Ω^（ψ ｊ，ｇ） ＝ （ψ ｊ，ｘｇ － ψ ｊｇｘ） ／ （λ － λ２

ｊ ） ，

其中 ｇ 由 ［Ｌ２ｇ］ ＝ ｇｘｘ ＋ ２ｕｇ ＝ λｇ， ｇτ３ ＝ ［（Ｂ２） ３ ／ ２
≥０ｇ］ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ Ω^（ψ ｊ，ｇ）） 所确定。

２􀆰 ２　 第二型带源 ＫｄＶ、 ｍＫｄＶ 方程之间的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换

定理 ２　 设 Ｌ２ ＝ Ｂ２ ＋∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ） 是第二型带源 ＫｄＶ 方程（３１）的解， φ１，…，φｍ，ψ１，…，ψｍ 分别满

足式（３２）及式（３３）， ｇ 为式（３４）的特征函数，则 􀭹Ｌ２ ＝ ｇ －１Ｌ２ｇ 满足 􀭹Ｌ２ ＝ （ｇ －１Ｂ２ｇ）≥１ ＋ ∑
ｍ＋１

ｊ ＝ １
（􀭹φｊ∂－１􀭹ψ ｊ∂） ＝

􀭹Ｂ２ ＋ ∑
ｍ＋１

ｊ ＝ １
（􀭹φｊ∂－１􀭹ψｊ∂） ，且是自由度为 ｍ ＋ １ 的第二型非标准带源 ｍＫｄＶ 方程（３８）—（４１）的解，其中 􀭹φｍ＋１ ＝

ｇ －１（［Ｂ２ｇ］ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ Ω^（ψ ｊ，ｇ））），􀭹ψｍ＋１ ＝ １，􀭹φｊ ＝ ｇ －１φｊ，􀭹ψ ｊ ＝ － Ω^（ψ ｊ，ｇ） 。

证明　 首先证明􀭹Ｌ２ ＝ （ｇ －１Ｂ２ｇ）≥１ ＋ ∑
ｍ＋１

ｊ ＝ １
（􀭹φｊ∂－１􀭹ψｊ∂） ＝ 􀭹Ｂ２ ＋ ∑

ｍ＋１

ｊ ＝ １
（􀭹φｊ∂－１􀭹ψｊ∂） 。 事实上， Ｌ

～ ２ ＝ ｇ －１Ｌ２ｇ ＝

ｇ －１（Ｂ２ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊ））ｇ ＝ （ｇ －１Ｂ２ｇ）≥１ ＋ ｇ －１［Ｂ２ｇ］ ＋ ｇ －１∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１（∂ Ω^（ψ ｊ，ｇ） － Ω^（ψ ｊ，ｇ）∂）） ＝

（ｇ －１Ｂ２ｇ）≥１ ＋ ｇ －１（［Ｂ２ｇ］ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ Ω^（ψ ｊ，ｇ））） ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ∂－１ψ

～
ｊ∂） ＝ Ｂ

～
２ ＋ ∑

ｍ＋１

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ∂－１ψ

～
ｊ∂） 。

其次证明 􀭹Ｌ２ 是自由度为 ｍ ＋ １ 的第二型带源 ｍＫｄＶ 方程 （３８）—（４１） 的解。

Ｌ
～ ２
ｔ３ ＝ （ｇ －１Ｌ２ｇ） ｔ３ ＝ － ｇｔ３ ／ ｇ

２Ｌ２ｇ ＋ ｇ －１Ｌ２
ｔ３ｇ ＋ ｇ －１Ｌ２ｇｔ３ ＝ ［ － ｇ －１ｇｔ３，Ｌ

～ ２］ ＋ ｇ －１Ｌ２
ｔ３ｇ ＝

［ｇ －１（（Ｌ２） ３ ／ ２
≥０ｇ － ［（Ｌ２） ３ ／ ２

≥０ｇ］），Ｌ
～ ２］ ＝ ［ｇ －１（Ｌ２） ３ ／ ２

≥０ｇ，Ｌ
～ ２］ ＝ ［（􀭹Ｌ２） ３ ／ ２

≥１，􀭹Ｌ２］ 。 （５１）

φ
～
ｊ，ｔ３ ＝ （ｇ －１φｊ） ｔ３ ＝ － ｇ －１ｇｔ３ｇ

－１φｊ ＋ ｇ －１φｊ，ｔ３ ＝ － ｇ －１［（Ｌ２） ３ ／ ２
≥０ｇ］ｇ －１φｊ ＋ ｇ －１［（Ｌ２） ３ ／ ２

≥０φｊ］ ＝

ｇ －１［（Ｌ２）３ ／ ２
≥０ｇφ

～
ｊ］ － ｇ －１［（Ｌ２）３ ／ ２

≥０ｇ］φ
～
ｊ ＝ ｇ －１［（Ｌ２）３ ／ ２

≥１ｇφ
～
ｊ］ － ｇ －１［（Ｌ２）３ ／ ２

≥１ｇ］φ
～
ｊ ＝ ［（ｇ －１（Ｌ２）３ ／ ２ｇ）≥０φ

～
ｊ］ －

·１７·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

ｇ －１［（Ｌ２） ３ ／ ２
≥１ｇ］φ

～
ｊ ＝ ［（ｇ －１（Ｌ２） ３ ／ ２ｇ）≥０φ

～
ｊ］ ＝ ［（Ｌ

～ ２） ３ ／ ２
≥１φ

～
ｊ］ 。 （５２）

由引理 １， 势函数 Ω^（ψ ｊ，ｇ） ｘ ＝ ψ ｊｇ ， 故有 ψ ｊ ＝ － ｇ －１［∂􀭹ψ ｊ］ ， 进而有

ψ
～
ｊ，ｔ３ ＝ － ［∂－１ψ ｊｇ］ ｔ３ ＝ － ［∂－１（ψ ｊ，ｔ３ｇ ＋ ψ ｊｇｔ３）］ ＝ － ［∂－１（ － ｇ［（Ｌ２） ３ ／ ２∗

≥０ ψ ｊ］ ＋ ［（Ｌ２） ３ ／ ２
≥０ｇ］ψ ｊ）］ ＝

－ ［∂－１（［（Ｌ２）３ ／ ２
≥０ｇ］ψｊ － ｇ［（Ｌ２）３ ／ ２∗

≥０ ψｊ］）］ ＝ － ［∂－１（（ｇ －１（Ｌ２）３ ／ ２
≥０ｇ）∗（∂ψ

～
ｊ）） － ［（Ｌ２）３ ／ ２

≥０ｇ］ｇ －１（∂ψ
～
ｊ））］ ＝

－ ［∂－１（Ｌ
～ ２） ３ ／ ２∗

≥１ ∂ψ
～
ｊ］ 。 （５３）

故定理 ２ 得证。

注 ３　 由定理 ２ 知， Ｌ
～ ２ ＝ ｇ －１Ｌ２ｇ ＝ ｇ －１（Ｂ２ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂ －１ψ ｊ））ｇ ， 从而 ∂２ ＋ ２ｖ∂ ＋ ∑

ｍ＋１

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ∂－１ψ

～
ｊ∂） ＝

∂２ ＋ ２ｇ －１ｇｘ∂ ＋ ｇ －１ｇｘｘ ＋ ２ｕ ＋ ｇ －１∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊｇ） 。 通过计算易知 ∑

ｍ＋１

ｊ ＝ １
（􀭹φｊ∂－１􀭵ψ ｊ∂） ＝ ｇ －１ｇｘｘ ＋ ２ｕ ＋

ｇ －１∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ∂－１ψ ｊｇ） ， 故欲使上式成立， 只需 ｖ ＝ ｇ －１ｇｘ ， 进而第二型带源 ＫｄＶ 方程与第二型非标准带

源 ｍＫｄＶ 方程之间的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换为： ｖ ＝ ｇ －１ｇｘ，􀭹φｊ ＝ ｇ －１φｊ，􀭹ψ ｊ ＝ － Ω^（ψ ｊ，ｇ） ， 其中 ｇ 由 ｇｘｘ ＋ ２ｕｇ ＋

∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊ Ω^（ψ ｊ，ｇ）） ＝ μｇ，ｇｔ３ ＝ ［（Ｌ２） ３ ／ ２

≥０ｇ］ ＝ ｇｉ，ｘｘｘ ＋ ３ｕｇｘ ＋ ３［∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φｊψ ｊ） ＋ ｕｘ］ｇ ／ ２ 所确定。

３　 带源 ｍＫｄＶ、 Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ 方程之间的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换
３􀆰 １　 第一型带源 ｍＫｄＶ、 Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ 方程之间的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换

定理 ３　 设 Ｂ
～
２ 是第一型带源 ｍＫｄＶ 方程 （１８）—（２０） 的解， 􀭹φ１，…，􀭹φｍ，􀭹ψ１，…，􀭹ψｍ 满足式 （１９）。􀭹ｇ

为满足式 （２０） 的特征函数， 􀭵Ｂ２ ＝ 􀭹Ｂ２，􀭵φｊ ＝ 􀭹φｊ，􀭵ψ ｊ ＝ － Ω^（􀭹ψ ｊ，􀭹ｇｘ） 为第一型非标准带源 Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ 方程

式 （２３）—（２４） 的解， 其中 ｘ
－
＝ ｇ

～
，τ

－
３ ＝ τ３ 。

证明　 要证定理 ３， 只需证明 􀭵Ｂ２ ＝ 􀭹Ｂ２、􀭵φｊ ＝ 􀭹φｊ、􀭵ψ ｊ ＝ － Ω^（􀭹ψ ｊ，􀭹ｇｘ） 分别满足式 （２３） 及式 （２４）。

首先证明式 （２３） 成立。 由变换 Ｌ
－
＝ Ｌ

～
知 Ｂ

－
２ ＝ Ｂ

～
２， 所以， 􀭵Ｂ２，􀭵τ３ ＝ ［∂􀭵τ３，􀭵Ｂ２］ ＝ ［∂τ３ － 􀭹ｇτ３∂􀭰ｘ，􀭵Ｂ２］ ＝ ［∂τ３，

􀭹Ｂ２］ － ［􀭹ｇτ３
􀭹ｇ －１
ｘ ∂，􀭹Ｂ２］ ＝ 􀭹Ｂ２，τ３ － ［􀭹ｇτ３

􀭹ｇ －１
ｘ ∂，􀭹Ｂ２］ 。 注意到 ｇ

～
τ３ ＝ ［（（Ｂ

～
２） ３ ／ ２

≥１ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ∂－１ψ

～
ｊ∂））ｇ

～
］ 及 Ｂ

～
２，τ３ ＝

［（Ｂ
～
２） ３ ／ ２

≥１ ＋∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ∂－１ψ

～
ｊ∂），Ｂ

～
２］， 从而 Ｂ

－
２，τ－３ ＝ Ｂ

～
２，τ３ － ［［（Ｂ

～
２） ３ ／ ２

≥１ｇ
～
］ｇ

～ －１
ｘ ∂ ＋∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ Ω^（ψ

～
ｊ，ｇ

～
ｘ）ｇ

～ －１
ｘ ∂），Ｂ

～
２］ ＝

［（Ｂ
～
２） ３ ／ ２

≥１ － ［（Ｂ
～
２） ３ ／ ２

≥１ｇ
～
］ｇ

～ －１
ｘ ∂ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ∂－１ψ

～
ｊ∂ － φ

～
ｊ Ω^（ψ

～
ｊ，ｇ

～
ｘ）ｇ

～ －１
ｘ ∂），Ｂ

～
２］ ， 由引理 １ 知， 􀭹ψ ｊ，􀭰ｘ ＝ － Ω^（􀭹ψ ｊ，

􀭹ｇｘ） ｘ
􀭹ｇ －１
ｘ ＝ － 􀭹ψ ｊ ， 所以 Ｂ

－
２，τ－３ ＝ ［（Ｂ

－
２） ３ ／ ２

≥２ －∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φ

－
ｊ∂－１

ｘ－ ψ
－
ｊ，ｘ－∂ ｘ－ ＋ φ

－
ｊψ
－
ｊ∂ ｘ－），Ｂ

－
２］ ＝ ［（Ｂ

－
２） ３ ／ ２

≥２ ＋∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φ

－
ｊ∂－１

ｘ－ ψ
－
ｊ∂２

ｘ－），

Ｂ
－
２］ 。

接着证明式 （２４） 成立。 注意到 ［􀭵Ｂ２
􀭵φｊ］ － λ２

ｊ
􀭵φｊ ＝ ［􀭹Ｂ２

􀭹φｊ］ － λ２􀭹φｊ ＝ ０ ， 从而 ［􀭵Ｂ２
􀭵φｊ］ ＝ λ２

ｊ
􀭵φｊ 。 此外，

［∂－２
􀭰ｘ
􀭵Ｂ∗－
２ ∂２

􀭰ｘ
􀭵ψｊ］ ＝ － ［∂－１􀭹ｇｘ∂－１􀭹ｇｘ

􀭹Ｂ∗
２
􀭹ψｊ，ｘ

􀭹ｇ－１
ｘ ］ ＝ － ［∂－１􀭹ｇｘ∂－１􀭹ｇｘ∂［∂－１􀭹Ｂ∗

２ ∂􀭹ψｊ］􀭹ｇ－１
ｘ ］ ＝ － λ２

ｊ ［∂－１􀭹ｇｘ∂－１􀭹ｇｘ∂􀭹ψｊ
􀭹ｇ－１
ｘ ］ ＝

－ λ２
ｊ ［∂－１􀭹ｇｘ∂－１􀭹ｇｘ［∂􀭹ψ ｊ］􀭹ｇ －１

ｘ ］ ＝ － λ２
ｊ ［∂－１􀭹ｇｘ

􀭹ψ ｊ］ ＝ － λ２
ｊ Ω^（􀭹ψ ｊ，􀭹ｇｘ） ＝ λ２

ｊ
􀭵ψ ｊ ， 故定理 ３ 得证。

注 ４　 由定理 ３ 知， Ｂ
－
２ ＝ ｗ２∂２

ｘ－ ＋ λ
～
ｘ
－
∂ ｘ－ ＝ Ｂ

～
２ ， 从而 ｗ２∂２

ｘ－ ＋ λ
～
ｘ
－
∂ ｘ－ ＝ ｇ

～ ２
ｘ∂２

ｘ－ ＋ （ｇ
～
ｘｘ ＋ ２ｖｇ

～
ｘ）∂ ｘ－ 。 通过比

较 ∂２
ｘ－ 前面的系数， 容易得到 ｗ ＝ 􀭹ｇｘ ， 进而第一型带源 ｍＫｄＶ 方程与第一型非标准带源 Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ 方

程之间的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换为： ｗ ＝ 􀭹ｇｘ，ｗｗ􀭰ｘ ＋ ２ｖｗ － 􀭹λ􀭰ｘ ＝ ０，􀭰ｘ ＝ 􀭹ｇ，􀭰τ３ ＝ τ３ ， 其中􀭹ｇ由 ［Ｌ
～ ２ｇ

～
］ ＝ ｇ

～
ｘｘ ＋ ２ｖｇ

～
ｘ ＝

λ
～
ｇ
～
，ｇ

～
τ３ ＝ ［（Ｂ

～
２） ３ ／ ２

≥１ｇ
～
］ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ Ω^（ψ

～
ｊ，ｇ

～
）） 所确定。

·２７·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

３􀆰 ２　 第二型带源 ｍＫｄＶ、 Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ 方程之间的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换

定理 ４　 设 Ｌ
～ ２ ＝ Ｂ

～ ２ ＋∑
ｍ

ｊ ＝ １
（􀭹ψ ｊ∂－１􀭹ψ ｊ∂） 是第二型带源 ｍＫｄＶ 方程 （３８）—（４１） 的解， 􀭹φ１，…，􀭹φｍ，􀭹ψ１，

…，􀭹ψｍ 分别满足式 （３９）、（４０）， ｇ
～
为满足式 （４１） 的特征函数， 则 Ｌ

－ ２ ＝ Ｌ
～ ２ 满足 􀭵Ｌ２ ＝ （􀭵Ｌ２）≥２ ＋

∑
ｍ＋１

ｊ ＝ １
（􀭵φｊ∂－１

􀭰ｘ
􀭵ψ ｊ∂２

􀭰ｘ） ＝ 􀭵Ｂ２ ＋ ∑
ｍ＋１

ｊ ＝ １
（􀭵φｊ∂－１

􀭰ｘ
􀭵ψ ｊ∂２

􀭰ｘ） ， 且为自由度是 ｍ ＋ １ 的第二型非标准带源 Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ 方程

（４５）—（４７） 的解， 其中 􀭵φｊ ＝ 􀭵φｊ，􀭵ψ ｊ ＝ － Ω^（􀭹ψ ｊ，􀭹ｇｘ），􀭰ｘ ＝ 􀭹ｇ，􀭰ｔ３ ＝ ｔ３，􀭵φｍ＋１ ＝ ［（􀭹Ｌ２）≥１
􀭹ｇ］ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（􀭹φｊ Ω^（􀭹ψ ｊ，

􀭹ｇｘ）），􀭹ψｍ＋１ ＝ １ 。

证明　 首先证明􀭵Ｌ２ ＝ （􀭹Ｂ２）≥２ ＋∑
ｍ＋１

ｊ ＝ １
（􀭵φｊ∂－１

􀭰ｘ
􀭵ψｊ∂２

􀭰ｘ） ＝ 􀭵Ｂ２ ＋∑
ｍ＋１

ｊ ＝ １
（􀭵φｊ∂－１

􀭰ｘ
􀭵ψｊ∂２

􀭰ｘ） 。 由变换 Ｌ
－
＝ Ｌ

～
得 Ｌ

－ ２ ＝ Ｌ
～ ２ ＝

Ｂ
～
２ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ∂－１ψ

～
ｊ∂） ＝ （Ｌ

～ ２）≥２ ＋ ［（Ｌ
～ ２）≥１ｇ

～
］∂ ｘ－ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ∂－１ψ

～
ｊ∂） 。 由引理 １ 知， 􀭹ψ ｊ ＝ － Ω^（􀭹ψ ｊ，􀭹ｇｘ） ， 故

􀭹ψ ｊ，􀭰ｘ ＝ － Ω^（􀭹ψ ｊ，􀭹ｇｘ） ｘ
􀭹ｇ －１
ｘ ＝ － 􀭹ψ ｊ ， 从而 Ｌ

－ ２ ＝ （Ｌ
～ ２）≥２ ＋ ［（ Ｌ

～ ２）≥１ｇ］∂ ｘ－ － ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φ

－
ｊ∂－１

ｘ－ ψ
－
ｊ，ｘ－∂ ｘ－） ＝ （Ｌ

～ ２）≥２ ＋

［（Ｌ
～ ２）≥１ｇ

～
］∂ ｘ－ － ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φ

－
ｊψ
－
ｊ∂ ｘ－） ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φ

－
ｊ∂－１

ｘ－ ψ
－
ｊ∂２

ｘ－） ＝ （Ｌ
～ ２）≥２ ＋ （Ｌ

～ ２）≥１ｇ
～

＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ Ω^（ψ

～
ｊ，ｇ

～
ｘ））∂ ｘ－ ＋

∑
ｍ

ｊ ＝ １
（φ

－
ｊ∂－１

ｘ－ ψ
－
ｊ∂２

ｘ－） ＝ Ｂ
－
２ ＋ ∑

ｍ＋１

ｊ ＝ １
（φ

－
ｊ∂－１

ｘ－ ψ
－
ｊ∂２

ｘ－） 。

其次证明 Ｌ
－ ２ 为自由度是 ｍ ＋ １ 的第二型非标准带源 Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ 方程 （４５）—（４７） 的解。

􀭵Ｌ２
􀭰ｔ３ ＝ ［∂􀭰ｔ３，􀭵Ｌ

２］ ＝ ［∂ｔ３ － 􀭹ｇｔ３∂􀭰ｘ，􀭵Ｌ２］ ＝ 􀭹Ｌ２
ｔ３ － ［􀭹ｇｔ３∂􀭰ｘ，􀭵Ｌ２］ ， 注意到 ｇ

～
ｔ３ ＝ ［（Ｌ

～ ２） ３ ／ ２
≥１ｇ

～
］ 及 （Ｌ

～ ２） ｔ３ ＝ ［（Ｌ
～ ２） ３ ／ ２

≥１，

Ｌ
～ ２］ ， 从而 Ｌ

－ ２
ｔ－３ ＝ ［（Ｌ

～ ２） ３ ／ ２
≥１ － ［（Ｌ

～ ２） ３ ／ ２
≥１ｇ

～
］ｇ

～ －１
ｘ ∂ ，Ｌ

～ ２］ ＝ ［（Ｌ
－ ２） ３ ／ ２

≥２－，Ｌ
－ ２］ 。

易知， φ
－
ｊ， ｔ－３ ＝ φ

～
ｊ，ｔ３ － ｇ

～
ｔ３φ

－
ｊ，ｘ－ ＝ ［（Ｌ

～ ２） ３ ／ ２
≥１φ

～
ｊ － ［（Ｌ

～ ２） ３ ／ ２
≥１ｇ

～
］φ

－
ｊ，ｘ－］ ＝ ［（Ｌ

－ ２） ３ ／ ２
≥２－φ

－
ｊ］ 。 记 Ω^ ＝ Ω^（􀭹ψ ｊ，􀭹ｇｘ） ， 由

引理 １ 知， 势函数 Ω^ｘ ＝ ψ
～
ｊｇ
～
ｘ， Ω^ｔ３ ＝ ｒｅｓ（∂－１ψ

～
ｊ∂（Ｌ

～ ２） ３ ／ ２
≥１∂－１ｇ

～
ｘ∂－１） ， 从而 ψ

－
ｊ， ｔ－３ ＝ － Ω^ｔ３ ＋ Ω^ｇ

～ －１
ｘ ｇ

～
ｔ３ ＝

ｒｅｓ（∂－１ψ
～
ｊ∂（Ｌ

～ ２） ３ ／ ２
≥１∂－１ｇ

～
ｘ∂－１） ＋ ψ

～
ｊｇ
～
ｔ３ ， 因 为 ψ

～
ｊｇ
～
ｔ３ ＝ ψ

～
ｊ［（Ｌ

～ ２） ３ ／ ２
≥１ｇ

～
］ ＝ ｒｅｓ（ψ

～
ｊ（Ｌ

～ ２） ３ ／ ２
≥１∂－１ｇ

～
ｘ∂－１） ＝

ｒｅｓ（∂－１∂ψ
～
ｊ（Ｌ

～ ２） ３ ／ ２
≥１∂－１ｇ

～
ｘ∂－１） ， 在微分算子 ∂􀭰ｘ 表示下， 有 ｒｅｓ（Ａ） ＝ ｒｅｓ（Ａ􀭹ｇ －１

ｘ ） ， 其中 Ａ 为微分算子，

所以 ψ
－
ｊ， ｔ－３ ＝ ｒｅｓ（∂－１ψ

～
ｊ，ｘ（Ｌ

～ ２） ３ ／ ２
≥１∂－１ｇ

～
ｘ∂－１） ＝ ｒｅｓ（∂－１

ｘ－ ｇ
～ －１
ｘ ψ

～
ｊ，ｘ（􀭹Ｌ２） ３ ／ ２

≥１∂－２
ｘ－ ｇ

～ －１
ｘ ） ＝ ｒｅｓ［∂－１

ｘ－ ｇ
～ －１
ｘ ψ

～
ｊ，ｘ［（􀭵Ｌ２） ３ ／ ２

≥２ ＋

［（􀭹Ｌ２） ３ ／ ２
≥１ｇ

～
）］∂ ｘ－］∂－２

ｘ－ ｇ
～ －１
ｘ ］ ＝ ｒｅｓ（∂－１

ｘ－ ｇ
～ －１
ｘ ψ

～
ｊ，ｘ（􀭵Ｌ２） ３ ／ ２

≥２∂－２
ｘ－ ） 。

注意到 􀭵ψ ｊ，􀭰ｘ ＝ － Ω^（􀭹ψ ｊ，􀭹ｇｘ） ｘ
􀭹ｇ －１
ｘ ＝ － 􀭹ψ ｊ，􀭵ψ ｊ，􀭰ｘ􀭰ｘ ＝ － 􀭹ψ ｊ，􀭰ｘ ， 所以， ψ

－
ｊ， ｔ－３ ＝ ｒｅｓ［∂－１

ｘ－ ｇ
～ －１
ｘ ψ

～
ｊ，ｘ（Ｌ

－ ２） ３ ／ ２
≥２∂－２

ｘ－ ］ ＝

－ ｒｅｓ（∂－１
ｘ－ ψ

－
ｊ，ｘ－，ｘ－（Ｌ

－ ２） ３ ／ ２
≥２∂－２

ｘ－ ） ＝ － ［∂－２
ｘ－ （Ｌ

－ ２） ３ ／ ２∗－

≥２ ∂２
ｘ－ψ
－
ｊ］ 。 故定理 ４ 得证。

注５　 由定理 ４ 知， Ｌ
－ ２ ＝ Ｌ

～ ２ ＝ Ｂ
～
２ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ∂－１ψ ｊ∂） ， 从而 ｗ２∂２

ｘ－ ＋ ∑
ｍ＋１

ｊ ＝ １
（φ

－
ｊ∂－１

ｘ－ ψ
－
ｊ∂２

ｘ－） ＝ ｇ
～ ２
ｘ∂２

ｘ－ ＋ （ｇ
～
ｘｘ ＋

２ｖｇ
～
ｘ）∂ ｘ－ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ∂－１ψ

～
ｊ∂） 。 通过计算易知 ∑

ｍ＋１

ｊ ＝ １
（􀭵ψ∂－１

􀭰ｘ
􀭵ψ ｊ∂２

􀭰ｘ） ＝ （􀭹ｇｘｘ ＋ ２ｖ􀭹ｇｘ）∂􀭰ｘ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（􀭵ψ ｊ∂－１􀭹ψ ｊ∂） ， 故欲使

上式成立， 只需 ｗ ＝ 􀭹ｇｘ ， 进而第二型带源 ｍＫｄＶ 方程与第二型非标准带源 Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ 方程之间的

Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换为： ｗ ＝ 􀭹ｇｘ，􀭰ｘ ＝ 􀭹ｇ，􀭰ｔ３ ＝ ｔ３，􀭵φｊ ＝ 􀭹φｊ，􀭵ψ ｊ ＝ － Ω^（􀭹ψ ｊ，􀭹ｇｘ） ， 其中􀭹ｇ 由 ｇ
～
ｘｘ ＋ ２ｖｇ

～
ｘ ＋∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φ

～
ｊ Ω^（ψ

～
ｊ，

ｇ
～
ｘ）） ＝ λ

～
ｇ
～
，ｇ

～
ｔ３ ＝ ［（Ｌ

～ ２） ３ ／ ２
≥１ｇ

～
］ ＝ ｇ

～
ｘｘｘ ＋ ３ｖｇ

～
ｘｘ ＋ ３（ｖｘ ＋ ｖ２ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（φｊψ ｊ））ｇ

～
ｘ ／ ２ 所确定。

·３７·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

４　 结论
本文首次在 Ｓａｔｏ 理论的框架下， 利用拟微分算子探讨了 １ ＋ １ 维带源孤子方程族之间的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ

变换， 构造了带源 ＫｄＶ 方程与带源 ｍＫｄＶ 方程、 带源 ｍＫｄＶ 方程和带源 Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ 方程之间的

Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换。 结果表明， 在文中所构造的 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换作用下， 第一 （二） 型标准的带源 ＫｄＶ、
ｍＫｄＶ 方程分别变换成非标准的第一 （二） 型的带源 ｍＫｄＶ、 Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ 方程。
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Ａ， ２００３， ３２１（３ ／ ４）： ４６７⁃４８１． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ Ｓ０３７８⁃４３７１（０２）０１７４２⁃９．

［１０］ ＬＩＵ Ｘ Ｊ， ＺＥＮＧ Ｙ Ｂ， ＬＩＮ Ｒ Ｌ． Ａ ｎｅｗ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ＫＰ ｈｉｅｒａｒｃｈｙ ［Ｊ］． Ｐｈｙｓ Ｌｅｔｔ Ａ， ２００８， ３７２（２１）： ３８１９⁃３８２３． ＤＯＩ：
１０． １０１６ ／ ｊ． ｐｈｙｓｌｅｔａ． ２００８． ０２． ０７０．

［１１］ ＬＩＵ Ｘ Ｊ， ＬＩＮ Ｒ Ｌ， ＺＥＮＧ Ｙ Ｂ． Ａ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｄｒｅｓｓｉｎｇ ａｐｐｒｏａｃｈ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ＫＰ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｍＫＰ ｈｉｅｒ⁃
ａｒｃｈｙ ［Ｊ］． Ｊ Ｍａｔｈ Ｐｈｙｓ， ２００９， ５０（５）： ３８０６． ＤＯＩ：１０． １０６３ ／ １． ３１２６４９４．

［１２］ ＭＡ Ｗ Ｘ． Ａｎ ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ ｈｉｅｒａｒｃｈｙ ［Ｊ］． Ｊ Ｐｈｙｓ Ａ， ２０１０， ４３（１６）： １６５ ２０２⁃１６５ ２１５． ＤＯＩ：１０． １０８８ ／ １７５１⁃
８１１３ ／ ４３ ／ １６ ／ １６５２０２．

［１３］ ＯＥＶＥＬ Ｗ， ＣＡＲＩＬＬＯ Ｓ． Ｓｑｕａｒｅｄ ｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎ ｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓ ｆｏｒ ｓｏｌｉｔｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ： Ｐａｒｔ Ｉ ［ Ｊ］． Ｊ Ｍａｔｈ Ａｎａｌ Ａｐｐｌ，
１９９８， ２１７（１）： １６１⁃１７８． ＤＯＩ：１０． １００６ ／ ｊｍａａ． １９９７． ５７０７．

［１４］ ＨＵＡＮＧ Ｙ Ｈ， ＹＡＯ Ｙ Ｑ， ＺＥＮＧ Ｙ Ｂ． Ｌｉｎｋｓ ｂｅｔｗｅｅｎ （γｎ，σｋ） ⁃ＫＰ ｈｉｅｒａｒｃｈｙ， （γｎ，σｋ） ⁃ｍＫＰ ｈｉｅｒａｒｃｈｙ， ａｎｄ （２ ＋ １） －
（γｎ，σｋ） ⁃Ｈａｒｒｙ Ｄｙｍ ｈｉｅｒａｒｃｈｙ ［ Ｊ］． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１５， ２０１５：１⁃１１． ＤＯＩ： １０． １１５５ ／ ２０１５ ／
３９２７２３．

（责任编辑　 马建华　 英文审校　 黄振坤）
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