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［摘要］ 在带权常指数索伯列夫空间中讨论一类非线性方程的解的适定性问题。 方程 ｕｔ ＝
ｄｉｖ（ａ（ｘ） ∇ｕ ｐ－２ ∇ｕ） ＋ ｆ（ｕ，ｘ，ｔ） 中， ａ（ｘ） 在边界退化。 在一定条件下， 方程解的稳定性可不依赖于边界

条件而完全由初值控制。
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０　 引言
本文讨论方程

ｕｔ ＝ ｄｉｖ（ａ（ｘ） ∇ｕ ｐ－２ ∇ｕ） ＋ ｆ（ｕ，ｘ，ｔ），（ｘ，ｔ） ∈ ＱＴ， （１）
Ω 是 ＲＮ 中的有界区域， 边界∂Ω 光滑， ＱＴ ＝ Ω × （０，Ｔ） ， ｐ ＞ １ 为常数。 此类方程常出现于非牛顿流体

理论。 方程 （１） 是热传递过程的情形之一。 在过去的几十年间， 发展的 ｐ⁃Ｌａｐｌａｃｉａｎ 方程 ｕｔ ＝
ｄｉｖ（ ∇ｕ ｐ－２ ∇ｕ） 已被深入研究［１ － ５］ ， 当 ｐ ＝ ２ 时， 即为热传导方程； 当 ｐ≠２ 时， 则更准确地描述了

热传导的物理过程， 比如， 当 ｐ ＞ ２ 时， 方程的解可具有有限的扰动传播速度。 ａ（ｘ） 表达为距离的函

数的情形可参阅文献 ［６ － ８］。 与 ａ（ｘ） ≥ ｃ ＞ ０ 的一贯假设不同的是， 本文假设 ａ（ｘ） ∈ Ｃ１ （Ω）， 在区

域 Ω 中， ａ（ｘ） ＞ ０ ； 在 边 界 ∂Ω 上， ａ（ｘ） ＝ ０ 。 ｆ（ｕ，ｘ，ｔ） 适 当 光 滑 且 满 足 条 件

ｆ（ｕ，ｘ，ｔ） － ｆ（ｖ，ｘ，ｔ） ≤ ｃ ｕ － ｖ ，（ｘ，ｔ） ∈ ＱＴ 。 方程 （１） 的扩散系数在边界上为零， 该方程是边界

退化的， 这将影响这个方程的解在边界附近的正则性。 由于方程在 ∇ｕ ＝ ０ 处发生退缩， 一般来说

该方程没有古典解。
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定义 １　 称函数 ｕ（ｘ，ｔ） 为方程 （１） 的广义解， 若 ｕ ∈ Ｌ∞ （ＱＴ） ∩ Ｌ∞ （０，Ｔ；Ｗ１，ｐ（Ω，ａ）），ｕｔ ∈

Ｌ２ （ＱＴ） ， ∫∫
ＱＴ

（ｕｔφ ＋ ａ（ｘ） ∇ｕ ｐ－２ ∇ｕ·∇φ）ｄｘｄｔ ＝ ∫∫
ＱＴ

ｆ（ｕ，ｘ，ｔ）φｄｘｄｔ，∀φ ∈ Ｃ１
０ （ＱＴ）。

注 １　 由逼近过程， 定义 １ 中当 φ ＝ φ１φ２ ， φ１ ∈ Ｌ∞ （０，Ｔ；Ｗ１，ｐ（Ω，ａ）） ， φ２ ∈ Ｃ１
０ （ＱＴ） 时亦成立。

初值条件

ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０ （ｘ），ｘ ∈ Ω。 （２）
　 　 定理 １　 设 ａ（ｘ） －１ ／ （ｐ－１） ∈ Ｌ１

ｌｏｃ（Ω） ， ａ（ｘ） －ｓ ∈ Ｌ１ （Ω），ｓ ∈ （Ｎ ／ ｐ，∞ ） ∩ ［１ ／ （ｐ － １），∞ ） ， ｕ０ ∈
Ｌ∞ （Ω） ∩ Ｗ１，ｐ（Ω，ａ） ， 则存在问题 （１）、 （２） 的广义解。

定理 ２　 令 ｕ， ｖ 是满足方程 （１） 且分别具有初值 ｕ０ ， ｖ０ 的两个解， 设 ｄ（ｘ） ＝ ｄｉｓｔ（ｘ，∂Ω） 且

ｄ（ｘ） －１ ∈ Ｌｐ（Ω，ａ） 。 若定理 １ 的条件满足， 则 ∫
Ω

ｕ（ｘ，ｔ） － ｖ（ｘ，ｔ） ２ ｄｘ ≤ ｃ∫
Ω

ｕ０ － ｖ０
２ ｄｘ 。

１　 函数空间
权函数 ｗ（ｘ） 在 Ω 上可积， 且在 Ω 上几乎处处有 ０ ＜ ｗ（ｘ） ＜ ∞ 。 Ｌｐ（Ω，ｗ） ＝ ｛ｕ ＝ ｕ（ｘ）；ｕｗ１ ／ ｐ ∈

Ｌｐ（Ω）｝ ， ｕ ｐ，ｗ ＝ （∫
Ω

ｕ（ｘ） ｐｗ（ｘ）ｄｘ） １ ／ ｐ ， Ｌｐ（Ω，ｗ） 是一致凸的 Ｂａｎａｃｈ 空间 （１ ＜ ｐ ＜ ∞ ） ， Ｗ１，ｐ（Ω，

ｗ） ＝ ｛ｕ ＝ ｕ（ｘ）；Ｄαｕ ∈ Ｌｐ（Ω，ｗ）， α ≤ １｝ ， ｕ １，ｐ，ｗ ＝ ∑
α ≤１

∫
Ω

Ｄαｕ ｐｗｄｘ( )
１ ／ ｐ

。

由文献 ［９ － １０］ 知， 当 １ ＜ ｐ ＜ ∞ 时， 若权函数 ｗ（ｘ） 满足 ｗ（ｘ） －１ ／ （ｐ－１） ∈ Ｌ１
ｌｏｃ（Ω） ， 则 Ｗ１，ｐ（Ω，

ｗ） 是一致凸的 Ｂａｎａｃｈ 空间。 若同时有 ｗ（ｘ） ∈ Ｌ１
Ｌｏｃ（Ω） ， 则可将空间 Ｃ∞

０ （Ω） 在 Ｗ１，ｐ（Ω，ｗ） 中的完备

化记为 Ｗ１，ｐ
０ （Ω，ｗ） 。 若同时再有 ｗ（ｘ） －ｓ ∈ Ｌ１ （Ω） ， ｓ ∈ （Ｎ ／ ｐ，∞ ） ∩ ［１ ／ （ｐ － １），∞ ） ， 则有紧嵌入

Ｗ１，ｐ（Ω，ｗ） Ｌｒ（Ω）（１ ≤ ｒ ＜ ｑ） ， ｑ ＝ Ｎｐ∗ ／ （Ｎ － ｐ∗）， ｐ∗ ＜ Ｎ，
∞ ， ｐ∗ ≥ Ｎ，{ ｐ∗ ＝ ｐｓ ／ （１ ＋ ｓ） 。

２　 定理 １ 和定理 ２ 的证明
２􀆰 １　 定理 １ 的证明

考虑初边值问题：
ｕεｔ ＝ ｄｉｖ（（ａ（ｘ） ＋ ε） ∇ｕε

ｐ－２ ∇ｕε） ＋ ｆ（ｕε，ｘ，ｔ），（ｘ，ｔ） ∈ ＱＴ， （３）
ｕε（ｘ，０） ＝ ｕ０ ，ｘ ∈ Ω， （４）

ｕε（ｘ，ｔ） ＝ ０，（ｘ，ｔ） ∈ ∂Ω × （０，Ｔ）。 （５）
　 　 由发展的 ｐ⁃Ｌａｐｌａｃｉａｎ 理论［１１］可知， 当问题 （３） ～ （５） 满足定理 １ 的条件时， 存在广义解 ｕε，
ｕε ∈ Ｌ∞ （０，Ｔ；Ｗ１，ｐ（Ω）） 。

在式 （３） 的两边同时乘以 ｕε 并在 ＱＴ 上积分可得：

∫
Ω
ｕ２

εｄｘ ＋ ２∫∫
ＱＴ

（ａ（ｘ） ＋ ε） ∇ｕε
ｐｄｘｄｔ ＝ ２∫∫

ＱＴ

ｆ（ｕε，ｘ，ｔ）ｕεｄｘｄｔ ＋ ∫
Ω
ｕ２

０ ｄｘ 。 （６）

在式 （３） 的两边同时乘以 ｕεｔ并在 ＱＴ 上积分可得：

∫∫
ＱＴ

（ｕεｔ） ２ ｄｘｄｔ ＝ ∫∫
ＱＴ

ｄｉｖ（（ａ（ｘ） ＋ ε） ∇ｕε
ｐ－２ ∇ｕε）·ｕεｔｄｘｄｔ ＋ ∫∫

ＱＴ

ｆ（ｕε，ｘ，ｔ）ｕεｔｄｘｄｔ。 （７）

　 　 记 ｇ（ ｔ） ＝ ∫ ∇ｕε（ｘ，ｔ） ２

　 　 ０
ｓ（ｐ－２） ／ ２ ｄｓ ， 由 ∇ｕε

ｐ－２ ∇ｕε·∇ｕεｔ ＝ （１ ／ ２）ｄｇ ／ ｄｔ ， 得：

ｐ∫∫
ＱＴ

（ｕεｔ） ２ ｄｘｄｔ ＋ ∫
Ω
（ａ（ｘ） ＋ ε） ∇ｕε（ｘ，Ｔ） ｐｄｘ ＝

∫
Ω
（ａ（ｘ） ＋ ε） ∇ｕ０

ｐｄｘ ＋ ｐ∫∫
ＱＴ

ｆ（ｕε，ｘ，ｔ）ｕεｔｄｘｄｔ。 （８）

·１７·
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由 Ｃａｕｃｈｙ 不等式， 有 ∫∫
ＱＴ

ｆ（ｕε，ｘ，ｔ）ｕεｔｄｘｄｔ ≤ （１ ／ ２）∫∫
ＱＴ

（ｕεｔ） ２ ｄｘｄｔ ＋ ｃ。

由式 （６）、 式 （８） 得：

∫∫
ＱＴ

（ａ（ｘ） ＋ ε） ∇ｕε
ｐｄｘｄｔ ≤ ｃ， ∫∫

ＱＴ

（ｕεｔ） ２ ｄｘｄｔ ≤ ｃ。 （９）

常数 ｃ 与 ε 无关。 则存在函数 ｕ 及 ｎ 维向量函数 ζ ＝ （ζ１ ，ζ２ ，…，ζｎ） ， 满足：
ｕ ∈ Ｌ∞ （０，Ｔ；Ｗ１，ｐ（Ω，ａ）），ｕｔ ∈ Ｌ２ （ＱＴ）， ζ ∈ Ｌｐ ／ （ｐ－１） （０，Ｔ；Ｌｐ ／ （ｐ－１） （Ω，ａ －１ ／ （ｐ－１） ）），

且有： ｕε→ｕ 在 Ｌ∞ （ＱＴ） 中弱∗收敛； ｕε →ｕ 在 Ｌ２ （０，Ｔ；Ｌｒ
ｌｏｃ（Ω）） 中收敛； ｕεｔ →ｕｔ 在 Ｌ２ （ＱＴ） 中弱收

敛； ａ（ｘ） ∇ｕε
ｐ－２ ∇ｕε → ζ 在 Ｌｐ ／ （ｐ－１） （０，Ｔ；Ｌｐ ／ （ｐ－１） （Ω，ａ －１ ／ （ｐ－１） ）） 中弱收敛。 其中， 当 １ ＜ ｐ ＜ ２ 时，

１ ＜ ｒ ＜ Ｎｐ ／ （Ｎ － ｐ） ； 当 ｐ≥２ 时， ｒ ＝ ２。
由广义解的定义， ∀φ ∈ Ｃ１

０ （ＱＴ） ， ｕε 满足

∫∫
ＱＴ

ｕεｔφｄｘｄｔ ＋ ∫∫
ＱＴ

（ａ（ｘ） ＋ ε） ∇ｕε
ｐ－２ ∇ｕε·∇φｄｘｄｔ ＝ ∫∫

ＱＴ

ｆ（ｕε，ｘ，ｔ）φｄｘｄｔ， （１０）

由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式及式 （９），

∫∫
ＱＴ

ε ∇ｕε
ｐ－２ ∇ｕε·∇φｄｘｄｔ ≤ ε１ ／ ｐ（∫∫

ＱＴ

ε ∇ｕε
ｐｄｘｄｔ） （ｐ－１） ／ ｐ（∫∫

ｓｕｐｐ φ
∇φ ｐｄｘｄｔ） １ ／ ｐ ≤ ｃε。 （１１）

　 　 在式 （１０） 中令 ε→０， 得 ∫∫
ＱＴ

ｕｔφｄｘｄｔ ＋ ∫∫
ＱＴ

ζ∇φｄｘｄｔ ＝ ∫∫
ＱＴ

ｆ（ｕ，ｘ，ｔ）φｄｘｄｔ。 同文献 ［６］， 有：

∫∫
ＱＴ

ζ∇φｄｘｄｔ ＝ ∫∫
ＱＴ

ａ（ｘ） ∇ｕ ｐ－２ ∇ｕ·∇φｄｘｄｔ， 即知 ｕ 是式 （１） 的广义解。

２􀆰 ２　 定理 ２ 的证明

记 Ωε ＝ ｛ｘ ∈ Ω：ｄｉｓｔ（ｘ，∂Ω） ＞ ε｝ ， 令： ξε ∈ Ｃ∞
０ （Ω） ， ξε ＝ ０，ｘ ∈ Ω ＼ Ωε ； ξε ＝ １ ， ｘ ∈ Ω２ε ；

０ ≤ξε ≤ １ ； ∇ξε ≤ ｃ ／ ε。 由注 １ 有

∫∫
ＱＴ

（（ｕ － ｖ） ｔφ１φ２ ＋ ａ（ｘ）（ ∇ｕ ｐ－２ ∇ｕ － ∇ｖ ｐ－２ ∇ｖ）·∇（φ１φ２ ））ｄｘｄｔ ＝

∫∫
ＱＴ

（ ｆ（ｕ，ｘ，ｔ） － ｆ（ｖ，ｘ，ｔ））φ１φ２ ｄｘｄｔ， （１２）

∀φ１ ∈Ｌ∞ （０， Ｔ； Ｗ１，ｐ （Ω， ａ））， φ２ ∈Ｃ１
０ （ＱＴ）。 取 φ ＝ φ１φ２ ＝ （ｕ － ｖ）ξεχ［ ｓ，ｔ］ ， 其中 χ［ ｓ，ｔ］ 是 ［ ｓ，ｔ］

上的特征函数， ｓ，ｔ ∈ （０，Ｔ） 。 由式 （１２） 得：

（１ ／ ２）∫
Ω
［ｕ（ｘ，ｔ） － ｖ（ｘ，ｔ）］ ２ξεｄｘ － （１ ／ ２）∫

Ω
［ｕ（ｘ，ｓ） － ｖ（ｘ，ｓ）］ ２ξεｄｘ ＝ － ∫∫

Ｑｓｔ

ξεａ（ｘ）（ ∇ｕ ｐ－２ ∇ｕ －

∇ｖ ｐ－２ ∇ｖ）·∇（ｕ － ｖ）ｄｘｄｔ － ∫∫
Ｑｓｔ

∇ξεａ（ｘ）（ ∇ｕ ｐ－２ ∇ｕ － ∇ｖ ｐ－２ ∇ｖ）（ｕ － ｖ）ｄｘｄｔ ＋

∫∫
Ｑｓｔ

（ ｆ（ｕ，ｘ，ｔ） － ｆ（ｖ，ｘ，ｔ））（ｕ － ｖ）ξεｄｘｄｔ ＝ Ｉ１ ＋ Ｉ２ ＋ Ｉ３ 。 （１３）

显然， Ｉ１ ≤０ ， Ｉ２ ≤∫∫
Ｑｓｔ

∇ξε ａ（ｘ）（ ∇ｕ ｐ－１ ＋ ∇ｖ ｐ－１ ） ｕ － ｖ ｄｘｄｔ ≤∫ ｔ

ｓ
∫
Ωε ＼ Ω２ε

ａ（ｘ）［（２ ／ ｐ） ∇ξε
ｐ ＋

（（ｐ － １） ／ ｐ）（ ∇ｕ ｐ ＋ ∇ｖ ｐ）］ｄｘｄｔ ≤ ｃ∫ ｔ

ｓ
∫
Ωε ＼ Ω２ε

（ａ（ｘ）ｄ（ｘ） －ｐ ＋ ａ（ｘ） ∇ｕ ｐ ＋ ａ（ｘ） ∇ｖ ｐ）ｄｘｄｔ 。

当 ε→０ 时， Ｉ２ →０， Ｉ３ ≤ ｃ∫∫
Ｑｓｔ

（ｕ － ｖ） ２ξεｄｘｄｔ。 在式 （１３） 中令 ε → ０ 得： ∫
Ω
［ｕ（ｘ，ｔ） － ｖ（ｘ，ｔ）］ ２ ｄｘ ≤

∫
Ω
［ｕ（ｘ，ｓ） － ｖ（ｘ，ｓ）］ ２ ｄｘ ＋ ｃ∫∫

Ｑｓｔ

（ｕ － ｖ） ２ ｄｘｄｔ。

由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式， 有： ∫
Ω
［ｕ（ｘ，ｔ） － ｖ（ｘ，ｔ）］ ２ ｄｘ ≤ ｃ∫

Ω
［ｕ（ｘ，ｓ） － ｖ（ｘ，ｓ）］ ２ ｄｘ。 令 ｓ →０， 有：

∫
Ω
［ｕ（ｘ，ｔ） － ｖ（ｘ，ｔ）］ ２ ｄｘ ≤ ｃ∫

Ω
（ｕ０ － ｖ０ ） ２ ｄｘ。

·２７·
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