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［摘要］ 研究了一类二阶非线性微分方程的正周期解， 利用变量变换法及一些分析技巧， 得到了保证

该方程至少存在一个正周期解的充分条件， 所得结果改进了相关文献的主要结果。
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０　 引言
一直以来， 许多学者都致力于研究二阶非线性微分方程的有界性、 周期解或正解的存在性等问

题， 并取得了丰富的结果［１ － ９］ 。 在问题的研究过程中， 研究者利用了很多经典工具及理论， 如 Ｇｒｅｅｎ
函数、 上下解、 变分法、 单调迭代、 ｋｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉ 不动点定理、 Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理等。 文献 ［１］ 利

用锥的不动点指数理论研究了二阶微分方程

－ ｕ″（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ，ｕ（ ｔ）） （１）
的正 ω － 周期解的存在性问题， 其中 ｆ：Ｒ × Ｒ ＋ → Ｒ 为连续函数， 且 ｆ（ ｔ ＋ ω，ｕ） ＝ ｆ（ ｔ，ｕ） ， 得到了如

下结果： 记 ｆ０ ＝ ｌｉｍ ｉｎｆ
ｕ→０ ＋

ｍｉｎ
ｔ∈［０，ω］

（ ｆ（ ｔ，ｕ） ／ ｕ）， 􀭰ｆ０ ＝ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｕ→０ ＋

ｍａｘ
ｔ∈［０，ω］

（ ｆ（ ｔ，ｕ） ／ ｕ）， ｆ
－∞ ＝ ｌｉｍ ｉｎｆ

ｕ→＋∞
ｍｉｎ

ｔ∈［０，ω］
（ ｆ（ ｔ，

ｕ） ／ ｕ）， 􀭰ｆ∞ ＝ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｕ→＋∞

ｍａｘ
ｔ∈［０，ω］

（ ｆ（ ｔ，ｕ） ／ ｕ）。

定理 １［１］ 　 设 ｆ（ｔ，ｕ） ∈ Ｃ（Ｒ × Ｒ＋ ） 且关于 ｔ 为 ω － 周期函数， 若下列条件之一成立： （Ｈ１） － ∞ ＜ ｆ０，
􀭰ｆ０ ＜ ０ ＜ ｆ∞ ； （Ｈ２ ） － ∞ ＜ ｆ∞ ， 􀭰ｆ∞ ＜ ０ ＜ ｆ０ ， 则二阶常微分方程 （１） 至少有一个正 ω － 周期解。

值得注意的是， 当条件 （Ｈ１ ） 中 􀭰ｆ０ ＝ ０ 或 ｆ∞ ＝ ０ ， （Ｈ２ ） 中 􀭰ｆ∞ ＝ ０ 或 ｆ０ ＝ ０ ， 由定理 １ 不能保证
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方程 （１） 是否存在正 ω － 周期解。 基于这个问题， 本文运用变量变换法及一些分析技巧， 得到了一

些关于方程 （１） 的正 ω － 周期解存在性的新结果， 所得的结果改进了定理 １。

１　 预备知识
设 Ｘ 和 Ｙ 是 Ｂａｎａｃｈ 空间， 线性映射 Ｌ：Ｄｏｍ Ｌ ⊂ Ｘ → Ｙ ， 连续映射 Ｎ：Ｘ ® Ｙ 。
定义 １［１０］ 　 若 ｄｉｍ Ｋｅｒ Ｌ ＝ ｃｏｄｉｍ Ｉｍ Ｌ ＜ ＋∞ ， 且 Ｉｍ Ｌ 为 Ｙ 的闭子集， 则称 Ｌ 是指标为零的 Ｆｒｅｄ⁃

ｈｏｌｍ 映射。
如果 Ｌ 是指标为零的 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 映射， 且存在连续投影 Ｐ：Ｘ → Ｘ 及 Ｑ：Ｙ → Ｙ ， 使得 Ｉｍ Ｐ ＝ Ｋｅｒ Ｌ，

Ｉｍ Ｌ ＝ Ｋｅｒ Ｑ ＝ Ｉｍ（Ｉ － Ｑ）， Ｘ ＝ Ｋｅｒ Ｌ ÅＫｅｒ Ｐ 和 Ｙ ＝ Ｉｍ Ｌ ÅＩｍ Ｑ ， 则 Ｌ ｜ Ｄｏｍ Ｌ ∩ Ｋｅｒ Ｐ：Ｄｏｍ Ｌ ∩ Ｋｅｒ Ｐ ®

Ｉｍ Ｌ 可逆， 设其逆映射为 ＫＰ 。

定义 ２［１０］ 　 设 Ω 为 Ｘ 中的有界开集， 若 ＱＮ：Ω → Ｙ 和 ＫＰ（ Ｉ － Ｑ）Ｎ：Ω → Ｘ 都是紧的， 则称 Ｎ 在 Ω
上是 Ｌ － 紧的。

引理 １［１０］ 　 设 Ｘ 和 Ｙ 为 Ｂａｎａｃｈ 空间， Ｌ：Ｄｏｍ Ｌ ⊂ Ｘ ®Ｙ 是指标为零的 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子， Ω ⊂ Ｘ 是一

个有界开集， 连续映射 Ｎ 在 Ω 是 Ｌ － 紧的。 如果以下条件满足： ａ） Ｌｘ ≠ λＮｘ ， ∀ｘ ∈ ∂Ω ∩ Ｄｏｍ Ｌ ，
λ ∈ （０，１） ； ｂ） Ｎｘ ∉ Ｉｍ Ｌ ， ∀ｘ ∈ ∂Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ ； ｃ） ｄｅｇ（ＱＮ，Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ，０） ≠ ０ ， 那么方程 Ｌｘ ＝ Ｎｘ

在 Ω ∩ Ｄｏｍ Ｌ 上至少存在一个解。

２　 主要结果及其证明
对于方程 （１）， 设 ｕ ＝ ｅｘ ， 则 ｕ′ ＝ ｘ′ｅｘ，ｕ″ ＝ ｅｘ（ｘ′） ２ ＋ ｅｘｘ″ ， 故方程 （１） 可化为

ｘ″（ ｔ） ＋ （ｘ′（ ｔ）） ２ ＋ ｆ（ ｔ，ｅｘ（ ｔ） ） ／ ｅｘ（ ｔ） ＝ ０。 （２）
要证方程 （１） 至少存在一个正 ω － 周期解， 等价于证明方程 （２） 至少存在一个 ω － 周期解。

设 Ｘ ＝ ｛ｘ ∈ Ｃ１ （Ｒ，Ｒ）：ｘ（ｔ ＋ ω） ＝ ｘ（ｔ）｝ ， Ｙ ＝ ｛ｙ ∈ Ｃ（Ｒ，Ｒ）：ｙ（ｔ ＋ ω） ＝ ｙ（ｔ）｝ 。 定义范数

ｘ １ ＝ ｍａｘ｛ ｘ ０ ， ｘ′ ０ ｝ ， 其中 ｘ ０ ＝ ｍａｘ
ｔ∈［０，ω］

ｘ（ ｔ） ， 则 （Ｘ， · １ ） 与 （Ｙ， · ０ ） 都为 Ｂａｎａｃｈ 空间。

定义线性算子 Ｌ 及连续映射 Ｎ ， Ｌ：Ｄｏｍ Ｌ → Ｙ， Ｌｘ ＝ ｘ″ ， 其中 Ｄｏｍ Ｌ ＝ ｛ｘ ∈ Ｃ２ （Ｒ，Ｒ）：ｘ（ｔ ＋ ω） ＝
ｘ（ ｔ）｝ ⊂ Ｘ ， Ｎ：Ｘ → Ｙ， Ｎｘ ＝ － （ｘ′） ２ － ｆ（ ｔ，ｅｘ） ／ ｅｘ ， 那么要证明方程 （２） 至少存在一个 ω － 周期解，
就等价于证明方程

Ｌｘ ＝ Ｎｘ，ｘ ∈ Ｄｏｍ Ｌ （３）
至少有一个解。

显然， Ｋｅｒ Ｌ ＝ Ｒ，Ｉｍ Ｌ ＝ ｛ｙ ∈ Ｙ：∫ω

０
ｙ（ ｔ）ｄｔ ＝ ０｝ 为 Ｙ 中的闭子集， 且 ｄｉｍ Ｋｅｒ Ｌ ＝ ｄｉｍ Ｒ ＝

ｃｏｄｉｍ Ｉｍ Ｌ ＝ １ ＜ ＋∞ ， 所以 Ｌ 是指标为零的 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 映射。
定义投影算子 Ｐ：Ｘ → Ｘ 及 Ｑ：Ｙ → Ｙ 为：

Ｐｘ ＝ ∫ω

０
ｘ（ ｔ）ｄｔ ／ ω，∀ｘ ∈ Ｘ，

Ｑｙ ＝ ∫ω

０
ｙ（ ｔ）ｄｔ ／ ω，∀ｙ ∈ Ｙ，

则 Ｐ 和 Ｑ 都是连续投影， 且 Ｉｍ Ｐ ＝ Ｋｅｒ Ｌ ， Ｉｍ Ｌ ＝ Ｋｅｒ Ｑ ＝ Ｉｍ（ Ｉ － Ｑ） ， Ｘ ＝ Ｋｅｒ Ｌ ÅＫｅｒ Ｐ ， Ｙ ＝
Ｉｍ Ｌ ÅＩｍ Ｑ ， 故 Ｌ |Ｄｏｍ Ｌ ∩ Ｋｅｒ Ｐ：Ｄｏｍ Ｌ ∩ Ｋｅｒ Ｐ ®Ｉｍ Ｌ 是可逆映射， 其逆映射 ＫＰ：Ｉｍ Ｌ ®Ｄｏｍ Ｌ ∩ Ｋｅｒ Ｐ
可表示为：

（ＫＰｙ）（ ｔ） ＝ ∫ ｔ

０
ｙ（ ｓ）（ ｔ － ｓ）ｄｓ ＋ （ ｔ ／ ω ＋ １ ／ ２） ∫ω

０
ｓｙ（ ｓ）ｄｓ － ∫ω

０
ｓ２ｙ（ ｓ）ｄｓ ／ （２ω），∀ｙ ∈ Ｉｍ Ｌ ⊂ Ｙ。

因此， ＱＮｘ ＝ － ∫ω

０
｛（ｘ′（ ｔ）） ２ ＋ ｆ（ ｔ，ｅｘ（ ｔ） ） ／ ｅｘ（ ｔ） ｝ｄｔ ／ ω ， ∀ｘ ∈ Ｘ ， ＫＰ（ Ｉ － Ｑ）Ｎｘ ＝ ∫ｔ

０
Ｎｘ（ ｓ）（ ｔ － ｓ）ｄｓ ＋

·２６·
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（１ ／ ω ＋ １ ／ ２） ∫ω

０
ｓＮｘ（ ｓ）ｄｓ － ∫ω

０
ｓ２Ｎｘ（ ｓ）ｄｓ ／ （２ω） － （ ｔ２ ／ （２ω） ＋ ｔ ／ ２ ＋ ω ／ １２） ∫ω

０
Ｎｘ（ ｓ）ｄｓ ， ∀ｘ ∈ Ｘ ， 其中

Ｎｘ（ ｓ） ＝ － （ｘ′（ ｓ）） ２ － ｆ（ ｓ，ｅｘ（ ｓ） ） ／ ｅｘ（ ｓ） 。
利用 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 收敛定理， 易证 ＱＮ：Ｘ → Ｙ 和 ＫＰ（ Ｉ － Ｑ）Ｎ：Ｘ → Ｘ 都是连续的。 再由 Ａｒｚｅｌａ⁃Ａｓｃｏｌｉ 定

理可知， 对于有界开集 Ω ⊂ Ｘ ， ＱＮ：Ω → Ｙ 及 ＫＰ（ Ｉ － Ｑ）Ｎ：Ω → Ｘ 都是紧的， 因而， Ｎ 在 Ω 上是 Ｌ －
紧的。

定理 ２　 若存在 δ ＞ ０，η ＞ ０ ， 使得： 当 ０ ＜ ｕ ＜ δ，ｔ ∈ Ｒ 时， ｆ（ ｔ，ｕ） ＞ ０， 当 ｕ ＞ η，ｔ ∈ Ｒ 时， ｆ（ ｔ，
ｕ） ＜ ０ ， 则二阶微分方程 （１） 至少存在一个正 ω － 周期解。

证明　 设 Ω１ ＝ ｛ｘ：ｘ ∈ Ｄｏｍ Ｌ ⊂ Ｘ，Ｌｘ ＝ λＮｘ，λ ∈ （０，１）｝ 。 假设 ｘ ＝ ｘ（ ｔ） ∈ Ω１ ， 则存在一个

λ ∈ （０，１） ， 使得 ｘ ＝ ｘ（ ｔ） 是方程

ｘ″（ ｔ） ＝ － λ［（ｘ′（ ｔ）） ２ ＋ ｆ（ ｔ，ｅｘ（ ｔ） ） ／ ｅｘ（ ｔ） ］ （４）
的一个解。 假设 ｘ（ ｔ０ ） ＝ ｍｉｎ

ｔ∈［０，ω］
ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ１ ） ＝ ｍａｘ

ｔ∈［０，ω］
ｘ（ ｔ）， ｔ０ ，ｔ１ ∈ ［０，ω］ ， 那么， ｘ′（ ｔ１ ） ＝ ｘ′（ ｔ０ ） ＝ ０ ，

且 ｘ″（ ｔ０ ） ≥ ０，ｘ″（ ｔ１ ） ≤ ０ 。
由方程 （４） 可知， ｆ（ ｔ０ ，ｅｘ（ ｔ０） ） ／ ｅｘ（ ｔ０） ≤０ ， ｆ（ ｔ１ ，ｅｘ（ ｔ１） ） ／ ｅｘ（ ｔ１） ≥０ ， 故由定理 ２ 的条件得： ｅｘ（ ｔ０） ≥ δ，

ｅｘ（ ｔ１） ≤ η ， 即： ｘ（ ｔ０ ） ≥ ｌｎ δ ， ｘ（ ｔ１ ） ≤ ｌｎ η ， 所以， ｌｎ δ ≤ ｘ（ ｔ０ ） ≤ ｘ（ ｔ） ≤ ｘ（ ｔ１ ） ≤ ｌｎ η ， ∀ｔ ∈ ［０，
ω］， ｘ（ ｔ） ≤ ｍａｘ｛ ｌｎ δ ， ｌｎ η ｝ 􀰛 Ｍ０ ， ∀ｔ ∈ ［０，ω］ ，

ｘ ０ ＝ ｍａｘ
ｔ∈［０，ω］

ｘ（ ｔ） ≤ Ｍ０ 。 （５）

　 　 因为 ｆ（ ｔ，ｅｘ） ／ ｅｘ 在 ［０，ω］ × ［ｌｎ δ，ｌｎ η］ 上连续， 于是存在常数 Ｍ１ ＞ ０ ， 使得 ｆ（ ｔ，ｅｘ） ／ ｅｘ ≤ Ｍ１ ，
∀（ ｔ，ｘ） ∈ ［０，ω］ × ［ｌｎ δ，ｌｎ η］ 。

又由方程 （４ ） 得， ∫ω

０
ｘ″（ ｔ）ｄｔ ＝ ∫ω

０
－ λ［（ｘ′（ ｔ）） ２ ＋ ｆ（ ｔ，ｅｘ（ ｔ） ） ／ ｅｘ（ ｔ） ］ｄｔ ， 故 ∫ω

０
（ｘ′（ ｔ）） ２ ｄｔ ≤

∫ω

０
ｆ（ ｔ，ｅｘ（ ｔ） ） ／ ｅｘ（ ｔ） ｄｔ ≤ Ｍ１ω ， ｘ′（ ｔ） － ｘ′（ ｔ０ ） ＝ ∫ ｔ

ｔ０
ｘ″（ ｓ）ｄｓ ≤ ∫ω

０
ｘ″（ ｓ） ｄｓ ≤

∫ω

０
（ｘ′（ ｔ）） ２ ＋ ｆ（ ｔ，ｅｘ（ ｔ） ） ／ ｅｘ（ ｔ） ｄｔ ≤ ２Ｍ１ω ， ∀ｔ ∈ ［０，ω］ ， 从而，

ｘ′ ０ ＝ ｍａｘ
ｔ∈［０，ω］

ｘ′（ ｔ） ≤ ２Ｍ１ω 􀰛 Ｍ２ 。 （６）

再由式 （５） ～ 式 （６） 可得：
ｘ １ ＝ ｍａｘ｛ ｘ ０ ， ｘ′ ０ ｝ ≤ ｍａｘ｛Ｍ０ ，Ｍ２ ｝ 􀰛 Ｍ３ ， （７）

即得 Ω１ 有界。
设 Ω２ ＝ ｛ｘ ｘ ∈ Ｋｅｒ Ｌ，Ｎｘ ∈ Ｉｍ Ｌ｝ 。 对 ∀ｘ ∈ Ω２ ， 因为 ｘ ∈ Ｋｅｒ Ｌ 且 Ｎｘ ∈ Ｉｍ Ｌ ， 所以 ｘ ＝ ｃ ∈

Ｒ ， ＱＮｘ ＝ ０ ， 从而， － ∫ω

０
（ｆ（ｔ，ｅｃ） ／ ｅｃ）ｄｔ ／ ω ＝ ０ 。 由积分中值定理可知， 存在 ｔ∗ ∈ ［０，ω］ ， 使得 ｆ（ｔ∗，

ｅｃ） ＝ ０ ， 故由定理条件得 δ ≤ ｅｃ ≤ η ， 即 ｌｎ δ ≤ ｃ ≤ ｌｎ η ， 从而

ｃ ≤ Ｍ０ ≤ Ｍ３ ， （８）
即 Ω２ 有界。

设 Ω ＝ ｛ｘ ｘ ∈ Ｘ， ｘ １ ＜ １ ＋ Ｍ３ ｝ ， 由式 （７） ～ 式 （８） 可知， Ω１ ∪ Ω２ ⊂ Ω ， 所以由前面的叙

述可知引理 １ 中的条件 ａ） 和 ｂ） 均成立。
令 Ｈ（ｘ，μ） ＝ μｘ ＋ （１ － μ）ＱＮｘ ， ∀ｘ ∈ Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ ， μ ∈ ［０，１］ 。 对任意 ｘ ∈ ∂Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ ， μ ∈

［０，１］ ， 有 ｘ ＝ ｃ ∈ Ｒ 及 ｃ ＞ Ｍ０ 成立。 于是， ｘＨ（ｘ，μ） ＝ μｘ２ － （１ － μ） ∫ω

０
（ｘｆ（ ｔ，ｅｘ） ／ ｅｘ）ｄｔ ／ ω 。 若

ｘ ＞ Ｍ０ ， 则 ｘ ＞ Ｍ０ ≥ ｌｎ η ≥ ｌｎ η， 即 ｅｘ ＞ η ， 所以 ｆ（ ｔ，ｅｘ） ＜ ０ ， 从而 ｘＨ（ｘ，μ） ＞ ０ 。 若 ｘ ＜ － Ｍ０ ，
则 ｘ ＜ － Ｍ０ ≤－ ｌｎ δ ≤ ｌｎ δ， 即 ｅｘ ＜ δ ， 所以 ｆ（ ｔ，ｅｘ） ＞ ０ ， 从而 ｘＨ（ｘ，μ） ＞ ０ 。 因为 Ｈ（ｘ，μ） ≠ ０，

·３６·
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ｘ ∈ ∂Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ ， 所以可由同伦不变性得： ｄｅｇ（ＱＮ，Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ，０） ＝ ｄｅｇ（Ｈ（ｘ，０），Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ，０） ＝

ｄｅｇ（Ｈ（ｘ，１），Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ，０） ＝ １ ≠０ ， 于是引理 １ 的条件 ｃ） 成立， 这就证明了方程 （３） 在 Ω上至少

存在一个解， 从而可知方程 （１） 至少存在一个正 ω － 周期解。
定理 ３　 若存在 δ ＞ ０，η ＞ ０，α ＞ ０ ， 使得当 ０ ＜ ｕ ＜ δ，ｔ ∈ Ｒ 时， ｆ（ ｔ，ｕ） ＜ ０ 且 ｆ（ ｔ，ｕ） ≤ αｕ，

当 ｕ ＞ η，ｔ ∈ Ｒ 时， ｆ（ ｔ，ｕ） ＞ ０ ， 则二阶微分方程 （１） 至少存在一个正 ω － 周期解。
证明　 设 Ω１ ＝ ｛ｘ：ｘ ∈ Ｄｏｍ Ｌ ⊂ Ｘ，Ｌｘ ＝ λＮｘ，λ ∈ （０，１）｝ 。 假设 ｘ ＝ ｘ（ ｔ） ∈ Ω１ ， 则存在一个

λ ∈（０，１） ， 使得 ｘ ＝ ｘ（ ｔ） 是方程

ｘ″（ ｔ） ＝ － λ［（ｘ′（ ｔ）） ２ ＋ ｆ（ ｔ，ｅｘ（ ｔ） ） ／ ｅｘ（ ｔ） ］ （９）
的一个解。 假设 ｘ（ ｔ０ ） ＝ ｍｉｎ

ｔ∈［０，ω］
ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ１ ） ＝ ｍａｘ

ｔ∈［０，ω］
ｘ（ ｔ） ， ｔ０ ，ｔ１ ∈ ［０，ω］ ， 那么， ｘ′（ ｔ１ ） ＝ ｘ′（ ｔ０ ） ＝ ０ ，

且 ｘ″（ ｔ０ ） ≥ ０，ｘ″（ ｔ１ ） ≤ ０ 。
由方程 （９） 可知， ｆ（ ｔ０ ，ｅｘ（ ｔ０） ） ／ ｅｘ（ ｔ０） ≤０， ｆ（ ｔ１ ，ｅｘ（ ｔ１） ） ／ ｅｘ（ ｔ１） ≥０ ， 故由定理 ３ 条件可得： ｅｘ（ ｔ０） ≤ η，

ｅｘ（ ｔ１） ≥ δ ， 即 ｘ（ ｔ０ ） ≤ ｌｎ η， ｘ（ ｔ１ ） ≥ ｌｎ δ ， 从而可由介值定理推得： 存在 ｔ２ ∈ ［０，ω］ ， 使 ｘ（ ｔ２ ） ≤
ｍａｘ｛ ｌｎ δ ， ｌｎ η ｝ 􀰛 Ｄ１ 。

假设 ｘ′（τ１ ） ＝ ｍｉｎ
ｔ∈［０，ω］

ｘ′（ ｔ）， ｘ′（τ２ ） ＝ ｍａｘ
ｔ∈［０，ω］

ｘ′（ ｔ）， τ１ ，τ２ ∈ ［０，ω］ ， 那么， ｘ″（τ１ ） ＝ ｘ″（τ２ ） ＝ ０ 。

由方程 （９） 可知，
（ｘ′（τｉ）） ２ ＝ － ｆ（τｉ，ｅｘ（τｉ） ） ／ ｅｘ（τｉ） ≥ ０， （１０）

即 ｆ（τｉ，ｅｘ（τｉ） ） ≤ ０，ｉ ＝ １，２ ， 因此 ｅｘ（τｉ） ≤ η ， 即 ｘ（τｉ） ≤ ｌｎ η，ｉ ＝ １，２ 。
因为 ｆ（ ｔ，ｅｘ） ／ ｅｘ 在 ［０，ω］ × ［ｌｎ δ，ｌｎ η］ 上连续， 于是存在常数 Ｍ ＞ ０ ， 使得 ｆ（ ｔ，ｅｘ） ／ ｅｘ ≤ Ｍ ，

∀（ ｔ，ｘ） ∈ ［０，ω］ × ［ｌｎ δ，ｌｎ η］ 。 又因为当 ｘ ＜ ｌｎ δ（ｅｘ ＜ δ），ｔ ∈ Ｒ 时， ｆ（ ｔ，ｅｘ） ／ ｅｘ ≤ α 。 所以， 当

（ ｔ，ｘ） ∈ ［０，ω］ × （ － ∞ ，ｌｎ η］ 时， ｆ（ ｔ，ｅｘ） ／ ｅｘ 有界， 即： 存在 Ｄ２ ＞ ０， 使得 ｆ（τｉ，ｅｘ（τｉ） ） ／ ｅｘ（τｉ） ≤ Ｄ２ ，

ｉ ＝ １，２ 。 由式 （１０） 可知， ｘ′（τｉ） ≤ Ｄ２ ，ｉ ＝ １，２ 。 因此， ｘ′ ０ ＝ ｍａｘ
ｔ∈［０，ω］

ｘ′（ ｔ） ≤ Ｄ２ 。

由拉格朗日中值定理可知， 存在 ξ ∈ （０，ω） ， 使得 ｘ（ ｔ） － ｘ（ ｔ２ ） ＝ ｘ′（ξ）（ ｔ － ｔ２ ），∀ｔ ∈ ［０，ω］ ，

故 ｘ（ ｔ） ≤ ｘ（ ｔ２ ） ＋ ｘ′（ξ） ｔ － ｔ２ ≤ Ｄ１ ＋ ω Ｄ２ ，∀ｔ ∈ ［０，ω］ 。 从而， ｘ ０ ＝ ｍａｘ
ｔ∈［０，ω］

ｘ（ ｔ） ≤

Ｄ１ ＋ω Ｄ２ ， ｘ １ ＝ ｍａｘ｛ ｘ ０ ， ｘ′ ０ ｝ ≤ ｍａｘ｛ Ｄ２ ，Ｄ１ ＋ ω Ｄ２ ｝ 􀰛 Ｄ３ 。 这就证明了 Ω１ 有界。
设 Ω２ ＝ ｛ｘ ｘ ∈ Ｋｅｒ Ｌ，Ｎｘ ∈ Ｉｍ Ｌ｝ ， 类似于定理 １ 的证明， 可得 ∀ｘ ∈ Ω２ ， 有 ｘ ≤ Ｄ１ ， 即 Ω２

有界。
设 Ω ＝ ｛ｘ ｘ ∈ Ｘ， ｘ １ ＜ １ ＋ Ｄ３ ｝ ， 则引理 １ 中的条件 ａ） 和 ｂ） 均成立。 令 Ｈ（ｘ，μ） ＝ － μｘ ＋

（１ － μ）ＱＮｘ，∀ｘ ∈ Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ， μ ∈ ［０，１］ 。 类似于定理 ２ 的证明， 可得引理 １ 的条件 ｃ） 也成立， 因

此方程 （１） 至少存在一个正 ω － 周期解。

３　 例子
例 １　 考虑方程

－ ｕ″（ ｔ） ＝ ａ（ ｔ） ｕ － ｂ（ ｔ）ｕ２ ／ ３ ＋ ｈ（ ｔ）， （１１）
其中， ａ（ ｔ） ＞ ０，ｂ（ ｔ） ＞ ０，ｈ（ ｔ） ＞ ０ 且为 Ｒ 上连续的 ω － 周期函数， 容易验证定理 ２ 中的条件成立，
于是由定理 ２ 知， 方程 （１１） 至少存在一个正的 ω － 周期解。

例 ２　 考虑方程

－ ｕ″（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ，ｕ）， （１２）

其中， ｆ（ ｔ，ｕ） ＝
－ ａ（ ｔ）ｕｌｎ （１ ＋ ｕ），０ ＜ ｕ ≤ １，ｔ ∈ Ｒ，

－ ａ（ ｔ）ｌｎ ２ ＋ ｕ ｌｎ ｕ，ｕ ＞ １，ｔ ∈ Ｒ，{ ａ（ ｔ） ＞ ０ 且为 Ｒ 上连续的 ω － 周期函数。 容易

·４６·
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验证定理 ３ 中的条件成立， 于是由定理 ３ 知， 方程 （１２） 至少存在一个正的 ω － 周期解。
注 １　 例 １ 中， 􀭰ｆ∞ ＝ ０ ， 例 ２ 中， ｆ０ ＝ 􀭰ｆ∞ ＝ ０ 。 显然， 文献 ［１］ 的结果是无法判断方程 （１１） 及

方程 （１２） 的正 ω － 周期解的存在性．
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