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具有时滞的复值微分系统的概周期解

方聪娜

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 研究一类具有时滞的复值微分系统的概周期解， 利用实数域上的不动点定理及相关分析技巧，
得到关于该系统的概周期解的存在性及唯一性的新结果。
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０　 引言
众所周知， 泛函微分系统广泛应用于各个领域， 如核物理学、 电路信号处理、 生态系统、 神经网

络、 流行病学、 化工循环系统等。 许多学者致力于研究实值泛函微分系统并且取得了丰富的研究成

果［１ － ７］ 。 但是在诸多应用领域中， 实值微分系统也有一定的局限性， 如在电子信息工程领域， 人们就

需要处理复数数据， 因此， 复值泛函微分系统自然而然地被提出来。 近年来， 一些学者主要研究了复

值泛函微分系统的稳定性及周期性的问题， 特别是关于复值神经网络的研究取得了一定的成果［８ － １１］ 。
从目前来看， 对于复值微分系统概周期解的相关问题的研究很少， 而概周期解比周期解更具有一般

性， 所以研究复值微分系统的概周期解具有一定的理论意义和实用价值。 本文将复值微分系统分离成

实部和虚部， 研究了一类具有时滞的复值泛函微分系统的概周期解， 得到了保证该系统存在唯一的概

周期解的充分条件。

１　 相关引理
定义 １　 对于复值函数 ｚ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ） ＋ ｉｙ（ ｔ）（ｘ（ ｔ） ＝ Ｒｅ（ ｚ（ ｔ）），ｙ（ ｔ） ＝ Ｉｍ（ ｚ（ ｔ））） ， 若 ｘ（ ｔ）， ｙ（ ｔ）
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都是概周期函数， 则称 ｚ（ ｔ） 为概周期函数。
考虑如下概周期系统

ｘ′（ ｔ） ＝ Ａ（ ｔ）ｘ（ ｔ）， （１）
和

ｘ′（ ｔ） ＝ Ａ（ ｔ）ｘ（ ｔ） ＋ ｋ（ ｔ）， （２）
这里 Ａ（ ｔ） 是 ｔ 的概周期函数矩阵， ｋ（ ｔ） 是 ｔ 的概周期函数向量。 设 Ｘ（ ｔ） 是系统 （１） 的基本解矩阵。

引理 １［７］ 　 对于系统 （１） 的 Ａ（ ｔ） ＝ ［ａｉｊ（ ｔ）］ ｎ×ｎ ， 若存在正可微函数 ｄｉ（ ｔ）（ｄ１ ≤ ｄｉ（ ｔ） ≤ ｄ２ ， ｄ１ ，

ｄ２ 为正的常数， ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 及概周期函数 ａ（ ｔ） ， 使得 ｄ′ｊ（ ｔ） ＋ ｄ ｊ（ ｔ）ａ ｊｊ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １，ｉ≠ｊ
ａｉｊ（ ｔ） ｄｉ（ ｔ） ≤

ａ（ ｔ）ｄ ｊ（ ｔ），ｊ ＝ １，２，…，ｎ， 则 Ｘ（ ｔ）Ｘ －１ （ ｓ） ≤ （ｄ２ ／ ｄ１ ）ｅｘｐ（∫ ｔ

ｓ
ａ（ ｒ）ｄｒ），ｔ ≥ ｓ 。

引理 ２［７］ 　 若引理 １ 的条件成立且 ａ（ ｔ） 的平均值 Ｍ［ａ（ ｔ）］ ＝ ｌｉｍ
ｔ －ｓ→＋∞∫

ｔ

ｓ
ａ（τ）ｄτ ／ （ ｔ － ｓ） ＜ ０， 则系统

（２） 存在唯一的概周期解， 且它可表示为 ｘ（ ｔ） ＝ ∫ 　 ｔ

－∞
Ｘ（ ｔ）Ｘ －１ （ ｓ）ｋ（ ｓ）ｄｓ 。

２　 主要结果及其证明

对于任意的 ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｔ ∈Ｒｎ， 定义 ｘ的范数为 ｘ ＝ （∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ

２ ） １ ／ ２ ， 相应地定义矩阵 Ａ（Ａ∈

Ｒｎ×ｎ） 的范数为 Ａ ＝ ｓｕｐ
ｘ ≠０

Ａｘ ／ ｘ 。
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Ｚ′（ ｔ） ＝ Ａ（ ｔ）Ｚ（ ｔ） ＋ Ｂ（ ｔ） ｆ（Ｚ（ ｔ）） ＋ Ｄ（ ｔ）ｇ（Ｚ（ ｔ － τ）） ＋ Ｈ（ ｔ）， （３）
其中 Ｚ（ ｔ） ＝ （ ｚ１ （ ｔ），ｚ２ （ ｔ），…，ｚｎ（ ｔ）） Ｔ ∈ Ｃｎ，Ａ（ ｔ） ＝ （ａｉｊ（ ｔ）） ｎ×ｎ ∈ Ｒｎ×ｎ ， Ｂ（ ｔ） ＝ （ｂｉｊ（ ｔ）） ｎ×ｎ ∈ Ｃｎ×ｎ ，
Ｄ（ ｔ） ＝ （ｄｉｊ（ ｔ）） ｎ×ｎ ∈ Ｃｎ×ｎ ， Ｈ（ ｔ） ＝ （ｈ１ （ ｔ），ｈ２ （ ｔ），…，ｈｎ（ ｔ）） Ｔ ∈ Ｃｎ， τ ＞ ０ 为时滞， Ａ（ ｔ） 、 Ｂ（ ｔ） 、
Ｄ（ ｔ） 都是 ｔ 的概周期函数矩阵， Ｈ（ ｔ） 是 ｔ 的概周期函数向量， ｆ（Ｚ（ ｔ）） ＝ （ ｆ１ （ ｚ１ （ ｔ））， ｆ２ （ ｚ２ （ ｔ）），…，
ｆｎ（ ｚｎ（ ｔ））） Ｔ ∈ Ｃｎ， ｇ（Ｚ（ ｔ － τ）） ＝ （ｇ１ （ ｚ１ （ ｔ － τ）），ｇ２ （ ｚ２ （ ｔ － τ）），…，ｇｎ（ ｚｎ（ ｔ － τ））） Ｔ ∈ Ｃｎ， ｚ ｊ（ ｔ） ＝
ｘｊ（ｔ） ＋ ｉｙｊ（ｔ），ｘｊ（ｔ） ＝ Ｒｅ（ｚｊ（ｔ））， ｙｊ（ｔ） ＝ Ｉｍ（ｚｊ（ｔ））， ｆ ｊ（ｚｊ（ｔ）） ＝ ｆ ｊ Ｒ（ｘｊ（ｔ）） ＋ ｉｆ ｊ Ｉ（ｙｊ（ｔ））， ｆ ｊ Ｒ（ｘｊ（ｔ）） ＝
Ｒｅ（ ｆ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ））），ｆ ｊ Ｉ（ｙ ｊ（ ｔ）） ＝ Ｉｍ（ ｆ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ））），ｇ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ － τ）） ＝ ｇ ｊ

Ｒ（ｘ ｊ（ ｔ － τ）） ＋ ｉｇ ｊ
Ｉ（ｙ ｊ（ ｔ － τ））， ｇ ｊ

Ｒ（ｘ ｊ（ ｔ
－ τ）） ＝ Ｒｅ（ｇ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ － τ）））， ｇ ｊ

Ｉ（ｙ ｊ（ ｔ － τ）） ＝ Ｉｍ（ｇ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ － τ）））， ｆ ｊ Ｒ（·），ｆ ｊ Ｉ（·），ｇ ｊ
Ｒ（·），ｇ ｊ

Ｉ（·） 为连

续函数， ｊ ＝ １，２，…，ｎ 。
令 ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ１ （ ｔ），ｘ２ （ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ）） Ｔ ∈ Ｒｎ ， ｙ（ ｔ） ＝ （ｙ１ （ ｔ），ｙ２ （ ｔ），…，ｙｎ（ ｔ）） Ｔ ∈ Ｒｎ ； Ｂ（ ｔ） ＝

ＢＲ（ ｔ） ＋ ｉＢＩ（ ｔ） ， ＢＲ（ ｔ） ＝ （ｂｉｊ
Ｒ（ ｔ）） ｎ×ｎ ， ｂｉｊ

Ｒ（ ｔ） ＝ Ｒｅ（ｂｉｊ（ ｔ）） ， ＢＩ（ ｔ） ＝ （ｂｉｊ
Ｉ（ ｔ）） ｎ×ｎ，ｂｉｊ

Ｉ（ ｔ） ＝
Ｉｍ（ｂｉｊ（ ｔ）） ； Ｄ（ ｔ） ＝ ＤＲ（ ｔ） ＋ ｉＤＩ（ ｔ） ， ＤＲ（ ｔ） ＝ （ｄｉｊ

Ｒ（ ｔ）） ｎ×ｎ ， ｄｉｊ
Ｒ（ ｔ） ＝ Ｒｅ（ｄｉｊ（ ｔ）） ， ＤＩ（ ｔ） ＝

（ｄｉｊ
Ｉ（ ｔ）） ｎ×ｎ ， ｄｉｊ

Ｉ（ ｔ） ＝ Ｉｍ（ｄｉｊ（ ｔ）） ； Ｈ（ ｔ） ＝ ＨＲ（ ｔ） ＋ ｉＨＩ（ ｔ） ， ＨＲ（ ｔ） ＝ （ｈ１
Ｒ（ ｔ），ｈ２

Ｒ（ ｔ），…，ｈｎ
Ｒ（ ｔ）） Ｔ，

ｈ ｊ
Ｒ（ ｔ） ＝ Ｒｅ（ｈ ｊ（ ｔ）） ， ＨＩ（ ｔ） ＝ （ｈ１

Ｉ（ ｔ），ｈ２
Ｉ（ ｔ），…，ｈｎ

Ｉ（ ｔ）） Ｔ， ｈ ｊ
Ｉ（ ｔ） ＝ Ｉｍ（ｈ ｊ（ ｔ）） ； ｆ Ｒ（ｘ（ ｔ）） ＝

（ ｆ１
Ｒ（ｘ１ （ ｔ）），ｆ２

Ｒ（ｘ２ （ ｔ）），…，ｆｎ Ｒ（ｘｎ（ ｔ））） Ｔ ， ｆ Ｉ（ｙ（ ｔ）） ＝ （ ｆ１
Ｉ（ｙ１ （ ｔ）），ｆ２

Ｉ（ｙ２ （ ｔ）），…，ｆｎ Ｉ（ｙｎ（ ｔ））） Ｔ ；
ｇＲ（ｘ（ ｔ － τ）） ＝ （ｇ１

Ｒ（ｘ１ （ ｔ － τ）），ｇ２
Ｒ（ｘ２ （ ｔ － τ）），…，ｇｎ

Ｒ（ｘｎ（ ｔ － τ））） Ｔ ， ｇＩ（ｙ（ ｔ － τ）） ＝ （ｇ１
Ｉ（ｙ１ （ ｔ －

τ）），ｇ２
Ｉ（ｙ２ （ ｔ － τ）），…，ｇｎ

Ｉ（ｙｎ（ ｔ － τ））） Ｔ ， 则系统 （３） 可化为如下实值系统

ｘ′（ ｔ） ＝ Ａ（ ｔ）ｘ（ ｔ） ＋ ＢＲ（ ｔ） ｆ Ｒ（ｘ（ ｔ）） － ＢＩ（ ｔ） ｆ Ｉ（ｙ（ ｔ）） ＋ ＤＲ（ ｔ）ｇＲ（ｘ（ ｔ － τ）） －
　 　 　 ＤＩ（ ｔ）ｇＩ（ｙ（ ｔ － τ）） ＋ ＨＲ（ ｔ），
ｙ′（ ｔ） ＝ Ａ（ ｔ）ｙ（ ｔ） ＋ ＢＩ（ ｔ） ｆ Ｒ（ｘ（ ｔ）） ＋ ＢＲ（ ｔ） ｆ Ｉ（ｙ（ ｔ）） ＋ ＤＩ（ ｔ）ｇＲ（ｘ（ ｔ － τ）） ＋
　 　 　 ＤＲ（ ｔ）ｇＩ（ｙ（ ｔ － τ）） ＋ ＨＩ（ ｔ）。
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ï
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ï
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（４）
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　 　 定理 １ 　 对于方程 （３）， 设下列条件成立： １） 对于 Ａ（ ｔ） ＝ ［ａｉｊ（ ｔ）］ ｎ×ｎ ， 存在正可微函数

ｄｉ（ ｔ）（ｄ１ ≤ ｄｉ（ ｔ） ≤ ｄ２ ， ｄ１ ，ｄ２ 为正的常数， ｉ ＝ １，２，…，ｎ ） 及平均值小于 ０ 的概周期函数 ａ（ ｔ） ， 使得

ｄ′ｊ（ ｔ） ＋ ｄ ｊ（ ｔ）ａ ｊｊ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １，ｉ≠ｊ
ａｉｊ（ ｔ） ｄｉ（ ｔ） ≤ ａ（ ｔ）ｄ ｊ（ ｔ），ｊ ＝ １，２，…，ｎ； ２） 存在正常数 ｌ ｊ、ｑ ｊ ， 使得 ∀ｖ、

ｕ ∈ Ｒｎ ， 有 ｆ ｊ（ｖ） － ｆ ｊ（ｕ） ≤ ｌ ｊ ｖ － ｕ ， ｇ ｊ（ｖ） － ｇ ｊ（ｕ） ≤ ｑ ｊ ｖ － ｕ ，ｊ ∈ ｛Ｒ，Ｉ｝； ３） ｄ２ ［（ＢＲ ＋

ＢＩ）（ ｌＲ ＋ ｌＩ） ＋ （ＤＲ ＋ ＤＩ）（ｑＲ ＋ ｑＩ）］ ／ （ａｄ１ ） ＜ １， 其 中 Ｂ ｊ ＝ ｓｕｐ｛ Ｂ ｊ（ ｔ） ｔ ∈ Ｒ ｝， Ｄ ｊ ＝
ｓｕｐ｛ Ｄ ｊ（ ｔ） ｔ ∈ Ｒ｝，ｊ ∈ ｛Ｒ，Ｉ｝，ａ ＝ ｉｎｆ｛ － ａ（ ｔ） ｔ ∈ Ｒ｝ ＞ ０， 则方程 （３） 存在着唯一的概周期解。

证明　 令 Ｇ ＝ ｛Ｖ（ ｔ） Ｖ：Ｒ → Ｒ２ｎ 为概周期函数向量｝ ， 则 Ｇ 在范数 Ｖ ＝ ｓｕｐ｛ Ｖ（ ｔ） ｔ ∈ Ｒ｝ 下

是一个 Ｂａｎａｃｈ 空间。
对任意的 Ｖ ＝ （ｖ１ ，ｖ２ ） ∈ Ｇ ， 现在考虑如下的概周期微分系统

ｘ′（ ｔ） ＝ Ａ（ ｔ）ｘ（ ｔ） ＋ ＢＲ（ ｔ） ｆ Ｒ（ｖ１ （ ｔ）） － ＢＩ（ ｔ） ｆ Ｉ（ｖ２ （ ｔ）） ＋ ＤＲ（ ｔ）ｇＲ（ｖ１ （ ｔ － τ）） －

　 　 　 ＤＩ（ ｔ）ｇＩ（ｖ２ （ ｔ － τ）） ＋ ＨＲ（ ｔ），

ｙ′（ ｔ） ＝ Ａ（ ｔ）ｙ（ ｔ） ＋ ＢＩ（ ｔ） ｆ Ｒ（ｖ１ （ ｔ）） ＋ ＢＲ（ ｔ） ｆ Ｉ（ｖ２ （ ｔ）） ＋ ＤＩ（ ｔ）ｇＲ（ｖ１ （ ｔ － τ）） ＋

　 　 　 ＤＲ（ ｔ）ｇＩ（ｖ２ （ ｔ － τ）） ＋ ＨＩ（ ｔ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（５）

由条件 １） 及引理 ２ 可知， 系统 （５） 存在唯一的概周期解 ＸＶ（ ｔ） ＝ （ｘＶ（ ｔ），ｙＶ（ ｔ）） Ｔ ， 它可表示为

ｘＶ（ ｔ） ＝ ∫ 　 ｔ

－∞
Ｘ（ ｔ）Ｘ －１ （ ｓ）［ＢＲ（ ｓ） ｆ Ｒ（ｖ１ （ ｓ）） － ＢＩ（ ｓ） ｆＩ（ｖ２ （ ｓ）） ＋ ＤＲ（ ｓ）ｇＲ（ｖ１ （ ｓ － τ）） －

　 　 　 ＤＩ（ ｓ）ｇＩ（ｖ２ （ ｓ － τ）） ＋ ＨＲ（ ｓ）］ｄｓ，

ｙＶ（ ｔ） ＝ ∫ 　 ｔ

－∞
Ｘ（ ｔ）Ｘ －１ （ ｓ）［ＢＩ（ ｓ） ｆ Ｒ（ｖ１ （ ｓ）） ＋ ＢＲ（ ｓ） ｆ Ｉ（ｖ２ （ ｓ）） ＋ ＤＩ（ ｓ）ｇＲ（ｖ１ （ ｓ － τ）） ＋

　 　 　 ＤＲ（ ｓ）ｇＩ（ｖ２ （ ｓ － τ）） ＋ ＨＩ（ ｓ）］ｄｓ。
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í
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（６）

　 　 作映射 Ｆ：Ｇ → Ｇ 如下： Ｆ（Ｖ（ ｔ）） ＝ ＸＶ（ ｔ），∀Ｖ ∈ Ｇ， 则对于任意的 Ｖ、Ｕ ∈ Ｇ ， 由条件 ２）、 ３） 及

引 理 １ 可 得： ｘＶ（ ｔ） － ｘＵ（ ｔ） ＝ ∫ 　 ｔ

－∞
Ｘ（ ｔ）Ｘ －１ （ ｓ）［ＢＲ（ ｓ）（ ｆ Ｒ（ｖ１ （ ｓ）） － ｆ Ｒ（ｕ１ （ ｓ））） － ＢＩ（ ｓ）

（ ｆ Ｉ（ｖ２ （ ｓ）） － ｆ Ｉ（ｕ２ （ ｓ））） ＋ ＤＲ（ ｓ）（ｇＲ（ｖ１ （ ｓ － τ）） － ｇＲ（ｕ１ （ ｓ － τ））） － ＤＩ（ ｓ）（ｇＩ（ｖ２ （ ｓ － τ）） －

ｇＩ（ｕ２ （ ｓ － τ）））］ｄｓ ≤ ∫ 　 ｔ

－∞
Ｘ（ ｔ）Ｘ －１ （ ｓ） ［ ＢＲ（ ｓ） ｆＲ（ｖ１ （ ｓ）） － ｆＲ（ｕ１ （ ｓ）） ＋ ＢＩ（ ｓ） ｆＩ（ｖ２ （ ｓ）） －

ｆＩ（ｕ２ （ ｓ）） ＋ ＤＲ（ ｓ） ｇＲ（ｖ１ （ ｓ － τ）） － ｇＲ（ｕ１ （ ｓ － τ）） ＋ ＤＩ（ ｓ） ｇＩ（ｖ２ （ ｓ － τ）） －

ｇＩ（ｕ２ （ ｓ － τ）） ］ｄｓ ≤ ∫ 　 ｔ

－∞
ｄ２ ／ ｄ１ ｅｘｐ（ ∫ ｔ

ｓ
ａ（ ｒ）ｄｒ）［ＢＲ ｌＲ ｖ１ （ ｓ） － ｕ１ （ ｓ） ＋ ＢＩ ｌＩ ｖ２ （ ｓ） － ｕ２ （ ｓ） ＋

ＤＲｑＲ ｖ１ （ ｓ － τ） － ｕ１ （ ｓ － τ） ＋ ＤＩｑＩ ｖ２ （ ｓ － τ） － ｕ２ （ ｓ － τ） ］ｄｓ ≤ ｄ２ ［ＢＲ ｌＲ ＋ ＢＩ ｌＩ ＋ ＤＲｑＲ ＋

ＤＩｑＩ］ Ｖ － Ｕ ／ （ａｄ１） ， ｙＶ（ｔ） － ｙＵ（ｔ） ＝ ∫ 　 ｔ

－∞
Ｘ（ｔ）Ｘ－１（ｓ）［ＢＩ（ｓ）（ｆ Ｒ（ｖ１（ｓ）） － ｆ Ｒ（ｕ１（ｓ））） ＋ ＢＲ（ｓ）（ｆ Ｉ（ｖ２（ｓ）） －

ｆ Ｉ（ｕ２（ｓ））） ＋ ＤＩ（ｓ）（ｇＲ（ｖ１（ｓ － τ）） － ｇＲ（ｕ１（ｓ － τ））） ＋ ＤＲ（ｓ）（ｇＩ（ｖ２（ｓ － τ）） － ｇＩ（ｕ２（ｓ － τ）））］ｄｓ ≤

∫ 　 ｔ

－∞
Ｘ（ ｔ）Ｘ －１ （ ｓ） ［ ＢＩ（ ｓ） ｆＲ（ｖ１ （ ｓ）） － ｆ Ｒ（ｕ１ （ ｓ）） ＋ ＢＲ（ ｓ） ｆＩ（ｖ２ （ ｓ）） － ｆ Ｉ（ｕ２ （ ｓ）） ＋

ＤＩ（ ｓ） ｇＲ（ｖ１ （ ｓ － τ）） － ｇＲ（ｕ１ （ ｓ － τ）） ＋ ＤＲ（ ｓ） ｇＩ（ｖ２ （ ｓ － τ）） － ｇＩ（ｕ２ （ ｓ － τ）） ］ｄｓ ≤

∫ 　 ｔ

－∞
ｄ２ ／ ｄ１ ｅｘｐ（∫ ｔ

ｓ
ａ（ｒ）ｄｒ）［ＢＩ ｌＲ ｖ１ （ｓ） － ｕ１ （ｓ） ＋ ＢＲｌＩ ｖ２ （ｓ）） － ｕ２ （ｓ） ＋ ＤＩｑＲ ｖ１ （ｓ － τ） － ｕ１ （ｓ － τ） ＋

ＤＲｑＩ ｖ２ （ ｓ － τ） － ｕ２ （ ｓ － τ） ］ｄｓ ≤ ｄ２ ［ＢＩ ｌＲ ＋ ＢＲ ｌＩ ＋ ＤＩｑＲ ＋ ＤＲｑＩ］ Ｖ － Ｕ ／ （ａｄ１ ） ， 因 此，

Ｆ（Ｖ（ｔ）） － Ｆ（Ｕ（ｔ）） ＝ ＸＶ（ｔ） － ＸＵ（ｔ） ≤ ｘＶ（ｔ） － ｘＵ（ｔ） ＋ ｙＶ（ｔ） － ｙＵ（ｔ） ≤ ｄ２ ［（ＢＲ ＋ ＢＩ）（ｌＲ ＋

ｌＩ） ＋ （ＤＲ ＋ ＤＩ）（ｑＲ ＋ ｑＩ）］ Ｖ － Ｕ ／ （ａｄ１ ） ， 由条件 ３） 可知映射 Ｆ 是一个压缩映射， 从而由不动点定

·４３２·



　 第 ３ 期 方聪娜： 具有时滞的复值微分系统的概周期解

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

理可知 Ｆ 在 Ｇ 中存在唯一的不动点， 即存在唯一的 （φ（ ｔ），ϕ（ ｔ）） Ｔ ∈ Ｇ ， 使得

φ（ ｔ） ＝ ∫ 　 ｔ

－∞
Ｘ（ ｔ）Ｘ －１ （ ｓ）［ＢＲ（ ｓ） ｆ Ｒ（φ（ ｓ）） － ＢＩ（ ｓ） ｆ Ｉ（ϕ（ ｓ）） ＋ ＤＲ（ ｓ）ｇＲ（φ（ ｓ － τ）） －

　 　 　 ＤＩ（ ｓ）ｇＩ（ϕ（ ｓ － τ）） ＋ ＨＲ（ ｓ）］ｄｓ，

ϕ（ ｔ） ＝ ∫ 　 ｔ

－∞
Ｘ（ ｔ）Ｘ －１ （ ｓ）［ＢＩ（ ｓ） ｆ Ｒ（φ（ ｓ）） ＋ ＢＲ（ ｓ） ｆ Ｉ（ϕ（ ｓ）） ＋ ＤＩ（ ｓ）ｇＲ（φ（ ｓ － τ）） ＋

　 　 　 ＤＲ（ ｓ）ｇＩ（ϕ（ ｓ － τ）） ＋ ＨＩ（ ｓ）］ｄｓ，
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（７）

直接由式 （７） 的两边同时对 ｔ 求导即知， （φ（ ｔ），ϕ（ ｔ）） Ｔ 是方程 （４） 的唯一概周期解， 从而方程

（３） 存在唯一的概周期解。
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