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具有偏利关系的随机三种群模型的动力学分析
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［摘要］ 研究一类具有偏利关系的随机三种群模型。 证明系统的全局正解的存在唯一性、 均值有界性，
给出了种群灭绝与平均持续生存的条件， 并证明了平稳分布的存在性。 最后由理论结果和数值模拟可知：
当噪声强度较大时， 种群快速灭绝； 当噪声强度较小时， 种群减少速度变慢， 并会持续生存。
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０　 引言
种群生态学是研究种群数量动态与环境相互作用关系的科学， 它是在个体、 种群、 群落中以种群

为研究对象的生态学分支。 一般来说， 种群间相互作用的关系可以分为竞争、 捕食和互惠关系［１ － ２］ 。
对于一些比较经典的模型， 如单种群 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 增长模型、 两种群 Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ 模型， 已经被许多生物

学家广泛研究［３ － ６］ ， 并取得了很好的结果。 但是， 在现实环境中， 捕食者与捕食者之间， 捕食者与食

饵之间也会出现偏利的情形， 如： 兰花生长在乔木上， 对乔木没有影响， 但有利于自己获得阳光和吸

收营养。 但目前对于偏利关系的三种群模型的研究相对较少［７ － ８］ ， 文献 ［８］ 考虑了如下食饵具有偏

利合作关系的捕食 － 食饵系统：
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ｘ̇１ （ ｔ） ＝ ｘ１ （ ｔ）（ ｒ１ － ａ１１ｘ１ （ ｔ） ＋ ａ１２ｘ２ （ ｔ）），
ｘ̇２ （ ｔ） ＝ ｘ２ （ ｔ）（ ｒ２ － ａ２２ｘ２ （ ｔ） － αｙ（ ｔ）），
ｙ̇（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ）（ ｒ３ － βｙ（ ｔ） ／ （ｋ ＋ ｘ２ （ ｔ）））。
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其中： ｘ１ （ ｔ），ｘ２ （ ｔ），ｙ（ ｔ） 分别代表种群 ｘ１ ，ｘ２ ，ｙ 在 ｔ 时刻的密度； ｒｉ ＞ ０（ ｉ ＝ １，２，３） 表示种群的内禀增

长率； ａ１１ ＞ ０，ａ２２ ＞ ０， β ＞ ０ 分别表示种群的密度制约系数； ａ１２ ＞ ０ 表示种群 ｘ２ 对种群 ｘ１ 的偏惠系

数； ｋ ＞ ０ 表示捕食者的环境容纳量。
文献 ［８］ 只对确定性模型进行了研究。 但在现实环境中， 存在许多随机或偶然的因素影响着生

物种群的变化［９ － １２］ ， 比如： 环境噪声会在不同程度上影响增长率、 环境容量、 竞争系数和系统的其

他参数， 自然界中任何生物和种群都不可避免地受到外界环境随机因素， 人类对环境的破坏， 地震、
暴雨等自然灾害的影响。 因此， 本文考虑如下具有第二类功能性反应的随机捕食 － 食饵模型：

ｄｘ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ）（ ｒ１ － ａ１１ｘ（ ｔ） ＋ ｂｙ（ ｔ） － ｃｚ（ ｔ） ／ （１ ＋ ｘ（ ｔ）））ｄｔ ＋ σ１ｘ（ ｔ）ｄＢ１ （ ｔ），
ｄｙ（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ）（ ｒ２ － ａ２２ｙ（ ｔ））ｄｔ ＋ σ２ｙ（ ｔ）ｄＢ２ （ ｔ），
ｄｚ（ ｔ） ＝ ｚ（ ｔ）（ － ｄ － ａ３３ ｚ（ ｔ） ＋ ｋｃｘ（ ｔ） ／ （１ ＋ ｘ（ ｔ）））ｄｔ ＋ σ３ ｚ（ ｔ）ｄＢ３ （ ｔ）。
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其中： ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ） 分别代表种群 ｘ，ｙ，ｚ 在 ｔ 时刻的密度； ｒｉ ＞ ０（ ｉ ＝ １，２） 分别表示种群 ｘ，ｙ 的内禀

增长率； ｄ 表示种群 ｚ 的死亡率； ａ１１ ＞ ０，ａ２２ ＞ ０，ａ３３ ＞ ０ 分别表示种群的密度制约系数； ｂ ＞ ０ 表示种

群 ｙ 对种群 ｘ 的偏惠系数； ｃ ＞ ０ 是捕食率， ｋ ＞ ０ 是食饵转化率， σ２
ｉ （ ｉ ＝ １，２，３） 是白噪声强度； Ｂ１ （ ｔ），

Ｂ２ （ ｔ），Ｂ３ （ ｔ） 是定义在完备概率空间上相互独立的标准布朗运动。
文中， 总假设 （Ω，Ｆ，｛Ｆｔ｝ ｔ≥０ ，Ｐ） 为完备的概率空间， 其中 ｛Ｆｔ｝ ｔ≥０ 是 Ω 上的一个 σ － 代数且满足

通常条件 （即右连续， Ｆ０ 包含所有的零测集）。 并记 Ｒ３
＋ ＝ ｛（ｘ１ ，ｘ２ ，ｘ３ ） ∈ Ｒ３ ：ｘｉ ＞ ０，ｉ ＝ １，２，３｝。

１　 预备知识
给出本文所需要的一些记号如下： Ｒｎ

＋ ＝ ｛（ａ１ ，ａ２ ，…，ａｎ） ∈ Ｒｎ ａｉ ＞ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｎ｝ ， ｕｘ ＝

∂ｕ ／ ∂ｘ ， ｕｘｘ ＝ ∂２ｕ ／ ∂ｘ２ ， 〈 ｆ（ ｔ）〉 ｔ ＝ ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｔ －１∫ ｔ

０
ｆ（ ｓ）ｄｓ ， 〈 ｆ（ ｔ）〉 ∗ ＝ ｌｉｍ ｓｕｐ

ｔ→＋∞
ｔ －１∫ ｔ

０
ｆ（ ｓ）ｄｓ ， 〈 ｆ（ ｔ）〉 ∗ ＝

ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→＋∞

ｔ －１∫ ｔ

０
ｆ（ ｓ）ｄｓ。

Ｌ１ 代表 １ 次函数的空间， １ 次可积。
设 ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ１ （ ｔ），ｘ２ （ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ））（ ｔ ≥ ０） 是随机微分方程

ｄｘ（ ｔ） ＝ ｆ（ｘ（ ｔ），ｔ）ｄｔ ＋ ｇ（ｘ（ ｔ），ｔ）ｄＢ（ ｔ） （３）
的解， 其中 ｆ ∈ １ （Ｒｎ × Ｒ ＋，Ｒｎ） ， ｇ ∈ ２ （Ｒｎ × Ｒ ＋ ，Ｒｎ×ｍ） ， Ｂ（ ｔ） 是 ｎ 维布朗运动。

定义 １［１３］ 　 １） 若种群 ｘ（ ｔ） 满足 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｘ（ ｔ） ＝ ０， ａ􀆰 ｓ􀆰 ， 则种群 ｘ（ ｔ） 是灭绝的； ２） 若存在一个正

常数 ｌ， 使得种群 ｘ（ ｔ） 满足 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｔ －１∫ ｔ

０
ｘ（ ｓ）ｄｓ ＝ ｌ ， ａ􀆰 ｓ􀆰 ， 则种群 ｘ（ ｔ） 是平均持续生存的； ３） 若存在

一个正常数 ｌ， 使得种群 ｘ（ ｔ） 满足 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

ｔ －１∫ ｔ

０
ｘ（ ｓ）ｄｓ ≤ ｌ ， ａ􀆰 ｓ􀆰 ， 则种群 ｘ（ ｔ） 是弱平均持续生存的。

定理 １［１４］ （存在唯一性定理） 　 假设 ｆ（ｘ（ ｔ），ｔ），ｇ（ｘ（ ｔ），ｔ） 关于 ｘ（ ｔ） 满足以下条件， １） 局部

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件： 存在 ｃｋ ＞ ０（ｋ ＝ １，２，…） ， 使得对 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｒｎ 且 ｘ ∨ ｙ ≤ ｋ ， 有不等式

ｆ（ｘ，ｔ） － ｆ（ｙ，ｔ） ∨ ｇ（ｘ，ｔ） － ｇ（ｙ，ｔ） ≤ ｃｋ ｘ － ｙ 成立； ２ ） 线性增长条件： 存在 ｃ ＞ ０， 使得

ｆ（ｘ，ｔ） ∨ ｇ（ｘ，ｔ） ≤ ｃ １ ＋ ｘ ， ∀（ｘ，ｔ） ∈ Ｒｎ × Ｒ ＋ ， 则初始条件为 ｘ（０） ＝ ｘ０ ∈ Ｒｎ 的系统 （３） 存

在唯一连续的局部解 ｘ（ ｔ） ， ｔ ∈ ［０，τｅ） ， 其中 τｅ 是爆破时间。
定理 ２［１４］ （伊藤公式） 　 设 ｘ（ ｔ）（ ｔ ≥ ０） 是伊藤过程， 其随机微分为 ｄｘ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ）ｄｔ ＋ ｇ（ ｔ）ｄＢ ｔ ，

其中 ｆ ∈ １ （Ｒ ＋ ，Ｒｎ） ， ｇ ∈ ２ （Ｒ ＋ ，Ｒｎ×ｍ） 。 若 Ｖ（ｘ（ ｔ），ｔ） ∈ Ｃ２，１ （Ｒｎ × Ｒ ＋ ；Ｒ） ， 则 Ｖ（ｘ（ ｔ），ｔ） 仍然是伊

·３２２·
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藤过程， 具有随机微分 ｄＶ（ｘ（ ｔ），ｔ） ＝ Ｖｔ（ｘ（ ｔ），ｔ）ｄｔ ＋ Ｖｘ（ｘ（ ｔ），ｔ）ｄｘ（ ｔ） ＋ ｄｘＴ（ ｔ）Ｖｘｘ（ｘ（ ｔ），ｔ）ｄｘ（ ｔ） ／ ２ 。
引理 １［１５］ 　 设 ｘ（ ｔ） ∈ Ｃ（Ω × ［０， ＋ ∞ ）） ， 则有： １） 若存在正数 Ｔ，μ０ ， 使得 ｔ ≥ Ｔ 时， 有

ｌｎ ｘ（ ｔ） ≤ μｔ － μ０∫ ｔ

０
ｘ（ ｓ）ｄｓ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
（βｉＢ ｉ（ ｔ）） 成 立， 其 中 βｉ（１ ≤ ｉ ≤ ｎ） 是 常 数， 那 么

〈ｘ（ ｔ）〉 ∗ ≤ μ ／ μ０ ，ａ． ｓ． ，　 μ ＞ ０，
ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｘ（ ｔ） ＝ ０，ａ． ｓ． ，　 μ ＜ ０；{ ２） 若存在正数 Ｔ，μ，μ０ ， 使得 ｔ ≥ Ｔ 时， 有 ｌｎ ｘ（ ｔ） ≥ μｔ －

μ０∫ ｔ

０
ｘ（ ｓ）ｄｓ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
（βｉＢ ｉ（ ｔ）） 成立， 其中 βｉ（１ ≤ ｉ ≤ ｎ） 是常数， 那么 〈ｘ（ ｔ）〉 ∗ ≥ μ ／ μ０ ，ａ． ｓ􀆰 。

令 Ｘ（ ｔ） 为 Ｒ ｌ 中的一个自治 Ｍａｒｋｏｖ 过程 （ Ｒ ｌ 表示 ｌ 维欧几里得空间）， 满足如下随机过程：

ｄＸ（ ｔ） ＝ ｂ（Ｘ）ｄｔ ＋ ∑
ｋ

ｒ ＝ １
σｒ（Ｘ）ｄＢｒ（ ｔ） ， 扩散矩阵为： Ａ（ｘ） ＝ （ａｉｊ（ｘ）），ａｉｊ（ｘ） ＝ ∑

ｋ

ｒ ＝ １
（σｉ

ｒ（ｘ）σ ｊ
ｒ（ｘ）） 。

引理 ２［１６］ 　 如果存在一个具有正则边界 Γ 的有界开集 Ｕ⊂Ｒ ｌ， 满足如下性质： １） Ｆｕ 在 Ｕ 中是一

致椭圆， 其中 Ｆｕ ＝ ｆ（ｘ）ｕｘ ＋ ｔｒ（Ａ（ｘ）ｕｘｘ） ／ ２ ， 即证存在正数 Ｍ， 满足 ∑
ｌ

ｉ，ｊ ＝ １
（ａｉｊ（ｘ）ξｉξ ｊ） ≥ Ｍ ξ ２ ，ｘ ∈ Ｕ，

ξ ∈ Ｒ ｌ ； ２） 存在邻域 Ｕ 和非负 Ｃ２ 函数 Ｖ（ｘ） ， 使得对任意的 ｘ ∈ Ｒ ｌ ＼ Ｕ ， 有 ＬＶ ＜ ０ ， 则 Ｍａｒｋｏｖ 过

程 Ｘ（ ｔ） 存在平稳分布 μ（·） 。 令 ｇ（·） 为关于测度 μ 可积的函数， 则对所有的 ｘ ∈ Ｒ ｌ ， 有

Ｐ（ ｌｉｍ
ｔ→＋∞

（∫ ｔ

０
ｇ（ｘ（ ｔ））ｄｔ ／ ｔ） ＝ ∫

Ｒｌ
ｇ（ｘ）μ（ｄｘ）） ＝ １ 成立。

２　 主要结论
定理 ３　 对于任意给定的初值 （ｘ（０），ｙ（０），ｚ（０）） ∈ Ｒ３

＋ ， 系统 （２） 存在唯一正解 （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），
ｚ（ ｔ）） ， ｔ ≥ ０ ， 且此解以概率 １ 停留在 Ｒ３

＋ 中。
证明　 对任意的 ｔ ＞ ０， 作变换： ｕ ＝ ｌｎ ｘ，ｖ ＝ ｌｎ ｙ，ｗ ＝ ｌｎ ｚ ， 则系统 （２） 变为系统 （４）：

ｄｕ ＝ （ ｒ１ － σ２
１ ／ ２ － ａ１１ ｅｕ ＋ ｂｅｖ － ｃｅｗ ／ （１ ＋ ｅｕ））ｄｔ ＋ σ１ ｄＢ１ （ ｔ），

ｄｖ ＝ （ ｒ２ － σ２
２ ／ ２ － ａ２２ ｅｖ）ｄｔ ＋ σ２ ｄＢ２ （ ｔ），

ｄｗ ＝ （ － ｄ － σ２
３ ／ ２ － ａ３３ ｅｗ ＋ ｋｃｅｕ ／ （１ ＋ ｅｕ））ｄｔ ＋ σ３ ｄＢ３ （ ｔ）。

ì

î

í

ïï

ïï
（４）

且初始值 （ｕ（０），ｖ（０），ｗ（０）） ＝ （ｌｎ ｘ（０），ｌｎ ｙ（０），ｌｎ ｚ（０）） 。 由于系统 （４） 满足局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连

续， 则系统 （４） 存在唯一局部解 （ｕ（ ｔ），ｖ（ ｔ），ｗ（ ｔ）），ｔ ∈ ［０，τｅ） ， 其中 τｅ是爆破时间。 因此， 得到

（ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ）） ＝ （ｅｕ（ ｔ） ，ｅｖ（ ｔ） ，ｅｗ（ ｔ） ），ｔ ∈ ［０，τｅ） 是系统 （２） 在初值 （ｘ（０），ｙ（０），ｚ（０）） 条件下的

唯一局部解。 为了证明这个解是全局的， 只需证明 τｅ ＝ ＋∞ 。
令 ｋ０ ＞ ０ 足够大， 使得 （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ）） ∈ ［１ ／ ｋ０ ，ｋ０ ］ × ［１ ／ ｋ０ ，ｋ０ ］ × ［１ ／ ｋ０ ，ｋ０ ］ ， 对于任意的正

数 ｋ ≥ ｋ０ ， 定义一个停时序列： τｋ ＝ ｉｎｆ｛ ｔ ∈ ［０，τｅ）：ｘ（ ｔ） ∉ （１ ／ ｋ，ｋ） ， 或者 ｙ（ ｔ） ∉ （１ ／ ｋ，ｋ） ， 或者

ｚ（ ｔ） ∉ （１ ／ ｋ，ｋ）｝ 。
定义 ｉｎｆ Φ ＝ ＋∞ （Φ 代表一个空集） 。 显然， 当 ｋ→∞ 时， τｋ 是单调递增的， 且 τｋ ＜ τｅ ， 因此有

τ∞ ＝ ｌｉｍ
ｔ→＋∞

τｋ ， 其中 τ∞ ≤ τｅ ， ａ􀆰 ｓ􀆰 ， 因此， 只需证明 τ∞ → ∞ ， ａ􀆰 ｓ􀆰 。

假设 τ∞ →／ ∞ ， 则存在常数 Ｔ ≥ ０ ， 􀆠 ∈ （０，１） 和一个整数 ｋ１ ≥ ｋ０ ， 有

Ｐ｛τｋ ≤ Ｔ｝ ≥ 􀆠，∀ｋ ≥ ｋ１ （５）
成立。

定义一个 Ｃ２ 函数 Ｖ：Ｒ３
＋ → Ｒ ＋ ， Ｖ（Ｘ） ＝ （ｘ － １ － ｌｎ ｘ） ＋ （ｙ － １ － ｌｎ ｙ） ＋ （ ｚ － １ － ｌｎ ｚ） 。 显然，

Ｖ（Ｘ）（其中 Ｘ ＝ （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ））） 是正定函数。
利用伊藤公式可得： ｄＶ（Ｘ） ＝ ＬＶ（Ｘ）ｄｔ ＋ （ｘ － １）σ１ ｄＢ１ （ ｔ） ＋ （ｙ － １）σ２ ｄＢ２ （ ｔ） ＋ （ ｚ － １）σ３ ｄＢ３ （ ｔ），

其中， ＬＶ（Ｘ） ＝ ［ － （ａ１１ ／ ２）ｘ２ ＋ ｂｘｙ － （ａ２２ ／ ２）ｙ２ ］ ＋ ［ － （ａ１１ ／ ２）ｘ２ ＋ （ ｒ１ ＋ ａ１１ ）ｘ － ｃｘｚ ／ （１ ＋ ｘ） － ｒ１ ＋

·４２２·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

ｃｚ ／ （１ ＋ ｘ） ＋ σ２
１ ／ ２ － （ａ２２ ／ ２）ｙ２ ＋ （ ｒ２ ＋ ａ２２ － ｂ）ｙ － ｒ２ ＋ σ２

２ ／ ２ － ａ３３ ｚ２ ＋ ａ３３ ｚ － ｄｚ ＋ ｄ ＋ ｋｃｘｚ ／ （１ ＋ ｘ） －
ｋｃｚ ／ （１ ＋ ｘ） ＋ σ２

３ ／ ２］ 。 这里 Ｌ（Ｘ） 是指 Ｖ（Ｘ） 的扩散算子。 由于 － （ａ１１ ／ ２）ｘ２ ＋ ｂｘｙ － （ａ２２ ／ ２）ｙ２ 必有界，
设界为 Ｍ１ ， 且 － （ａ１１ ／ ２）ｘ２ ＋ （ ｒ１ ＋ ａ１１ ）ｘ － ｃｘｚ ／ （１ ＋ ｘ） － ｒ１ ＋ ｃｚ ／ （１ ＋ ｘ） ＋ σ２

１ ／ ２ － （ａ２２ ／ ２）ｙ２ ＋ （ ｒ２ ＋
ａ２２ － ｂ）ｙ － ｒ２ ＋ σ２

２ ／ ２ － ａ３３ ｚ２ ＋ ａ３３ ｚ － ｄｚ ＋ ｄ ＋ ｋｃｘｚ ／ （１ ＋ ｘ） － ｋｃｚ ／ （１ ＋ ｘ） ＋ σ２
３ ／ ２ 必有界， 设界为 Ｍ２ ，

则存在正常数 Ｍ ＝ Ｍ１ ＋ Ｍ２ ， 使得 ＬＶ（Ｘ） ≤ Ｍ１ ＋ Ｍ２ ＝ Ｍ ， 所以有： ｄＶ（Ｘ） ≤ Ｍｄｔ ＋ （ｘ － １）σ１ｄＢ１（ｔ） ＋

（ｙ － １）σ２ ｄＢ２ （ｔ） ＋ （ｚ － １）σ３ ｄＢ３ （ｔ） 。 将上式两边从 ０ 到 τｋ ∧ Ｔ 积分得： ∫τｋ∧Ｔ

　 ０
ｄＶ（Ｘ） ≤ ∫τｋ∧Ｔ

　 ０
Ｍｄｔ ＋

∫τｋ∧Ｔ

　 ０
（ｘ － １）σ１ ｄＢ１ （ ｔ） ＋ ∫τｋ∧Ｔ

　 ０
（ｙ － １）σ２ ｄＢ２ （ ｔ） ＋ ∫τｋ∧Ｔ

　 ０
（ ｚ － １）σ３ ｄＢ３ （ ｔ） ， 同时对上式两边取期望：

Ｅ（Ｖ（ｘ（τｋ ∧ Ｔ），ｙ（τｋ ∧ Ｔ），ｚ（τｋ ∧ Ｔ））） ≤ Ｖ（ｘ０ ，ｙ０ ，ｚ０ ） ＋ Ｍ（τｋ ∧ Ｔ） ＜ Ｖ（ｘ０ ，ｙ０ ，ｚ０ ） ＋ ＭＴ 。
设 Ωｋ ＝ ｛τｋ ≤ Ｔ｝（ｋ ＞ ｋ１ ） ， 由式 （５） 可知 Ｐ（Ωｋ） ≥ 􀆠 。 则对任意的 λ ∈ Ωｋ ， 有 ｘ（τｋ，λ） ∉

（１ ／ ｋ，ｋ） ， 或 ｙ（τｋ，λ） ∉ （１ ／ ｋ，ｋ） ， 或 ｚ（τｋ，λ） ∉ （１ ／ ｋ，ｋ） ， 且 Ｖ（ｘ（τｋ），ｙ（τｋ），ｚ（τｋ）） ≥ （（１ ／ ｋ） －
１ － ｌｎ（１ ／ ｋ）） ∧ （ｋ － １ － ｌｎ ｋ） 。 因此， 有 Ｖ（ｘ０ ，ｙ０ ，ｚ０ ） ＋ ＭＴ ≥ Ｅ（Ｖ（ｘ（τｋ ∧ Ｔ），ｙ（τｋ ∧ Ｔ），ｚ（τｋ ∧
Ｔ））） ＝ Ｅ（１Ωｋ（λ）

Ｖ（ｘ（τｋ ∧ Ｔ），ｙ（τｋ ∧ Ｔ），ｚ（τｋ ∧ Ｔ））） ≥ 􀆠［（（１ ／ ｋ） － １ － ｌｎ（１ ／ ｋ）） ∧ （ｋ － １ － ｌｎ ｋ）］。
其中 １Ωｋ（λ）

是 Ωｋ 的指标函数。 令 ｋ→ ＋∞ ， 则有 ∞ ＞ Ｖ（ｘ０ ，ｙ０ ，ｚ０ ） ＋ ＭＴ ＝ ∞ 导致矛盾， 因此必有

τ∞ ＝ ∞ ， ａ􀆰 ｓ􀆰 。
定理 ４　 如果 Ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ）） 是系统 （２） 满足初值 （ｘ（０），ｙ（０），ｚ（０）） ∈ Ｒ３

＋ 的解，
则系统 （２） 的解满足 ｌｉｍ ｓｕｐ

ｔ→＋∞
Ｅ（ｘ（ ｔ） ＋ ｙ（ ｔ） ＋ ｚ（ ｔ）） ≤ Ｈ ， 其中 Ｈ 是一个正常数。

证明　 定义 Ｖ（ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ）） ＝ ｘ（ ｔ） ＋ ｙ（ ｔ） ＋ ｚ（ ｔ） ， 对 ｅｔＶ（Ｘ）（其中 Ｘ ＝ （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ）））
运用伊藤公式， 有： ｄｅｔＶ（Ｘ） ＝ ｅｔＶ（Ｘ）ｄｔ ＋ ｅｔｄＶ（Ｘ） ＝ ｅｔ（Ｖ（Ｘ）ｄｔ ＋ ｄＶ（Ｘ）） ＝ ｅｔ（Ｖ（Ｘ）） ＋ ｒ１ｘ － ａ１１ｘ２ ＋
ｂｘｙ － ｃｘｚ ／ （１ ＋ ｘ） ＋ ｒ２ｙ － ａ２２ｙ２ － ｄｚ ＋ ｋｃｘｚ ／ （１ ＋ ｘ） － ａ３３ｚ２）ｄｔ ＋ ｅｔ（σ１ｘｄＢ１（ｔ） ＋ σ２ｙｄＢ２（ｔ） ＋ σ３ｚｄＢ３（ｔ）） ＝
ｅｔＬ（Ｘ）ｄｔ ＋ ｅｔ（σ１ｘｄＢ１ （ ｔ） ＋ σ２ｙｄＢ２ （ ｔ） ＋ σ３ ｚｄＢ３ （ ｔ）） ， 其中 Ｌ（Ｘ） ＝ Ｖ（Ｘ） ＋ ｒ１ｘ － ａ１１ｘ２ ＋ ｂｘｙ － ｃｘｚ ／
（１ ＋ ｘ） ＋ｒ２ｙ － ａ２２ｙ２ － ｄｚ ＋ ｋｃｘｚ ／ （１ ＋ ｘ） － ａ３３ ｚ２ （Ｌ（Ｘ） 是 Ｖ（Ｘ） 的扩散算子） 。 显然 Ｌ（Ｘ） 是有界的，
则必存在一个正常数 Ｈ， 使得 Ｌ（Ｘ） ≤ Ｈ ， 从而有 ｄｅｔＶ（Ｘ） ≤ ｅｔＨｄｔ ＋ ｅｔ（σ１ｘｄＢ１ （ ｔ） ＋ σ２ｙｄＢ２ （ ｔ） ＋

σ３ ｚｄＢ３ （ ｔ）） ， 两边从 ０ 到 ｔ 积分得： ∫ ｔ

０
ｄｅｔＶ（Ｘ） ≤ ∫ ｔ

０
ｅｔＨｄｔ ＋ ∫ ｔ

０
ｅｔσ１ｘｄＢ１ （ ｔ） ＋ ∫ ｔ

０
ｅｔσ２ｙｄＢ２ （ ｔ） ＋

∫ ｔ

０
ｅｔσ３ ｚｄＢ３ （ ｔ） ， 对上式两边取期望， 有 ｅｔＥ（Ｖ（Ｘ）） － ｅｔＶ（０） ≤ Ｈ（ｅｔ － １） ， 两边同时除以 ｅｔ 并取极

限可得 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

Ｅ（ｘ（ ｔ） ＋ ｙ（ ｔ） ＋ ｚ（ ｔ）） ≤ Ｈ ， 即系统 （２） 的解是均值有界的。

定理 ５　 对于随机单种群模型 ｄｙ（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ）（ ｒ２ － ａ２２ｙ（ ｔ））ｄｔ ＋ σ２ｙ（ ｔ）ｄＢ２ （ ｔ）， １） 若 ｒ２ － σ２
２ ／ ２ ＞

０ ， 则 〈ｙ（ ｔ）〉 ｔ ＝ （ ｒ２ － σ２
２ ／ ２） ／ ａ２２ 且 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｔ －１ ｌｎ ｙ（ ｔ） ＝ ０， ａ􀆰 ｓ􀆰 ； ２） 若 ｒ２ － σ２

２ ／ ２ ＜ ０ ， 则 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｙ（ ｔ） ＝

０ ， ａ􀆰 ｓ􀆰 。
证明　 对 ｌｎ ｙ（ ｔ） 运用伊藤公式， 有 ｄｌｎ ｙ（ ｔ） ＝ （ ｒ２ － ａ２２ｙ － σ２

２ ／ ２）ｄｔ ＋ σ２ ｄＢ２ （ ｔ） ， 两边从 ０ 到 ｔ 积

分得， ∫ ｔ

０
ｄｌｎ ｙ（ ｔ） ＝ ∫ ｔ

０
（ ｒ２ － ａ２２ｙ － σ２

２ ／ ２）ｄｔ ＋ ∫ ｔ

０
σ２ ｄＢ２ （ ｔ） ， 即：ｌｎ ｙ（ ｔ） － ｌｎ ｙ（０） ＝ （ ｒ２ － σ２

２ ／ ２） ｔ －

ａ２２∫ ｔ

０
ｙｄｔ ＋ σ２Ｂ２ （ ｔ） ， 两边同时除以 ｔ 得

ｔ －１ ｌｎ ｙ（ ｔ） ＝ ｔ －１ ｌｎ ｙ（０） ＋ （ ｒ２ － σ２
２ ／ ２） － ｔ －１ａ２２∫ ｔ

０
ｙｄｔ ＋ ｔ －１σ２Ｂ２ （ ｔ）， （６）

两边同取极限有

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｔ －１ ｌｎ ｙ（ ｔ） ＝ ｌｉｍ
ｔ→＋∞

［ ｔ －１ ｌｎ ｙ（０） ＋ （ ｒ２ － σ２
２ ／ ２） － ｔ －１ａ２２∫ ｔ

０
ｙｄｔ ＋ ｔ －１σ２Ｂ２ （ ｔ）］。 （７）

　 　 由于 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｔ －１ ｌｎ ｙ（０） ＝ ０ ， 则对任意小的 ε１ ＞ ０ ， 存在 ｋ１ ＞ ０ ， 使得当 ｔ ≥ｋ１ 时， 有 － ε１ ≤

·５２２·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

ｔ －１ ｌｎ ｙ（０） ≤ ε１。 当 ｒ２ － σ２
２ ／ ２ ＞ ０ 时， 由式 （６） 知， ｔ －１ ｌｎ ｙ（ｔ） ＝ ｔ －１ ｌｎ ｙ（０） ＋ （ｒ２ － σ２

２ ／ ２） － ｔ －１ａ２２∫ ｔ

０
ｙｄｔ ＋

ｔ －１σ２Ｂ２ （ ｔ） ≤ ｒ２ － σ２
２ ／ ２ ＋ ε１ － ｔ －１ａ２２∫ ｔ

０
ｙｄｔ ＋ ｔ －１σ２Ｂ２ （ ｔ） ， ｔ －１ ｌｎ ｙ（ ｔ） ≥ ｒ２ － σ２

２ ／ ２ － ε１ － ｔ －１ａ２２∫ ｔ

０
ｙｄｔ ＋

ｔ －１σ２Ｂ２ （ ｔ） 。
由引理 １ 可知， 〈ｙ（ ｔ）〉 ∗ ≤ （ ｒ２ － σ２

２ ／ ２ ＋ ε１ ） ／ ａ２２ ， 〈ｙ（ ｔ）〉 ∗ ≥ （ ｒ２ － σ２
２ ／ ２ － ε１ ） ／ ａ２２ ， 令 ε１ →０， 有

〈ｙ（ ｔ）〉 ∗ ≤ （ ｒ２ － σ２
２ ／ ２） ／ ａ２２ ， 〈ｙ（ ｔ）〉 ∗ ≥ （ ｒ２ － σ２

２ ／ ２） ／ ａ２２ ， 即 〈ｙ（ ｔ）〉 ｔ ＝ （ ｒ２ － σ２
２ ／ ２） ／ ａ２２ ， ａ􀆰 ｓ􀆰 。 又

因 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｔ －１ Ｂ２ （ ｔ） ＝ ０ ， 则结合上式和式 （７） 得 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｔ －１ ｌｎ ｙ（ ｔ） ＝ ０ ， ａ􀆰 ｓ􀆰 成立。

当 ｒ２ － σ２
２ ／ ２ ＜ ０ ， 对于 ｔ －１ ｌｎ ｙ（ ｔ） ≤ ε１ ＋ （ ｒ２ － σ２

２ ／ ２） － ｔ －１ａ２２∫ ｔ

０
ｙｄｔ ＋ ｔ －１σ２Ｂ２ （ ｔ） ， 令 ε１ →０， 由

引理 １ 得 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｙ（ ｔ） ＝ ０ ａ􀆰 ｓ􀆰 。

推论 １　 由定理 ５ 知， 当 σ２
２ ＜ ２ｒ２ 时， 种群 ｙ（ ｔ） 是持续生存的， 但是当 σ２ 逐渐增大， 增长到

σ２
２ ＞ ２ｒ２ 时， 种群 ｙ（ ｔ） 由生存转向灭绝。 由此可知噪声强度对种群的影响很大， 当噪声强度较小时，

种群可持续生存， 而当噪声强度较大时， 种群将会灭绝。
定理 ６　 对于随机系统 （２）， 令常数 ｍ ＝ ｒ１ － σ２

１ ／ ２ ， ｎ ＝ ｒ２ － σ２
２ ／ ２ ， ｑ ＝ ｄ ＋ σ２

３ ／ ２ ， 则有： １） 若

ｍ ＜ ０， ｎ ＜ ０， 则种群 ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ） 均灭绝； ２） 若 ｍ ＞ ０， ｎ ＜ ０， ⅰ） 若 ｋｃｍ － ａ１１ｑ ＞ ０ ， 则种群

ｘ（ ｔ） 平均持续生存， 种群 ｚ（ ｔ） 弱平均持续生存， 种群 ｙ（ ｔ） 灭绝， ⅱ） 若 ｋｃｍ － ａ１１ｑ ＜ ０， 则种群 ｘ（ ｔ）
平均持续生存， 种群 ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ） 灭绝； ３） 若 ｎ ＞ ０ 且 ａ２２ｍ ＋ ｂｎ ＞ ０， ｋｃ（ａ２２ｍ ＋ ｂｎ） － ａ１１ａ２２ｑ ＞ ０ ， 无论

ｍ 值的正负， 均有种群 ｙ（ ｔ） 平均持续生存， 种群 ｘ（ ｔ），ｚ（ ｔ） 弱平均持续生存。
证明　 １） 对 ｌｎ ｘ（ｔ），ｌｎ ｙ（ｔ），ｌｎ ｚ（ｔ） 运用伊藤公式， 有 ｄ ｌｎ ｘ（ｔ） ＝ （ｒ１ － ａ１１ｘ ＋ ｂｙ － ｃｚ ／ （１ ＋ ｘ） －

σ２
１ ／ ２）ｄｔ ＋ σ１ ｄＢ１ （ ｔ） ， 两边从 ０ 到 ｔ 积分得：

ｌｎ ｘ（ ｔ） － ｌｎ ｘ（０） ＝ （ ｒ１ － σ２
１ ／ ２） ｔ － ａ１１∫ ｔ

０
ｘｄｔ ＋ ｂ∫ ｔ

０
ｙｄｔ － ｃ∫ ｔ

０
ｚ ／ （１ ＋ ｘ）ｄｔ ＋ σ１Ｂ１ （ ｔ）， （８）

同理有

ｌｎ ｙ（ ｔ） － ｌｎ ｙ（０） ＝ （ ｒ２ － σ２
２ ／ ２） ｔ － ａ２２∫ ｔ

０
ｙｄｔ ＋ σ２Ｂ２ （ ｔ）， （９）

ｌｎ ｚ（ ｔ） － ｌｎ ｚ（０） ＝ （ － ｄ － σ２
３ ／ ２） ｔ － ａ３３∫ ｔ

０
ｚｄｔ ＋ ｋｃ∫ ｔ

０
ｘ ／ （１ ＋ ｘ）ｄｔ ＋ σ３Ｂ３ （ ｔ）。 （１０）

　 　 由定理 ５ 的结论可知， 当 ｒ２ － σ２
２ ／ ２ ＜ ０ ， 则 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｙ（ ｔ） ＝ ０ ， ａ􀆰 ｓ􀆰 ， 即种群 ｙ（ ｔ） 是灭绝的。 则对任

意的 ε２ ＞ ０， 存在 ｋ２ ＞ ０， 使得当 ｔ≥ｋ２ 时， 有

－ ε２ ≤ ｙ（ ｔ） ≤ ε２ 。 （１１）
将式 （８） 两边同除以 ｔ 并移项得

ｔ －１ ｌｎ ｘ（ ｔ） ＝ ｔ －１ ｌｎ ｘ（０） ＋ （ ｒ１ － σ２
１ ／ ２） － ｔ －１ａ１１∫ ｔ

０
ｘｄｔ ＋ ｔ －１ｂ∫ ｔ

０
ｙｄｔ －

ｔ －１ｃ∫ ｔ

０
ｚ ／ （１ ＋ ｘ）ｄｔ ＋ ｔ －１σ１Ｂ１ （ ｔ）。 （１２）

　 　 由于 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｔ －１ ｌｎ ｘ（０） ＝ ０ ， 由极限定义， 对任意的 ε３ ＞ ０， 存在 ｋ３ ＞ ０， 使得当 ｔ≥ｋ３ 时， 有

－ ε３ ≤ ｔ －１ ｌｎ ｘ（０） ≤ ε３ ， （１３）
将式 （１１） 和式 （１３） 代入式 （１２） 并放缩得

ｔ －１ ｌｎ ｘ（ ｔ） ≤ ε３ ＋ （ ｒ１ － σ２
１ ／ ２） ＋ ｂε２ － ｔ －１ａ１１∫ ｔ

０
ｘｄｔ ＋ ｔ －１σ１Ｂ１ （ ｔ）。 （１４）

　 　 当 ｒ１ － σ２
１ ／ ２ ＜ ０ 时， 存在任意小的 ε２ ＞ ０ ， ε３ ＞ ０ ， 使得 ε３ ＋ （ ｒ１ － σ２

１ ／ ２） ＋ ｂε２ ＜ ０ 成立， 则

由引理 １ 可得 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｘ（ ｔ） ＝ ０ ， ａ􀆰 ｓ􀆰 ， 由极限定义得： 种群 ｘ（ ｔ） 是灭绝的。 则对任意的 ε４ ＞ ０， 存在

·６２２·
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ｋ４ ＞ ０，使得当 ｔ≥ｋ４ 时， 有

－ ε４ ≤ ｘ（ ｔ） ≤ ε４ ， （１５）
将式 （１０） 两边同除以 ｔ 并移项、 放缩得：

ｔ －１ ｌｎ ｚ（ ｔ） ≤ ｔ －１ ｌｎ ｚ（０） ＋ （ － ｄ － σ２
３ ／ ２） － ｔ －１ａ３３∫ ｔ

０
ｚｄｔ ＋ ｔ －１ｋｃ∫ ｔ

０
ｘｄｔ ＋ ｔ －１σ３Ｂ３ （ ｔ）。 （１６）

　 　 由于 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｔ －１ ｌｎ ｚ（０） ＝ ０ ， 则对任意的 ε５ ＞ ０， 存在 ｋ５ ＞ ０， 使得当 ｔ≥ｋ５ 时， 有

－ ε５ ≤ ｔ －１ ｌｎ ｚ（０） ≤ ε５ ， （１７）

将式 （１５） 和式 （１７） 代入式 （１６） 可得： ｔ －１ ｌｎ ｚ（ ｔ） ≤ ε５ － （ｄ ＋ σ２
３ ／ ２） ＋ ｋｃε４ － ｔ －１ａ３３∫ ｔ

０
ｚｄｔ ＋

ｔ －１σ３Ｂ３ （ ｔ） ， 则存在任意小的 ε４ →０， ε５ →０， 使得 ε５ － （ｄ ＋ σ２
３ ／ ２） ＋ ｋｃε４ →－ （ｄ ＋ σ２

３ ／ ２） ＜ ０ 成立，
则由引理 １ 可得 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｚ（ ｔ） ＝ ０ ， ａ􀆰 ｓ􀆰 ， 即种群 ｚ（ ｔ） 是灭绝的。

２） 由 １） 的证明可知， 当 ｒ２ － σ２
２ ／ ２ ＜ ０ 时， ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｙ（ ｔ） ＝ ０ ， 即种群 ｙ（ ｔ） 灭绝。 并且对任意小的

ε２ ＞ ０， ε３ ＞ ０， 由式 （８） 知： ｔ －１ ｌｎ ｘ（ ｔ） ≤ ε３ ＋ （ ｒ１ － σ２
１ ／ ２） ＋ ｂε２ － ｔ －１ａ１１∫ ｔ

０
ｘｄｔ ＋ ｔ －１σ１Ｂ１ （ ｔ） ，

ｔ －１ ｌｎ ｘ（ ｔ） ≥ － ε３ ＋ （ ｒ１ － σ２
１ ／ ２） － ｂε２ － ｔ －１ａ１１∫ ｔ

０
ｘｄｔ ＋ ｔ －１σ１Ｂ１ （ ｔ） 。 当 ｒ１ － σ２

１ ／ ２ ＞ ０ 时， 存在任意小

的 ε２ ＞ ０， ε３ ＞ ０， 有 ε３ ＋ （ ｒ１ － σ２
１ ／ ２） ＋ ｂε２ ＞ ０ 且 － ε３ ＋ （ ｒ１ － σ２

１ ／ ２） － ｂε２ ＞ ０ 成立。 由引理 １ 得：
〈ｘ（ ｔ）〉 ∗ ≤ － ε３ ／ ａ１１ ＋ （ ｒ１ － σ２

１ ／ ２） ／ ａ１１ － ｂε２ ／ ａ１１ ， 〈ｘ（ ｔ）〉 ∗ ≥ ε３ ／ ａ１１ ＋ （ ｒ１ － σ２
１ ／ ２） ／ ａ１１ ＋ ｂε２ ／ ａ１１ 。 令

ε２ →０， ε３ →０， 有： 〈ｘ（ ｔ）〉 ∗ ≤ （ ｒ１ － σ２
１ ／ ２） ／ ａ１１ ， 〈ｘ（ ｔ）〉 ∗ ≥ （ ｒ１ － σ２

１ ／ ２） ／ ａ１１ ， 即 〈ｘ（ ｔ）〉 ｔ ＝ （ ｒ１ －
σ２

１ ／ ２） ／ ａ１１ ａ􀆰 ｓ􀆰 ， 即种群 ｘ（ ｔ） 是平均持续生存的。 则对任意的 ε６ ＞ ０， 存在 ｋ６ ＞ ０， 使得当 ｔ≥ｋ６ 时，

有 （ ｒ１ － σ２
１ ／ ２） ／ ａ１１ － ε６ ≤ ｔ －１∫ ｔ

０
ｘｄｔ ≤ （ ｒ１ － σ２

１ ／ ２） ／ ａ１１ ＋ ε６ 。 对任意小的 ε５ ＞ ０， ε６ ＞ ０， 由式 （１０）

知： ｔ －１ ｌｎ ｚ（ｔ） ≤ ｔ －１ ｌｎ ｚ（０） ＋ （ － ｄ － σ２
３ ／ ２） － ｔ －１ａ３３∫ ｔ

０
ｚｄｔ ＋ ｔ －１ｋｃ∫ ｔ

０
ｘｄｔ ＋ ｔ －１σ３Ｂ３ （ｔ） ≤ ε５ － （ｄ ＋ σ２

３ ／ ２） ＋

ｋｃ（（ ｒ１ － σ２
１ ／ ２） ／ ａ１１ ＋ ε６ ） － ｔ －１ａ３３∫ ｔ

０
ｚｄｔ ＋ ｔ －１σ３Ｂ３ （ ｔ） 。

ⅰ） 当 ［ｋｃ（ ｒ１ － σ２
１ ／ ２） － ａ１１ （ｄ ＋ σ２

３ ／ ２）］ ／ （ａ１１ａ３３ ） ＞ ０ 时， 存在 ε５ ＞ ０， ε６ ＞ ０， 使得 ε５ － （ｄ ＋
σ２

３ ／ ２） ＋ ｋｃ（（ ｒ１ － σ２
１ ／ ２） ／ ａ１１ ＋ ε６ ） ＞ ０ 。 令 ε５ →０， ε６ →０， 由引理 １ 知 〈 ｚ（ ｔ）〉 ∗ ≤ ［ｋｃ（ ｒ１ － σ２

１ ／ ２） －
ａ１１ （ｄ ＋ σ２

３ ／ ２）］ ／ （ａ１１ａ３３ ） ， ａ􀆰 ｓ􀆰 ， 即种群 ｚ（ ｔ） 是弱平均持续生存的。
ⅱ） 当 ［ｋｃ（ ｒ１ － σ２

１ ／ ２） － ａ１１ （ｄ ＋ σ２
３ ／ ２）］ ／ （ａ１１ａ３３ ） ＜ ０ 时， 存在 ε５ ＞ ０， ε６ ＞ ０， 使得 ε５ － （ｄ ＋

σ２
３ ／ ２） ＋ ｋｃ（（ ｒ１ － σ２

１ ／ ２） ／ ａ１１ ＋ ε６ ） ＜ ０ 。 令 ε５ →０， ε６ →０， 由引理 １ 知 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｚ（ ｔ） ＝ ０ ， ａ􀆰 ｓ􀆰 ， 即种群

ｚ（ ｔ） 是灭绝的。
３） 由定理 ５ 知， 当 ｒ２ － σ２

２ ／ ２ ＞ ０ 时， 〈ｙ（ ｔ）〉 ｔ ＝ （ ｒ２ － σ２
２ ／ ２） ／ ａ２２ ， 即种群 ｙ（ ｔ） 是平均持续生存

的。 则对任意的 ε７ ＞ ０， 存在 ｋ７ ＞ ０， 使得当 ｔ≥ｋ７ 时， 有

ｔ －１∫ ｔ

０
ｙｄｔ ≤ （ ｒ２ － σ２

２ ／ ２） ／ ａ２２ ＋ ε７ 。 （１８）

由式 （８）、 式 （１３）、 式 （１８） 可知， ｔ －１ ｌｎ ｘ（ ｔ） ≤ ε３ ＋ （ ｒ１ － σ２
１ ／ ２） ＋ ｂ（（ ｒ２ － σ２

２ ／ ２） ／ ａ２２ ＋ ε７ ） －

ｔ －１ａ１１∫ ｔ

０
ｘｄｔ ＋ ｔ －１σ１Ｂ１ （ ｔ） 。 当 ［ｂ（ ｒ２ － σ２

２ ／ ２） ＋ ａ２２ （ ｒ１ － σ２
１ ／ ２）］ ／ （ａ１１ａ２２ ） ＞ ０ 时， 令 ε３ →０， ε７ →０， 有

〈ｘ（ ｔ）〉 ∗ ＝ ［ｂ（ ｒ２ － σ２
２ ／ ２） ＋ ａ２２ （ ｒ１ － σ２

１ ／ ２）］ ／ （ａ１１ａ２２ ） ， 即种群 ｘ（ ｔ） 是弱平均持续生存的。 则对任意

的 ε８ ＞ ０， 存在 ｋ８ ＞ ０， 使得当 ｔ ≥ｋ８ 时， 有

ｔ －１∫ ｔ

０
ｘｄｔ ≤ ［ｂ（ ｒ２ － σ２

２ ／ ２） ＋ ａ２２ （ ｒ１ － σ２
１ ／ ２）］ ／ （ａ１１ａ２２ ） ＋ ε８ ， （１９）

·７２２·
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由式 （１６）、 式 （１７）、 式 （１９） 可知： ｔ －１ ｌｎ ｚ（ ｔ） ≤ ε５ － （ｄ ＋ σ２
３ ／ ２） ＋ ｋｃ｛［ｂ（ ｒ２ － σ２

２ ／ ２） ＋ ａ２２ （ ｒ１ －

σ２
１ ／ ２）］ ／ （ａ１１ａ２２ ） ＋ ε８ ｝ － ｔ －１ａ３３∫ ｔ

０
ｚｄｔ ＋ ｔ －１σ３Ｂ３ （ｔ） ， 当 ［ｋｃ（ｂ（ｒ２ － σ２

２ ／ ２） ＋ ａ２２ （ｒ１ － σ２
１ ／ ２）） － ａ１１ａ２２ （ｄ ＋

σ２
３ ／ ２）］ ／ （ａ１１ａ２２ａ３３ ） ＞ ０ 时， 令 ε５ →０， ε８ →０， 有 〈 ｚ（ ｔ）〉 ∗ ＝ ［ｋｃ（ｂ（ ｒ２ － σ２

２ ／ ２） ＋ ａ２２ （ ｒ１ － σ２
１ ／ ２）） －

ａ１１ａ２２ （ｄ ＋ σ２
３ ／ ２）］ ／ （ａ１１ａ２２ａ３３ ） ， 即种群 ｚ（ ｔ） 是弱平均持续生存的。

推论 ２　 由定理 ６ 的 ３） 知， 当 ｎ ＝ ｒ２ － σ２
２ ／ ２ ＞ ０ 、 ｍ ＝ ｒ１ － σ２

１ ／ ２ ＜ ０ 、 偏利系数 ｂ ＝ ０ 时， 种群

ｘ（ ｔ）灭绝； 当 ｎ ＝ ｒ２ － σ２
２ ／ ２ ＞ ０ 、 ｍ ＝ ｒ１ － σ２

１ ／ ２ ＜ ０ 、 偏利系数 ０ ＜ ｂ ＜ － ａ２２ （ ｒ１ － σ２
１ ／ ２） ／ （ ｒ２ － σ２

２ ／ ２）
时， 种群 ｘ（ ｔ） 灭绝； 当 ｎ ＝ ｒ２ － σ２

２ ／ ２ ＞ ０ 、 ｍ ＝ ｒ１ － σ２
１ ／ ２ ＜ ０ 、 偏利系数 ｂ ＞ － ａ２２ （ ｒ１ － σ２

１ ／ ２） ／
（ ｒ２ － σ２

２ ／ ２） 时， 种群 ｘ（ ｔ） 持续生存。 因此可知偏惠系数 ｂ 对种群 ｘ（ ｔ） 的影响。

定理 ７　 如果 ２ａ１１ｄ ／ （ｋｃ － ｄ） ＜ Δ ＋ Δ２ ＋ ４ａ１１ （Δ ＋ ａ１１ ） ， 其中 Δ ＝ ｂｒ２ ／ ａ２２ ＋ ｒ１ － ａ１１ ， 且 α ＝
ａ１１ （１ ＋ ｘ∗） － ｃｚ∗ － ｂ（１ ＋ ｘ∗） ／ （２􀆠） － ｃ（ｋ ＋ （１ ＋ ｘ∗）） ／ （２􀆠） ＞ ０ ， β ＝ ａ２２ － ｂ（１ ＋ ｘ∗）􀆠 ／ ２ ＞ ０ ，
γ ＝ ａ３３ （１ ＋ ｘ∗） － ｃ（ｋ ＋ （１ ＋ ｘ∗））􀆠 ／ ２ ＞ ０ ， δ ＝ σ２

１ｘ∗（１ ＋ ｘ∗） ／ ２ ＋ σ２
２ｙ∗ ／ ２ ＋ σ２

３ ｚ∗（１ ＋ ｘ∗） ／ ２ ＞ ０，
并满足： δ ＜ ｍｉｎ｛α（ｘ∗） ２ ，β（ｙ∗） ２ ，γ（ ｚ∗） ２ ｝ ， 其中 （ｘ∗，ｙ∗，ｚ∗） 是与系统 （２） 相对应的确定性系统

的正平衡态， 则随机模型 （２） 的任意具有正初值的解 （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ）） 存在平稳分布 μ（·） ， 并且

μ（·） 具有遍历性。

证明　 由于 ２ａ１１ｄ ／ （ｋｃ － ｄ） ＜ Δ ＋ Δ２ ＋ ４ａ１１ （Δ ＋ ａ１１ ） ， 其中 Δ ＝ ｂｒ２ ／ ａ２２ ＋ ｒ１ － ａ１１ 成立， 则与

系统 （２） 相对应的确定性系统存在正平衡态， 则 （ｘ∗，ｙ∗，ｚ∗） 满足如下条件

ｒ１ ＝ ａ１１ｘ∗ － ｂｙ∗ ＋ ｃｚ∗ ／ （１ ＋ ｘ∗），

ｒ２ ＝ ａ２２ｙ∗，

－ ｄ ＝ ａ３３ ｚ∗ － ｋｃｘ∗ ／ （１ ＋ ｘ∗），

ì

î

í

ïï

ïï
（２０）

成立。
构造函数 Ｖ（Ｘ） ＝ （１ ＋ ｘ∗）（ｘ － ｘ∗ － ｘ∗ ｌｎ（ｘ ／ ｘ∗）） ＋ （ｙ － ｙ∗ － ｙ∗ ｌｎ（ｙ ／ ｙ∗）） ＋ （１ ＋ ｘ∗）（ｚ － ｚ∗ －

ｚ∗ ｌｎ（ｚ ／ ｚ∗）） ， 显然 Ｖ（Ｘ） 是正定函数。
沿着系统 （２） 的解求随机微分， ｄＶ（Ｘ） ＝ （１ ＋ ｘ∗）（ｘ － ｘ∗）［（ｒ１ － ａ１１ｘ ＋ ｂｙ － ｃｚ ／ （１ ＋ ｘ））ｄｔ ＋

σ１ ｄＢ１ （ｔ）］ ＋ （σ２
１ｘ∗（１ ＋ ｘ∗） ／ ２）ｄｔ ＋ （ｙ － ｙ∗）［（ｒ２ － ａ２２ｙ）ｄｔ ＋ σ２ ｄＢ２ （ｔ）］ ＋ （σ２

２ｙ∗ ／ ２）ｄｔ ＋ （１ ＋ ｘ∗）（ｚ －
ｚ∗）［（ － ｄ － ａ３３ ｚ ＋ ｋｃｘ ／ （１ ＋ ｘ））ｄｔ ＋ σ３ ｄＢ３ （ ｔ）］ ＋ （σ２

３ ｚ∗（１ ＋ ｘ∗） ／ ２）ｄｔ ， 将式 （２０） 代入上式可知，
ｄＶ（Ｘ） ＝ ＬＶ（Ｘ）ｄｔ ＋ （１ ＋ ｘ∗）（ｘ － ｘ∗）σ１ ｄＢ１ （ ｔ） ＋ （ｙ － ｙ∗）σ２ ｄＢ２ （ ｔ） ＋ （１ ＋ ｘ∗）（ ｚ － ｚ∗）σ３ ｄＢ３ （ ｔ），
其中， ＬＶ（Ｘ） ＝ － ａ１１（１ ＋ ｘ∗）（ｘ － ｘ∗）２ ＋ ｂ（１ ＋ ｘ∗）（ｘ － ｘ∗）（ｙ － ｙ∗） ＋ σ２

１ｘ∗（１ ＋ ｘ∗） ／ ２ ＋ （ｃｚ∗（ｘ － ｘ∗）２ －
ｃ（１ ＋ ｘ∗）（ｘ － ｘ∗）（ｚ － ｚ∗）） ／ （１ ＋ ｘ） － ａ２２（ｙ － ｙ∗）２ ＋ σ２

２ｙ∗ ／ ２ － ａ３３（１ ＋ ｘ∗）（ｚ － ｚ∗）２ ＋ ｋｃ（ｘ － ｘ∗）（ｚ － ｚ∗） ／
（１ ＋ ｘ） ＋ σ２

３ ｚ∗（１ ＋ ｘ∗） ／ ２ 。
由于不等式 （ｃｚ∗（ｘ － ｘ∗） ２ － ｃ（１ ＋ ｘ∗）（ｘ － ｘ∗）（ ｚ － ｚ∗）） ／ （１ ＋ ｘ） ≤ （ｃｚ∗（ｘ － ｘ∗） ２ ＋ ｃ（１ ＋

ｘ∗） ｘ － ｘ∗ ｚ － ｚ∗ ） ／ （１ ＋ ｘ） ≤ ｃｚ∗（ｘ － ｘ∗）２ ＋ ｃ（１ ＋ ｘ∗） ｘ － ｘ∗ ｚ － ｚ∗ 和不等式 ｋｃ（ｘ － ｘ∗）（ｚ －
ｚ∗） ／ （１ ＋ ｘ） ≤ ｋｃ ｘ － ｘ∗ ｚ － ｚ∗ 成立， 且由杨氏不等式［１７］ ： ｘ － ｘ∗ ｙ － ｙ∗ ≤ ［（ｘ － ｘ∗）２ ／ （２􀆠） ＋
􀆠（ｙ － ｙ∗）２ ／ ２］ ， ｘ － ｘ∗ ｚ － ｚ∗ ≤ ［（ｘ － ｘ∗）２ ／ （２􀆠） ＋ 􀆠（ｚ － ｚ∗）２ ／ ２］ ， 则有： ＬＶ（Ｘ） ≤－ （ａ１１（１ ＋ ｘ∗） －
ｃｚ∗）（ｘ － ｘ∗）２ ＋ ｂ（１ ＋ ｘ∗）［（ｘ － ｘ∗）２ ／ （２􀆠） ＋ 􀆠（ｙ － ｙ∗）２ ／ ２］ － ａ２２ （ｙ － ｙ∗）２ － ａ３３ （１ ＋ ｘ∗）（ｚ － ｚ∗）２ ＋
ｃ（ｋ ＋ （１ ＋ ｘ∗））［（ｘ － ｘ∗）２ ／ （２􀆠） ＋ 􀆠（ｚ － ｚ∗）２ ／ ２］ ＋ σ２

１ｘ∗（１ ＋ ｘ∗） ／ ２ ＋ σ２
２ｙ∗ ／ ２ ＋ σ２

３ｚ∗（１ ＋ ｘ∗） ／ ２ ≤
－ α（ｘ － ｘ∗） ２ － β（ｙ － ｙ∗） ２ － γ（ ｚ － ｚ∗） ２ ＋ δ ， 其中常数 α，β，γ，δ 分别为： α ＝ ａ１１ （１ ＋ ｘ∗） － ｃｚ∗ －
ｂ（１ ＋ ｘ∗） ／ （２􀆠） － ｃ（ｋ ＋ （１ ＋ ｘ∗）） ／ （２􀆠） ， β ＝ ａ２２ － ｂ（１ ＋ ｘ∗）􀆠 ／ ２ ， γ ＝ ａ３３ （１ ＋ ｘ∗） － ｃ（ｋ ＋ （１ ＋
ｘ∗））􀆠 ／ ２ ， δ ＝ σ２

１ｘ∗（１ ＋ ｘ∗） ／ ２ ＋ σ２
２ｙ∗ ／ ２ ＋ σ２

３ ｚ∗（１ ＋ ｘ∗） ／ ２ 。 若 δ 满足 δ ＜ ｍｉｎ｛α（ｘ∗） ２ ，β（ｙ∗） ２ ，
γ（ ｚ∗） ２ ｝ ， 则这个椭球体 α（ｘ － ｘ∗） ２ ＋ β（ｙ － ｙ∗） ２ ＋ γ（ ｚ － ｚ∗） ２ ＝ δ 在 Ｒ３

＋ 中， 任作该椭球体的一邻

·８２２·
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域 Ｕ， 使得 􀭺Ｕ⊆Ｒ３
＋ ， 􀭺Ｕ 是 Ｕ 的闭包， 则对于任意的 （ｘ，ｙ，ｚ） ∈ Ｒ３

＋ ＼ Ｕ 时， 都有 ＬＶ ＜ ０ 。

另外， 由 系 统 （ ２ ）， ｄ
ｘ（ ｔ）
ｙ（ ｔ）
ｚ（ ｔ）

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

＝
ｘ（ ｒ１ － ａ１１ｘ ＋ ｂｙ － ｃｚ ／ （１ ＋ ｘ））

ｙ（ ｒ２ － ａ２２ｙ）
ｚ（ － ｄ － ａ３３ ｚ ＋ ｋｃｘ ／ （１ ＋ ｘ））

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ｄｔ ＋

σ１ｘ（ ｔ）
０
０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ｄＢ１ （ ｔ） ＋

０
σ２ｙ（ｔ）

０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ｄＢ２ （ｔ） ＋

０
０

σ３ｚ（ｔ）

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ｄＢ３ （ｔ） ， 可知其扩散矩阵为： Ａ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝

σ２
１ｘ２ （ｔ） ０ ０

０ σ２
２ｙ２ （ｔ） ０

０ ０ σ２
３ｚ２ （ｔ）

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
。

当 （ｘ，ｙ，ｚ） ∈ 􀭺Ｕ 时， 记 Ｍ ＝ ｍｉｎ｛σ２
１ｘ２ （ ｔ），σ２

２ｙ２ （ ｔ），σ２
３ ｚ２ （ ｔ）｝ ， 则 Ｍ ＞ ０ 且对任意的 ξ ＝ （ξ１ ，ξ２ ，ξ３ ） ∈

Ｒ３
＋ ， 有 ∑

３

ｉ，ｊ ＝ １
（ａｉ，ｊεｉε ｊ） ＝ σ２

１ｘ２ξ２
１ ＋ σ２

２ｙ２ξ２
２ ＋ σ２

３ ｚ２ξ２
３ ≥ Ｍ ξ ２ 对所有的 （ｘ，ｙ，ｚ） ∈ 􀭺Ｕ ， ξ ∈ Ｒ３

＋ 成立。 由引

理 ２ 知， 随机模型 （２） 的任意具有正初值的解 （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ）） 存在平稳分布 μ（·） ， 并且 μ（·）
具有遍历性。

３　 数值模拟
为验证结果的正确性， 对定理 ６ 的结果进行数值模拟。
取 ｒ１ ＝ １，ｒ２ ＝ １，ｄ ＝ ０． １，ａ１１ ＝ １，ａ２２ ＝ ０． ２，ａ３３ ＝ ０． ５，ａ ＝ ０． ３，ｂ ＝ ０． ５，ｃ ＝ ０． ５，ｋ ＝ １ ， 并取

系统 （２） 的初始值为 （０． ４，０． ３，０． ２） ， 则有：
１） 当 σ１ ＝ ２，σ２ ＝ １． ５，σ３ ＝ １． ４ 时， 则 ｍ ＝ ｒ１ － σ２

１ ／ ２ ＜ ０ ， ｎ ＝ ｒ２ － σ２
２ ／ ２ ＜ ０ ， 由定理 ６ 的 １）

知， 种群 ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ） 均灭绝， 见图 １。
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说明：彩色曲线代表系统(2）的解， 黑色线代表其相应的确定性模型的解。

Notes：The color line represent the solution of system(2),and the black line represent the solution of the corresponding deterministic system.
图 1 系统(2)及相应的确定性模型在初值为(0.4,0.3,0.2)且 σ1=2,σ2=1.5,σ3=1.4 下的时间序列图

Fig.1 Sample path of system(2) and its corresponding deterministic system with initial value
(0.4,0.3,0.2） and σ1=2,σ2=1.5,σ3=1.4

a） x（t） b） y（t） c） z（t）

２） 当 σ１ ＝ ０． ０４，σ２ ＝ １． ５，σ３ ＝ ０． ０１５ 时， 则 ｍ ＝ ｒ１ － σ２
１ ／ ２ ＞ ０ ， ｎ ＝ ｒ２ － σ２

２ ／ ２ ＜ ０ ， ｋｃ（ ｒ１ －
σ２

１ ／ ２） － ａ１１ （ｄ ＋ σ２
３ ／ ２） ＞ ０ ， 由定理 ５ 的 ２） 知， 种群 ｘ（ ｔ），ｚ（ ｔ） 持续生存， 种群 ｙ（ ｔ） 灭绝， 见图 ２。

３） 当 σ１ ＝ ０． ０４，σ２ ＝ １． ５，σ３ ＝ １． ４ 时， 则 ｍ ＝ ｒ１ － σ２
１ ／ ２ ＞ ０ ， ｎ ＝ ｒ２ － σ２

２ ／ ２ ＜ ０ ， ｋｃ（ｒ１ － σ２
１ ／ ２） －

ａ１１ （ｄ ＋ σ２
３ ／ ２） ＜ ０ ， 由定理 ５ 的 ２） 知， 种群 ｘ（ ｔ） 持续生存， 种群 ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ） 灭绝， 见图 ３。

４） 当 σ１ ＝ ０． ３８，σ２ ＝ ０． ３，σ３ ＝ ０． ０７ 时， 则 ｎ ＝ ｒ２ － σ２
２ ／ ２ ＞ ０ ， ａ２２ （ｒ１ － σ２

１ ／ ２） ＋ ｂ（ｒ２ － σ２
２ ／ ２） ＞

０ ， ｋｃ（ａ２２ （ ｒ１ － σ２
１ ／ ２） ＋ ｂ（ ｒ２ － σ２

２ ／ ２）） － ａ１１ａ２２ （ｄ ＋ σ２
３ ／ ２） ＞ ０ ， 由定理 ６ 的 ３） 知， 种群 ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），

ｚ（ ｔ） 是均是持续生存的， 见图 ４。
由图 １， 当环境噪声 σ１ ，σ２ ，σ３ 都较大时， 会使得三种群 ｘ（ ｔ）、ｙ（ ｔ）、ｚ（ ｔ） 很快地趋于灭绝； 由

图 ２， σ２ 不变， σ１ ， σ３ 较小时， 种群 ｙ（ ｔ） 趋于灭绝， 但是种群 ｘ（ｘ） ， ｚ（ ｔ） 会持续生存； 由图 ３，

·９２２·
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σ２ ， σ３ 不变， σ１ 较小时， 种群 ｙ（ ｔ） ， ｚ（ ｔ） 趋于灭绝， 但是种群 ｘ（ｘ） 会持续生存； 由图 ４， 当 σ１ ，
σ２ ， σ３ 都很小时， 种群 ｘ（ ｔ） ， ｙ（ ｔ） ， ｚ（ ｔ） 相对缓慢减少， 并会持续生存。 由此可知， 随机扰动对种

群的生存与灭绝扮演着重要的角色， 大的随机扰动会使得种群灭绝。
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说明：彩色曲线代表系统(2）的解， 黑色线代表其相应的确定性模型的解。

Notes：The color line represent the solution of system(2),and the black line represent the solution of the corresponding deterministic system.
图 2 系统(2)及相应的确定性模型在初值为（0.4,0.3,0.2)且 σ1=0.04,σ2=1.5,σ3=0.015 下的时间序列图

Fig.2 Sample path of system(2) and its corresponding deterministic system with initial value
(0.4,0.3,0.2） and σ1=0.04,σ2=1.5,σ3=0.015

a） x（t） b） y（t） c） z（t）

说明：彩色曲线代表系统(2）的解， 黑色线代表其相应的确定性模型的解。

Notes：The color line represent the solution of system(2),and the black line represent the solution of the corresponding deterministic system.
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图 3 系统(2)及相应的确定性模型在初值为（0.4,0.3,0.2)且 σ1=0.04,σ2=1.5,σ3=1.4 下的时间序列图

Fig.3 Sample path of system(2)and its corresponding deterministic system with initial value
(0.4,0.3,0.2） and σ1=0.04,σ2=1.5,σ3=1.4

a） x（t） b） y（t） c） z（t）
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说明：彩色曲线代表系统(2）的解， 黑色线代表其相应的确定性模型的解。

Notes：The color line represent the solution of system(2),and the black line represent the solution of the corresponding deterministic system.

图 4 系统(2)及相应的确定性模型在初值为(0.4,0.3,0.2)且 σ1=0.38,σ2=0.3,σ3=0.07 下的时间序列图

Fig.4 Sample path of system(2) and its corresponding deterministic system with initial value
(0.4,0.3,0.2） and σ1=0.38,σ2=0.3,σ3=0.07

a） x（t） b） y（t） c） z（t）
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４　 结论
本文讨论了具有偏利关系的随机三种群模型。 通过构造适当的 Ｌｉａｐｕｎｏｖ 函数并运用伊藤公式，

证明了系统全局正解的存在唯一性、 均值有界性， 给出了种群灭绝与平均持续生存的充分条件， 并证

明了平稳分布的存在性。 最后通过数值模拟验证结果的正确性， 得到以下结论。 随机扰动对种群的生

存与灭绝扮演着重要的角色， 当环境噪声较大时， 会使得种群 ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ） 更快地趋于灭绝； 当

噪声强度较小时， 种群 ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ） 相对缓慢减少， 并会持续生存， 且在一定条件下， 随机模型

（２） 的任意具有正初值的解 （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ）） 存在平稳分布 μ（·） ， 并且 μ（·） 具有遍历性。

［ 参考文献 ］

［１］ ＸＩＡＯ Ｄ Ｍ， ＲＵＡＮ Ｓ Ｇ． Ｇｌｏｂａｌ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｏｆ ａ ｒａｔｉｏ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｐｒｅｄａｔｏｒ⁃ｐｒｅｙ ｓｙｓｔｅｍ ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｂｉｏｌｏ⁃
ｇｙ， ２００１， ４３： ２６８⁃２９０． ＤＯＩ：１０． １００７ ／ Ｓ００２８５０１０００９７．

［２］ 陈兰荪． 数学生态模型与研究方法 ［Ｍ］． 北京： 科学出版社， １９９１．
［３］ ＣＨＥＮ Ｆ Ｄ． Ｐｅｒｍａｎｅｎｃｅ ｏｆ ａ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｎ⁃ｓｐｅｃｉｅｓ ｃｏｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙｓ ａｎｄ ｆｅｅｄｂａｃｋ ｃｏｎｔｒｏｌｓ ［ Ｊ］． Ａｐｐｌｉｅｄ

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， ２００７， １８６（１）： ２３⁃２９． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ａｍｅ． ２００６． ０７． ０８４．
［４］ ＸＵ Ｓ Ｈ． Ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ａ ｇｅｎｅｒａｌ ｐｒｅｙ ｐｒｅｄａｔｏｒ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｐｒｅｙ⁃ｓｔａｇｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ａｎｄ ｄｉｆｆｕｓｉｖｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ［ Ｊ］． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ａｎｄ

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１４， ６８（３）： ４０５⁃４２３． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｃａｍｗａ． ２０１４． ０６． ０１６．
［５］ 陈凤德， 谢向东． 合作种群模型动力学行为研究 ［Ｍ］． 北京： 科学出版社， ２０１４．
［６］ ＴＡＫＥＵＣＨＩ Ｙ． Ｇｌｏｂａｌ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａｃ ｓｙｓｔｅｍｓ ［Ｍ］． Ｓｉｎｇａｐｏｒｅ： Ｗｏｒｄ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ， １９９６： １４．
［７］ 刘会民， 刘兵． 三种群竞争系统的持久性 ［Ｊ］． 生物数学学报， ２００１， １６（１）： ４６⁃５３．
［８］ 李石英， 张树文． 食饵具有偏利合作关系的捕食－食饵系统的定性分析 ［ Ｊ］． 集美大学学报 （自然科学版），

２０１６， ２１（３）： ２３４⁃２３５．
［９］ 吕敬亮． 几种随机生物种群模型性质的研究 ［Ｄ］． 哈尔滨： 哈尔滨工业大学， ２０１１．
［１０］ ＺＨＡＯ Ｄ Ｌ， ＹＵＡＮ Ｓ Ｌ． Ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｌｅｓｌｉｅ⁃Ｇｏｗｅｒ ｐｒｅｄａｔｏｒ⁃ｐｒｅｙ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｒａｎｄｏｍｉｚｅｄ ｉｎｔｒｉｎｓｉｃ ｇｒｏｗｔｈ

ｒａｔｅ ［Ｊ］． Ｐｈｙｓｉｃａ Ａ： Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｉｔｓ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１６， ４６１（１）： ４１９⁃ ４２８． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｐｈｙｓａ．
２０１６． ０６． ０１０．

［１１］ ＪＩＡＮＧ Ｄ Ｑ， ＺＵＯ Ｗ Ｊ， ＴＡＳＡＷＡＲ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｈｏｌｌｉｎｇ⁃Ｌｅｓｌｉｅ
ｐｒｅｄａｔｏｒ⁃ｐｒｅｙ ｓｙｓｔｅｍｓ ［ Ｊ］． Ｐｈｙｓｉｃａ Ａ： Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｉｔｓ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１６， ４６０（１５）： １６⁃２８． ＤＯＩ：１０．
１０１６ ／ ｊ． ｐｈｙｓａ． ２０１６． ０４． ０３７．

［１２］ ＬＩＵ Ｑ， ＺＵ Ｌ， ＪＩＡＮＧ Ｄ Ｑ． Ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｐｒｅｄａｔｏｒ⁃ｐｒｅｙ ｍｏｄｅｌｓ ｗｉｔｈ Ｈｏｌｌｉｎｇ Ⅱｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ［Ｊ］． Ｃｏｍ⁃
ｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ， ２０１６， ３７： ６２⁃７６． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｃｎｓｎｓ． ２０１６． ０１． ００５．

［１３］ ＺＵＯ Ｗ Ｊ， ＪＩＡＮＧ Ｄ Ｑ． Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｐｒｅｄａｔｏｒｐｒｅｙ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｐｒｅｄａｔｏｒ ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ ［Ｊ］． Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ， ２０１６， ３６： ６５⁃６８． ＤＯＩ：１０．
１０１６ ／ ｊ． ｃｎｓｎｓ． ２０１５． １１． ０１４．

［１４］ 王克． 随机生物数学模型 ［Ｍ］． 北京： 科学出版社， ２０１０： １６⁃２２．
［１５］ ＬＩＵ Ｍ， ＷＡＮＧ Ｋ． Ｓｕｒｖｉｖａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｃｏｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｉｎ ａ ｐｏｌｌｕｔｅｄ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｂｉｏｌｏｇ⁃

ｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０１１， １９： １８３⁃２０４． ＤＯＩ：１０． １１４２ ／ Ｓ０２１８３３９０１１００３８７７．
［１６］ ＫＨＡＳＭＩＮＳＫⅡＲ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ［Ｍ］． Ｂｅｒｌｉｎ： Ｓｐｒｉｎｇ⁃Ｖｅｒｌａｇ， ２０１２．
［１７］ ＰＡＴＨＡ ＳＡＲＡＴＨＩ Ｍ， ＢＡＮＥＲＪＥＥ Ｍ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｐｅｒｓｉｓｔｅｎｃｅ ａｎｄ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｉｎ ａ Ｈｏｌｌｉｎｇ⁃Ｔａｎｎｅｒ ｔｙｐｅ ｐｒｅｙ⁃

ｐｒｅｄａｔｏｒ ｍｏｄｅｌ ［ Ｊ］． Ｐｈｙｓｉｃａ Ａ： Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｉｔｓ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１２， ３９１（４）： １２１６⁃１２３３． ＤＯＩ：１０．
１０１６ ／ ｊ． ｐｈｙｓａ． ２０１１． １０． ０１９．

（责任编辑　 马建华　 英文审校　 黄振坤）

·１３２·




