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具分布时滞和脉冲的 ＢＡＭ 神经网络的全局指数稳定性

陈　 超

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 讨论一类具有连续分布时滞和脉冲影响的双向联想记忆 （ ｂｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌ ａｓｓｏｃｉａｔｉｖｅ ｍｅｍｏｒｙ，
ＢＡＭ） 神经网络， 通过 Ｍ － 矩阵、 谱理论以及建立脉冲时滞微分不等式， 得到系统平衡点的存在唯一性及

全局指数稳定性的充分判别条件。 最后， 给出一个实例， 说明结论的可行性和有效性。
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０　 引言
联想记忆神经网络模型是一类常用的神经元网络， 具有信息记忆和信息联想的特点。 文献 ［１］

将单层联想记忆神经网络推广到双层双向结构， 建立了双向联想记忆 （ ｂｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌ ａｓｓｏｃｉａｔｉｖｅ ｍｅｍｏ⁃
ｒｙ， ＢＡＭ） 网络。 近年来， 由于神经网络在模式识别、 自动控制以及组合优化等领域中的广泛应用，
它已经成为国内外学者的研究热点之一。 ＢＡＭ 神经网络可以用下面的常微分方程来表示：

ｘ̇ｉ（ ｔ） ＝ － ｘｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｃｉｊ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ＋ ｒｉ，

ｙ̇ ｊ（ ｔ） ＝ － ｙ ｊ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｄ ｊｉｇｉ（ｘｉ（ ｔ）） ＋ ｓ ｊ。

ì

î

í

ïï

ïï
（１）

　 　 考虑到神经网络中无处不在的时滞性， 文献 ［２］ 在 ＢＡＭ 神经网络中引入了时滞的情况， 研究

了下面的时滞微分方程：
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ｘ̇ｉ（ ｔ） ＝ － ａｉｘｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｃｉｊ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ － τｉｊ）） ＋ ｒｉ，

ｙ̇ ｊ（ ｔ） ＝ － ｂ ｊｙ ｊ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｄ ｊｉｇｉ（ｘｉ（ ｔ － σｉｊ）） ＋ ｓ ｊ。

ì

î

í

ïï

ïï
（２）

文献 ［３ － ９］ 研究了含时滞的 ＢＡＭ 神经网络的稳定性问题。
由于在电子网络实现过程中， 经常出现频率变化和开关转换， 这必将引起系统状态出现瞬动， 即

脉冲现象。 甚至为了控制网络的动态行为， 人们还施加脉冲效应来达到控制的目的。 因此， 考虑

ＢＡＭ 神经网络的脉冲效应是有必要并具有实际价值的。 然而， 少有学者考虑到具有连续分布时滞和

脉冲的 ＢＡＭ 神经网络平衡点的全局指数稳定性。 本文受到文献 ［１０ － １４］ 的启发， 讨论了具有连续

分布时滞和非线性脉冲的 ＢＡＭ 神经网络的稳定性问题。

１　 预备知识
考虑如下具有连续分布时滞和非线性脉冲的 ＢＡＭ 神经网络模型：

ｘ̇ｉ（ ｔ） ＝ － ρｉ（ｘｉ（ ｔ）） ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｃｉｊ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １

􀭹αｉｊ ∫∞

０
Ｋ（１）

ｉｊ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ － ｓ））ｄｓ ＋ ｒｉ，ｔ ≥ ０，ｔ ≠ ｔｋ，

Δｘｉ（ ｔｋ） ＝ Ｉｉ（ｘｉ（ ｔｋ）） ＝ ｐｉｘｉ（ ｔ －
ｋ ） ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １

􀭹γｉｊ∫∞

０
Ｋ（２）

ｉｊ （ ｓ）ｈ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ －
ｋ － ｓ））ｄｓ ， ｉ ∈ Λ１ ，ｋ ＝ １，２，…，

ｙ̇ ｊ（ ｔ） ＝ － ϑ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｄ ｊｉｇｉ（ｘｉ（ ｔ）） ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １

􀭹β ｊｉ ∫∞

０
Ｎ（１）

ｊｉ （ ｓ）ｇｉ（ｘｉ（ ｔ － ｓ））ｄｓ ＋ ｓ ｊ，ｔ ≥ ０，ｔ ≠ ｔｋ，

Δｙ ｊ（ ｔｋ） ＝ Ｊ ｊ（ｙ ｊ（ ｔｋ）） ＝ ｑ ｊｙ ｊ（ ｔ －
ｋ ） ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １

􀭴δ ｊｉ∫∞

０
Ｎ（２）

ｊｉ （ ｓ）ωｉ（ｘｉ（ ｔ －
ｋ － ｓ））ｄｓ，ｊ ∈ Λ２ ，ｋ ＝ １，２，…，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（３）

其中： Λ１ ＝ ｛１，２，…，ｎ｝ ， Λ２ ＝ ｛１，２，…，ｍ｝ ； ｘｉ 和 ｙ ｊ 分别是第 ｉ 个和第 ｊ 个神经元的状态； ｃｉｊ，ｄ ｊｉ，􀭹αｉｊ，
􀭹β ｊｉ 是神经元互连的突触的权值； ｒｉ，ｓ ｊ 为外部输入， ｇｉ，ωｉ， ｆ ｊ，ｈ ｊ （ ｉ ∈ Λ１ ，ｊ ∈ Λ２ ） 是信号传递函数； ｔｋ（ｋ ∈
Ｚ） 为脉冲发生时刻， ｔｋ ＜ ｔｋ＋１ ， ｌｉｍ

ｋ→∞
ｔｋ ＝ ∞ ； 而 Δｘｉ（ ｔｋ） 为第 ｉ 个神经元在脉冲时刻 ｔｋ 发生的瞬时脉冲

增量。
系统 （３） 还满足下面的初始条件： ｘｉ（ ｓ） ＝ φｉ（ ｓ） ， ｓ ∈ （ － ∞ ，０］ ， ｉ ∈ Λ１ ， ｙ ｊ（ ｓ） ＝ ψ ｊ（ ｓ） ， ｓ ∈

（ － ∞ ，０］ ， ｊ ∈ Λ２ ， 其中 φｉ（ ｔ），ψ ｊ（ ｔ） 是定义在 （ － ∞ ，０］ 上的有界连续函数。
在本文中总是假设： （Ｈ１ ） ｃｉｊ，ｄ ｊｉ，􀭹αｉｊ，􀭹β ｊｉ，ｒｉ，ｓ ｊ ∈ Ｒ ， ρｉ，ϑ ｊ：Ｒ → Ｒ 是可微并且是严格单调递增的， 记

ａｉ ＝ ｉｎｆ
ｘ∈Ｒ

｛ ρ̇ｉ（ｘ）｝ ＞ ０ 及 ｂ ｊ ＝ ｉｎｆ
ｘ∈Ｒ

｛ϑ
·

ｊ（ｘ）｝ ＞ ０ （ ｉ ∈ Λ１ ，ｊ ∈ Λ２ ） ； （Ｈ２ ） ｆ ｊ，ｈ ｊ 和 ｇｉ，ωｉ 在 Ｒ 上满足 Ｌｉｐｓｈｉｔｚ

条件， 即： ｆ ｊ（ｘ） － ｆ ｊ（ｙ） ≤ β ｊ ｘ － ｙ ， ｈ ｊ（ｘ） － ｈ ｊ（ｙ） ≤ δ ｊ ｘ － ｙ ，∀ｘ，ｙ ∈ Ｒ， ｇｉ（ｘ） － ｇｉ（ｙ） ≤
αｉ ｘ － ｙ ， ωｉ（ｘ） － ωｉ（ｙ） ≤ γ ｊ ｘ － ｙ ，∀ｘ，ｙ ∈ Ｒ； （Ｈ３ ） 时滞内核是连续有界的， 并且满足

∫∞

０
Ｋ（ ｌ）

ｉｊ （ ｓ）ｄｓ ＝ １，∫∞

０
Ｎ（ ｌ）

ｊｉ （ ｓ）ｄｓ ＝ １，ｌ ＝ １，２，∫∞

０
ｋ（ ｓ）ｅλ０ｓｄｓ ＜ ∞ 。

为了方便， 本文引入如下的概念： ｚ ＝ （ｘ１ ，ｘ２ ，…，ｘｎ；ｙ１ ，ｙ２ ，…，ｙｎ） Ｔ ∈ Ｒｎ＋ｍ 表示向量函数， 其范数

定义为 ｚ ＝ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ＋ｍ

ｚｉ ， ｚ ＝ （ ｚ１ ，ｚ２ ，…，ｚｎ＋ｍ） Ｔ ∈ Ｒｎ＋ｍ ； 符号 Ｔ 表示转置； Ｅ 表示单位矩阵； Ｐ ≥ ０ 表

示非负矩阵。
定义 １　 实矩阵 Ｈ ＝ （ｈｉｊ） ｎ×ｎ 称为非奇异 Ｍ － 矩阵， 如果 Ｈ 满足： Ｈ ＝ αＥ － Ｐ ， α ＞ ０ ， Ｐ ≥ ０ ，

其中 α ＞ ρ（Ｐ） ， ρ（Ｐ） 为矩阵 Ｐ 的谱半径。
定义 ２　 常向量 ｚ∗ ＝ （ｘ∗

１ ，ｘ∗
２ ，…，ｘ∗

ｎ ；ｙ∗
１ ，ｙ∗

２ ，…，ｙ∗
ｍ ） Ｔ 称为系统 （３） 的平衡点， 如果它满足

·６０３·
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ρｉ（ｘ∗
ｉ ） ＝ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
ｃｉｊ ｆ ｊ（ｙ∗

ｊ ） ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １

􀭹αｉｊ ∫∞

０
Ｋ（１）

ｉｊ （ ｓ） ｆ ｊ（ｙ∗
ｊ ）ｄｓ ＋ ｒｉ，

ｐｉｘ∗
ｉ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １

􀭹γｉｊ ∫∞

０
Ｋ（２）

ｉｊ （ ｓ）ｈ ｊ（ｙ∗
ｊ ）ｄｓ ＝ ０，ｉ ∈ Λ１ ，ｊ ∈ Λ２ ，

ϑ ｊ（ｙ∗
ｊ ） ＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｄ ｊｉｇｉ（ｘ∗

ｉ ） ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

􀭹β ｊｉ ∫∞

０
Ｎ（１）

ｊｉ （ ｓ）ｇｉ（ｘ∗
ｉ ）ｄｓ ＋ ｓ ｊ，

ｑ ｊｙ∗
ｊ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １

􀭴δ ｊｉ ∫∞

０
Ｎ（２）

ｊｉ （ ｓ）ωｉ（ｘ∗
ｉ ）ｄｓ ＝ ０，ｉ ∈ Λ１ ，ｊ ∈ Λ２ 。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（４）

　 　 定义 ３　 称系统 （３） 的平衡点 ｚ∗ ＝ （ｘ∗
１ ，ｘ∗

２ ，…，ｘ∗
ｎ ，ｙ∗

１ ，ｙ∗
２ ，…，ｙ∗

ｍ ） Ｔ 是全局指数稳定的， 如果存

在常数 λ ＞ ０ 和 Ｍ ≥ １ ， 使得对于任意的 ｔ ≥ ０ ， 有 ｛ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ（ ｔ） － ｘ∗

ｉ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｙ ｊ（ ｔ） － ｙ∗

ｊ ｝ ≤

Ｍｅ －λｔ｛∑
ｎ

ｉ ＝ １
φｉ － ｘ∗

ｉ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
ψ ｊ － ｙ∗

ｊ ｝ 。

引理 １［１５］ 　 设矩阵 Ｈ ＝ （ｈｉｊ） ｎ×ｎ 的非对角元素是非正的， 称 Ｈ 为 Ｍ － 矩阵， 如果存在正对角矩阵

Ｄ ＝ ｄｉａｇ（ｄ１ ，ｄ２ ，…，ｄｎ） ， 使得 ｄｉｈｉｉ ＞ ∑
ｊ≠ｉ

ｈｉｊ ｄ ｊ ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ 。

引理 ２［１６］ 　 设矩阵 Ｈ 是 ｎ 阶非负矩阵， 并且 ρ（Ｈ） ＜ １ ， 则有 （Ｅｎ － Ｈ） －１ ≥ ０ ， 其中 ρ（Ｈ） 表示

矩阵 Ｈ 的谱半径。

２　 平衡点的存在性及唯一性
定理 １ 　 除了 （Ｈ１ ） ～ （Ｈ３ ） 成立外， 进一步假设 ρ（Ｆ） ＜ １ ， 其中： Ｆ ＝ Ｌ －１ＨＤ，Ｈ ＝

０ｎ×ｎ Ａｎ×ｍ

Ｂｍ×ｎ ０ｍ×ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷，Ｄ ＝ ｄｉａｇ（α１ ，…，αｎ；β１ ，…，βｍ），Ｌ ＝ ｄｉａｇ（ａ１ ，…，ａｎ；ｂ１ ，…，ｂｍ），Ａ ＝ （ ｃｉｊ ＋ 􀭹αｉｊ ） ｎ×ｍ，

Ｂ ＝ （ ｄ ｊｉ ＋ 􀭹β ｊｊ ） ｎ×ｍ 。 那么系统 （３） 存在唯一的平衡点。

证明　 考虑映射 Φ：Ｒｎ＋ｍ → Ｒｎ＋ｍ，

ρｉ（Φｉ（ ｚ）） ＝ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｃｉｊ ｆ ｊ（ｙ ｊ） ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １

􀭹αｉｊ ∫∞

０
Ｋ（１）

ｉｊ （ ｓ） ｆ ｊ（ｙ ｊ）ｄｓ ＋ ｒｉ， ｉ ∈ Λ１ ，

ϑ ｊ（Φｎ＋ｊ（ ｚ）） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｄ ｊｉｇｉ（ｘｉ） ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １

􀭹β ｊｉ ∫∞

０
Ｎ（１）

ｊｉ （ ｓ）ｇｉ（ｘｉ）ｄｓ ＋ ｓ ｊ， ｊ ∈ Λ２ ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（５）

要证明映射 Φ：Ｒｎ＋ｍ → Ｒｎ＋ｍ 在 Ｒｎ＋ｍ 上有一个平衡点。 事实上， 对于任意的 ｚ ＝ （ｘ１ ，ｘ２ ，…，ｘｎ；ｙ１ ，ｙ２ ，
…，ｙｍ） Ｔ ∈ Ｒｎ＋ｍ ， 􀭰ｚ ＝ （ 􀭰ｘ１ ，􀭰ｘ２ ，…，􀭰ｘｎ；􀭰ｙ１ ，􀭰ｙ２ ，…，􀭰ｙｍ） Ｔ ∈ Ｒｎ＋ｍ ， 由式 （５） 可得： Φｉ（ｚ） － Φｉ（􀭰ｚ） ＝

ρｉ（Φｉ（ｚ）） － ρｉ（Φｉ（􀭰ｚ）） ／ ρ̇ｉ（ξｉ） ≤ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
β ｊ（ ｃｉｊ ＋ 􀭹αｉｊ ） ｙ ｊ － 􀭰ｙ ｊ ／ αｉ ， 其中 （ξ１ ，ξ２ ，…，ξｎ＋ｍ） Ｔ 介于

Φ（ ｚ） 与 Φ（􀭰ｚ） 之间。 Φ（ｚ） － Φ（􀭰ｚ） ＝ Ｆ（ ｘ１ － 􀭰ｘ１ ， ｘ２ － 􀭰ｘ２ ，…， ｘｎ － 􀭰ｘｎ ； ｙ１ － 􀭰ｙ１ ， ｙ２ － 􀭰ｙ２ ，
…， ｙｍ － 􀭰ｙｍ ） Ｔ， Φη（ｚ） － Φη（􀭰ｚ） ≤ Ｆη（ ｚ － 􀭰ｚ １ ， ｚ － 􀭰ｚ ２ ，…， ｚ － 􀭰ｚ ｎ＋ｍ） Ｔ。

由于 ρ（Ｆ） ＜ １ ， 有 ｌｉｍ
η→∞

Ｆη ＝ ０， ＦＮ ＝ （ ｌｉｊ） （ｎ＋ｍ） ×（ｎ＋ｍ） ，∑
ｎ＋ｍ

ｊ ＝ １
ｌｉｊ ≤ １，ｉ ＝ １，２，…，ｎ ＋ ｍ 。 所以有：

ΦＮ（ｚ） － ΦＮ（􀭰ｚ） ≤ γ ｚ － 􀭰ｚ 。 说明映射 Φ：Ｒｎ＋ｍ → Ｒｎ＋ｍ 是一个压缩映射。 由不动点原理可知系统

（３） 存在唯一的平衡点。

３　 平衡点的指数稳定性
引理 ３　 假设 α，β，γ 为正的常数， 函数 ｆ（ｘ） 满足下面的脉冲微分不等式

·７０３·
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Ｄ ＋ ｆ（ ｔ） ≤－ αｆ（ ｔ） ＋ βｇ（ ｔ） ＋ γ∫∞

０
ｋ（ ｓ）ｇ（ ｔ － ｓ）ｄｓ，ｔ ≥ ｔ０ ，ｔ ≠ ｔｋ，

ｆ（ ｔｋ） ≤ ａｋ ｆ（ ｔ －
ｋ ） ＋ ｂｋ∫∞

０
ｋ（ ｓ）ｇ（ ｔ － ｓ）ｄｓ，ｋ ＝ １，２，…，

Ｄ ＋ ｇ（ ｔ） ≤－ αｇ（ ｔ） ＋ βｆ（ ｔ） ＋ γ∫∞

０
ｋ（ ｓ） ｆ（ ｔ － ｓ）ｄｓ，ｔ ≥ ｔ０ ，ｔ ≠ ｔｋ，

ｇ（ ｔｋ） ≤ ａｋｇ（ ｔ －
ｋ ） ＋ ｂｋ∫∞

０
ｋ（ ｓ）ｇ（ ｔ － ｓ）ｄｓ，ｋ ＝ １，２，…。

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（６）

进一步假设， １） α ＞ β ＋ γ∫∞

０
ｋ（ｓ）ｄｓ； ２） 存在常数 λ ＞ ０，θ ＞ ０ ， 使得 ∏

ｋ

ｌ ＝ １
ｍａｘ｛１，ａｌ ＋ ｂｌ∫∞

０
ｋ（ｓ）ｅλｓｄｓ｝ ≤

Ｍｅθ（ ｔｋ－ｔ０） ，ｋ ＝ １，２，…， 其中 λ 满足

λ ≤ α － β － γ∫∞

０
ｋ（ ｓ）ｅλｓｄｓ， （７）

则有

Ｈ（ ｔ） ≤ Ｍ􀭺Ｈ（ ｔ０ ）ｅ －（λ－θ）（ ｔ －ｔ０） ，ｔ ≥ ｔ０ ， （８）
其中， Ｈ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ） ＋ ｇ（ ｔ）， ｆ（ ｔ），ｇ（ ｔ） ∈ ＰＣ（Ｒ，Ｒ ＋ ），ｋ（ ｓ） ∈ ＰＣ（Ｒ，Ｒ ＋ ），􀭺Ｈ（ ｔ０ ） ＝ ｓｕｐ

ｓ∈（ －∞ ，ｔ０］
Ｈ（ ｓ） ＜ ∞ 。

证明　 为了证明式 （８） 成立， 需要先证明当 ｔ ∈ ［ ｔｋ－１ ，ｔｋ） 时， 有 Ｈ（ ｔ） ≤ 􀭺Ｈ（ ｔ０ ）（∏
ｋ

ｌ ＝ １
ｍａｘ｛１，ａｌ ＋

ｂｌ∫∞

０
ｋ（ ｓ）ｅλｓｄｓ｝）ｅ －λ（ ｔ －ｔ０） ，ｋ ＝ １，２，…， 其中 ａ０ ＝ １，ｂ０ ＝ ０ 。

首先， 由 􀭺Ｈ 的定义可知， 当 ｔ ∈ （ － ∞ ，ｔ０ ］ 时， Ｈ（ ｔ） ≤ 􀭺Ｈ（ ｔ０ ） 。
接下来， 要证明当 ｔ ∈ ［ ｔ０ ，ｔ１ ） 时，

Ｈ（ ｔ） ≤ 􀭺Ｈ（ ｔ０ ）（∏
ｋ

ｌ ＝ １
ｍａｘ｛１，ａ０ ＋ ｂ０∫∞

０
ｋ（ ｓ）ｅλｓｄｓ｝）ｅ －λ（ ｔ －ｔ０） ，ｋ ＝ １，２，…。 （９）

设

Ω（ ｔ） ＝
Ｈ（ ｔ）ｅλ（ ｔ －ｔ０） ，ｔ ≥ ｔ０ ，
Ｈ（ ｔ）， － ∞ ＜ ｔ ≤ ｔ０ 。{ （１０）

显然， 当 ｔ ∈ Ｒ 时， Ω（ ｔ） ≤ Ｈ（ ｔ） ， 因此， 只需要证明当 ｔ ∈ ［ ｔ０ ，ｔ１ ） 时， Ω（ ｔ） ≤ 􀭺Ｈ（ ｔ０ ） 即可。 假设存

在 ｔ ∈ ［ ｔ０ ，ｔ１ ） ， 使得 Ω（ ｔ） ＞ 􀭺Ｈ（ ｔ０ ） 。 令 ｔ∗ ＝ ｉｎｆ｛Ω（ ｔ） ＞ 􀭺Ｈ（ ｔ０ ），ｔ ∈ ［ ｔ０ ，ｔ１ ）｝ ， 则当 ｔ ∈ （ － ∞ ，ｔ∗）
时， 有 Ω（ ｔ） ≤ 􀭺Ｈ（ ｔ０ ） 且 Ｄ ＋ Ω（ ｔ∗） ＞ ０ ， 由式 （６） 和式 （７）， 可得

Ｄ ＋ Ω（ ｔ∗） ≤ ［ － αＨ（ ｔ∗） ＋ βＨ（ ｔ∗） ＋ γ∫∞

０
ｋ（ ｓ）Ｈ（ ｔ∗ － ｓ）ｄｓ］ｅλ（ ｔ∗－ｔ０） ＋ λＨ（ ｔ∗）ｅλ（ ｔ∗－ｔ０） ≤

［（λ － α ＋ β）Ｈ（ ｔ∗） ＋ γ∫∞

０
ｋ（ ｓ）Ｈ（ ｔ∗ － ｓ）ｄｓ］ｅλ（ ｔ∗－ｔ０） ≤ ０。 （１１）

显然和 Ｄ ＋ Ω（ ｔ∗） ＞ ０ 矛盾， 因此当 ｔ ∈ ［ ｔ０ ，ｔ１ ） 时， 式 （９） 成立。 同理可得， 当 ｔ ∈ （ － ∞ ，ｔ１ ） 时，
Ω（ ｔ） ≤ 􀭺Ｈ（ ｔ０ ） 。

进一步， 可以断言， 当 ｔ ∈ ［ ｔ１ ，ｔ２ ） 时，

Ｈ（ ｔ） ≤ 􀭺Ｈ（ ｔ０ ）（∏
１

ｌ ＝ ０
ｍａｘ｛１，ａｌ ＋ ｂｌ∫∞

０
ｋ（ ｓ）ｅλｓｄｓ｝）ｅ －λ（ ｔ －ｔ０） ， （１２）

即有

Ω（ ｔ） ≤ 􀭺Ｈ（ ｔ０ ）ｍａｘ｛１，ａ１ ＋ ｂ１∫∞

０
ｋ（ ｓ）ｅλｓｄｓ｝。 （１３）

否则， 存在 ｔ ∈ ［ ｔ１ ，ｔ２ ） ， 使得 Ω（ ｔ） ＞ 􀭺Ｈ（ ｔ０ ）ｍａｘ｛１，ａ１ ＋ ｂ１∫∞

０
ｋ（ ｓ）ｅλｓｄｓ｝。 令 ｔ∗∗ ＝ ｉｎｆ｛Ω（ ｔ） ＞

·８０３·
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􀭺Ｈ（ ｔ０ ）ｍａｘ｛１，ａ１ ＋ ｂ１∫∞

０
ｋ（ ｓ）ｅλｓｄｓ｝，ｔ ∈ ［ ｔ１ ，ｔ２ ）｝， 可得 Ω（ ｔ∗∗） ＞ 􀭺Ｈ（ ｔ０ ）ｍａｘ｛１，ａ１ ＋ ｂ１∫∞

０
ｋ（ ｓ）ｅλｓｄｓ｝，

Ω（ ｔ） ≤ 􀭺Ｈ（ ｔ０ ）ｍａｘ｛１，ａ１ ＋ ｂ１∫∞

０
ｋ（ ｓ）ｅλｓｄｓ｝，ｔ ∈ ［ ｔ１ ，ｔ∗∗）， 且

Ｄ ＋ Ω（ ｔ∗∗） ＞ ０。 （１４）
类似于式 （１１） 的证明， 可得 Ｄ ＋ Ω（ ｔ∗∗） ≤０ ， 和式 （１４） 矛盾。 因此， 当 ｔ ∈ ［ ｔ１ ，ｔ２ ） 时， 式 （１３）

成立 ， 从而， 可以得到 Ω（ ｔ） ≤ 􀭺Ｈ（ ｔ０ ）ｍａｘ｛１，ａ１ ＋ ｂ１∫∞

０
ｋ（ ｓ）ｅλｓｄｓ｝，ｔ ∈ ［ － ∞ ，ｔ２ ）。 依此类推， 对于所

有的 ｔ ∈ ［ ｔｋ－１ ，ｔｋ） ， 有

Ｈ（ ｔ） ≤ 􀭺Ｈ（ ｔ０ ）（∏
１

ｌ ＝ ０
ｍａｘ｛１，ａｌ ＋ ｂｌ∫∞

０
ｋ（ ｓ）ｅλｓｄｓ｝）ｅ －λ（ ｔ －ｔ０） ，ｋ ＝ １，２，…， （１５）

即有

Ｈ（ ｔ） ≤ Ｍ􀭺Ｈ（ ｔ０ ）ｅ －（λ－θ）（ ｔ －ｔ０） ，ｔ ≥ ｔ０ ， （１６）
证毕。

定理 ２　 设下列条件满足： １） ｍｉｎ｛ｍｉｎ
ｉ∈Λ１

｛ａｉ｝，ｍｉｎ
ｊ∈Λ２

｛ｂｊ｝｝ － ｍａｘ｛∑
ｎ

ｉ ＝１
ｍａｘ
ｊ∈Λ２

｛ ｃｉｊ βｊ｝，∑
ｍ

ｊ ＝１
ｍａｘ
ｉ∈Λ１

｛ ｄｊｉ αｉ｝｝ ＞

ｍａｘ｛∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｍａｘ
ｊ∈Λ２

｛ 􀭹αｉｊ β ｊ｝，∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｍａｘ
ｉ∈Λ１

｛ 􀭹β ｊｉ αｉ｝｝∫∞

０
ｋ（ ｓ）ｄｓ； ２） 存在常数 Μ ≥ ０，λ ∈ （０，λ０ ），γ ∈ （０，λ） ，

使得： λ ≤ ｍｉｎ｛ｍｉｎ
ｉ∈Λ１

｛ａｉ｝，ｍｉｎ
ｊ∈Λ２

｛ｂｊ｝｝ － ｍａｘ｛∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｍａｘ
ｊ∈Λ２

｛ ｃｉｊ βｊ｝，∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｍａｘ
ｉ∈Λ１

｛ ｄｊｉ αｉ｝｝ － ｍａｘ｛∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｍａｘ
ｊ∈Λ２

｛ 􀭹αｉｊ βｊ｝，

∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｍａｘ
ｉ∈Λ１

｛ 􀭹β ｊｉ αｉ｝｝∫∞

０
ｋ（ ｓ）ｄｓ。 且 ｎ·ｌｎ ｍａｘ｛１，Ｕλ｝ － θ（ ｔ － ｔ０ ） ≤ Μ， 其中， Ｕλ ＝ ｍａｘ｛ｍａｘ

ｉ∈Λ１
｛ １ ＋ ｐｉ ｝，

ｍａｘ
ｊ∈Λ２

｛ １ ＋ ｑ ｊ ｝｝ ＋ ｍａｘ｛∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｍａｘ
ｊ∈Λ２

｛ 􀭹γｉｊ δ ｊ｝，∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｍａｘ
ｉ∈Λ１

｛ 􀭴δ ｊｉ γｉ｝｝∫∞

０
ｋ（ ｓ）ｅλｓｄｓ ， 则式 （３） 的唯一平衡点是

全局指数稳定的。
证明　 设 ｚ（ ｔ） ＝ （ｘ１ （ ｔ），ｘ２ （ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ），ｙ１ （ ｔ），ｙ２ （ ｔ），…，ｙｍ（ ｔ）） Ｔ 为式 （３） 的任意一个解， 由

（Ｈ２ ） 和 （Ｈ３ ） 可得：

Ｄ ＋ ｘｉ（ ｔ） ≤－ ρ（ｘｉ（ ｔ）） ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｃｉｊ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
􀭹αｉｊ ∫∞

０
Ｋ（１）

ｉｊ （ ｓ） ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ － ｓ）） ｄｓ ≤

ａｉ ｘｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝１
ｃｉｊ βｊ（ｙｊ（ｔ）） ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝１
􀭹αｉｊ βｊ∫∞

０
Ｋ（１）

ｉｊ （ｓ） ｙｊ（ｔ － ｓ） ｄｓ ≤－ ｍｉｎ
ｉ∈Λ１

｛ａｉ｝ ｘｉ（ｔ） ＋

ｍａｘ
ｊ∈Λ２

｛ ｃｉｊ βｊ｝∑
ｍ

ｊ ＝１
ｙｊ（ｔ） ＋ ｍａｘ

ｊ∈Λ２
｛ 􀭹αｉｊ βｊ｝∫∞

０
ｋ（ｓ）∑

ｍ

ｊ ＝１
ｙｊ（ｔ － ｓ） ｄｓ，

Ｄ＋ ｙｊ（ｔ） ≤－ ϑ（ｙｊ（ｔ）） ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝１
ｄｊｉ ｇｉ（ｘｉ（ｔ）） ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝１
􀭹βｊｉ ∫∞

０
Ｎ（１）

ｊｉ （ｓ） ｇｉ（ｘｉ（ｔ － ｓ）） ｄｓ ≤

－ ｂｊ ｙｊ（ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝１
ｄｊｉ αｉ ｘｉ（ｔ） ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝１
􀭹βｊｉ αｉ∫∞

０
Ｎ（１）

ｊｉ （ｓ） ｘｉ（ｔ － ｓ） ｄｓ ≤－ ｍｉｎ
ｊ∈Λ２

｛ｂｊ｝ ｙｊ（ｔ） ＋

ｍａｘ
ｉ∈Λ１

｛ ｄｊｉ αｉ｝∑
ｎ

ｉ ＝１
ｘｉ（ｔ） ＋ ｍａｘ

ｉ∈Λ１
｛ 􀭹βｉｊ αｉ｝∫∞

０
ｋ（ｓ）∑

ｎ

ｉ ＝１
ｘｉ（ｔ － ｓ） ｄｓ。

定义一个李雅普诺夫函数 Ｖ（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ（ ｔ） ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
ｙ ｊ（ ｔ） ， 且 􀭵Ｖ（ ｔ） ＝ ｓｕｐ

ｓ∈（ －∞ ，ｔ］
Ｖ（ ｓ） ， 则有：

Ｄ ＋ Ｖ（ ｔ） ≤－ ｍｉｎ
ｉ∈Λ１

｛ａｉ｝∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ（ ｔ） ＋ （∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｍａｘ
ｊ∈Λ２

｛ ｃｉｊ β ｊ｝）∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｙ ｊ（ ｔ） ＋

（∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｍａｘ
ｊ∈Λ２

｛ 􀭹αｉｊ β ｊ｝）∫∞

０
ｋ（ ｓ）∑

ｍ

ｊ ＝ １
ｙ ｊ（ ｔ － ｓ） ｄｓ － ｍｉｎ

ｊ∈Λ２
（ｂ ｊ）∑

ｍ

ｊ ＝ １
ｙ ｊ（ ｔ） ＋

·９０３·
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（∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｍａｘ
ｉ∈Λ１

｛ ｄ ｊｉ αｉ｝）∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ（ ｔ） ＋ （∑

ｍ

ｊ ＝ １
ｍａｘ
ｉ∈Λ１

｛ 􀭹β ｊｉ αｉ｝）∫∞

０
ｋ（ ｓ）∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ（ ｔ － ｓ） ｄｓ ≤

－ （ｍｉｎ｛ｍｉｎ
ｉ∈Λ１

｛ａｉ｝，ｍｉｎ
ｊ∈Λ２

｛ｂ ｊ｝｝） － ｍａｘ（∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｍａｘ
ｊ∈Λ２

｛ ｃｉｊ β ｊ｝，∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｍａｘ
ｉ∈Λ１

｛ ｄ ｊｉ αｉ｝）Ｖ（ ｔ） ＋

ｍａｘ（∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｍａｘ
ｊ∈Λ２

｛ 􀭹αｉｊ β ｊ｝，∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｍａｘ
ｉ∈Λ１

｛ 􀭹β ｊｉ αｉ｝）∫∞

０
ｋ（ ｓ）Ｖ（ ｔ － ｓ）ｄｓ， （１７）

Ｖ（ ｔｋ） ≤ ｍａｘ｛ｍａｘ
ｉ∈Λ１

｛ １ ＋ ｐｉ ｝，ｍａｘ
ｊ∈Λ２

｛ １ ＋ ｑ ｊ ｝｝Ｖ（ ｔ －
ｋ ） ＋

ｍａｘ（∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｍａｘ
ｊ∈Λ２

｛ 􀭹γｉｊ δ ｊ｝，∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｍａｘ
ｉ∈Λ１

｛ 􀭴δ ｊｉ γｉ｝）∫∞

０
ｋ（ ｓ） Ｖ（ ｔ －

ｋ － ｓ） ｄｓ， （１８）

因此， 由 假 设 １ ） 和 ２ ） 以 及 引 理 ３， 可 得 Ｖ（ ｔ） ≤ ｅΜ 􀭵Ｖ（ ｔ０ ）ｅ －（λ－θ）（ ｔ －ｔ０） ， 即 有 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ（ ｔ） ＋

∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｙ ｊ（ ｔ） ≤ ｅΜ Ψ ｅ －（λ－θ）（ ｔ －ｔ０） ， 证毕。

４　 例子
考虑如下具有连续分布时滞和脉冲的 ＢＡＭ 神经网络：

ｘ̇ｉ（ ｔ） ＝ － ａｉｘｉ（ ｔ） ＋ ∑
２

ｊ ＝ １
ｃｉｊ ｆｉ（ｙ ｊ（ ｔ）） ＋ ∑

２

ｊ ＝ １

􀭹αｉｊ ∫∞

０
Ｋ（１）

ｉｊ （ ｓ） ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ － ｓ））ｄｓ ＋ ｒｉ，ｔ ≥ ０，ｔ ≠ ｔｋ，

Δｘｉ（ ｔｋ） ＝ ｐｉｘｉ（ ｔ －
ｋ ） ＋ ∑

２

ｊ ＝ １

􀭹γｉｊ∫∞

０
Ｋ（２）

ｉｊ （ ｓ）ｈ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ －
ｋ － ｓ））ｄｓ，ｉ ＝ １，２，ｋ ＝ １，２，…，

ｙ̇ ｊ（ ｔ） ＝ － ｂ ｊｙ ｊ（ ｔ） ＋ ∑
２

ｉ ＝ １
ｄ ｊｉｇｉ（ｘｉ（ ｔ）） ＋ ∑

２

ｉ ＝ １

􀭹β ｊｉ ∫∞

０
Ｎ（１）

ｊｉ （ ｓ）ｇｉ（ｘｉ（ ｔ － ｓ））ｄｓ ＋ ｓ ｊ，ｔ ≥ ０，ｔ ≠ ｔｋ，

Δｙ ｊ（ ｔｋ） ＝ ｑ ｊｙ ｊ（ ｔ －
ｋ ） ＋ ∑

２

ｉ ＝ １

􀭹β ｊｉ ∫∞

０
Ｎ（２）

ｊｉ （ ｓ）ωｉ（ｘｉ（ ｔ －
ｋ － ｓ））ｄｓ，ｊ ＝ １，２，ｋ ＝ １，２，…，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（１９）

其中， （ａ１ ，ａ２ ） Ｔ ＝ （４，６） Ｔ，（ｂ１ ，ｂ２ ） Ｔ ＝ （６，５） Ｔ， （ｐ１ ，ｐ２ ） Ｔ ＝ （ － ３， － ２） Ｔ， （ｑ１ ，ｑ２ ） Ｔ ＝ （ － ３， － ４） Ｔ，
α１ ＝ α２ ＝ ０． ２，β１ ＝ β２ ＝ ０． ３，δ１ ＝ δ２ ＝ ０． ４，γ１ ＝ γ２ ＝ ０． １， λ ＝ ０． ４，Κ（ ｓ） ＝ ｅ －０． ９ｓ， （ ｆ１ （ｙ１ （ ｔ）），
ｆ２ （ｙ２ （ ｔ））） Ｔ ＝ （ｔａｎｈ（０． ４ｙ１ （ ｔ）），ｔａｎｈ（０． ３ｙ２ （ ｔ））） Ｔ ， （ｇ１ （ｘ１ （ ｔ）），ｇ２ （ｘ２ （ ｔ））） Ｔ ＝ （ｔａｎｈ（０． ５ｘ１ （ ｔ）），
ｔａｎｈ（０． ２ｘ２ （ ｔ））） Ｔ ， （ｈ１ （ｙ１ （ ｔｋ － ｓ）），ｈ２ （ｙ２ （ ｔｋ － ｓ））） Ｔ ＝ （ｔａｎｈ（０． ０４ｙ１ （ ｔｋ － ｓ）），ｔａｎｈ（０． ０３ｙ２ （ ｔｋ －
ｓ））） Ｔ ， （ω１ （ｘ１ （ ｔｋ － ｓ）），ω２ （ｘ２ （ ｔｋ － ｓ））） Ｔ ＝ （ｔａｎｈ（０． ０３ｘ１ （ ｔｋ － ｓ）），ｔａｎｈ（０． ０２ｘ２ （ ｔｋ － ｓ））） Ｔ ，
ｃ１１ ｃ１２

ｃ２１ ｃ２２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０． １ ０． １５

０． ２ ０． ２５
æ

è
ç

ö

ø
÷，

ｄ１１ ｄ１２

ｄ２１ ｄ２２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０． １２ ０． １５

０． ２０ ０． １０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

􀭹α１１
􀭹α１２

􀭹α２１
􀭹α２２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０． １１ ０． １２

０． １３ ０． １４
æ

è
ç

ö

ø
÷，

􀭹β１１
􀭹β１２

􀭹β２１
􀭹β２２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

０． １５ ０． １６
０． １７ ０． １８

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

􀭹γ１１
􀭹γ１２

􀭹γ２１
􀭹γ２２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １ ２

３ ４
æ

è
ç

ö

ø
÷，

􀭴δ１１
􀭴δ１２

􀭴δ２１
􀭴δ２２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ３ ２

２ ４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｋ（１）
１１ （ ｓ） Ｋ（１）

１２ （ ｓ）

Ｋ（１）
２１ （ ｓ） Ｋ（１）

２２ （ ｓ）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

０． ４ｅ －０． ４ｓ ０． ３ｅ －０． ３ｓ

０． ５ｅ －０． ５ｓ ０． ６ｅ －０． ６ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷，

Ｎ（１）
１１ （ ｓ） Ｎ（１）

１２ （ ｓ）

Ｎ（１）
２１ （ ｓ） Ｎ（１）

２２ （ ｓ）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ ０． ３ｅ －０． ３ｓ ０． ４ｅ －０． ４ｓ

０． ５ｅ －０． ５ｓ ０． ６ｅ －０． ６ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｋ（２）
１１ （ ｓ） Ｋ（２）

１２ （ ｓ）

Ｋ（２）
２１ （ ｓ） Ｋ（２）

２２ （ ｓ）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

０． ５ｅ －０． ５ｓ ０． ６ｅ －０． ６ｓ

０． ４ｅ －０． ４ｓ ０． ２ｅ －０． ２ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷，

Ｎ（２）
１１ （ ｓ） Ｎ（２）

１２ （ ｓ）

Ｎ（２）
２１ （ ｓ） Ｎ（２）

２２ （ ｓ）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ ０． ４ｅ －０． ４ｓ ０． ５ｅ －０． ５ｓ

０． ３ｅ －０． ３ｓ ０． ４ｅ －０． ４ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷。

通过计算可知， 式 （１９） 满足定理 １ 和定理 ２ 的条件， 所以式 （１９） 存在唯一的全局指数稳定的

平衡点。
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