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由 ２ － 树生成的 Ｃａｙｌｅｙ 图的容错极大局部连通性

罗祖文， 徐丽琼
（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 主要证明了由 ２ － 树生成的 Ｃａｙｌｅｙ 图 Ａｎ （Δ）（ｎ ≥ ５） 是 （２ｎ － ７） 容错极大局部连通和一对多

（２ｎ － ７） 容错极大局部连通。 限制每个顶点有至少 ３ 个无故障邻点， 则 Ａｎ （Δ）（ｎ ≥ ５） 是（４ｎ － １５） 容错极

大局部连通。
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０　 引言
互连网络通常以图为模型， 其中图的顶点和边分别对应互连网络的处理器和通信线路。 设 Ｇ ＝

（Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ）） 是一个无向图， 其中 Ｖ（Ｇ） 和 Ｅ（Ｇ） 分别表示图 Ｇ 的顶点集和边集。 对于图 Ｇ 中任意

一顶点 ｕ， 用 ＮＧ（ｕ） 表示 Ｇ 中与 ｕ 相邻的顶点的集合。 顶点 ｕ 的度 ｄＧ（ｕ） 表示在 Ｇ 中与 ｕ 相邻的顶

点的数目， 度为 ０ 的顶点称为孤立点， δ（Ｇ） 表示图 Ｇ 的最小度。 设 ｘ， ｙ 是图 Ｇ 中两个不相邻的顶

点， 则 ｘ － ｙ － 点割是指 Ｖ（Ｇ） ＼ ｛ｘ，ｙ｝ 的一个顶点子集 Ｓ， 使得 ｘ 和 ｙ 属于 Ｇ － Ｓ 的不同连通分支。 图

Ｇ 的连通度 κ（Ｇ） 是指最小的顶点数 ｋ 使得删除这些顶点后图 Ｇ 不连通或者只有一个顶点。 若 κ（Ｇ） ≥
ｋ， 则称 Ｇ 是 ｋ 连通。 若 κ（Ｇ） ＝ δ（Ｇ） ， 则称 Ｇ 为极大连通图。 ｋ － 树图是 ｋ 连通图的一种， 其有着诸

多有趣的组合性质。 很多 ＮＰ － 困难问题在有限的 ｋ － 树图中都有多项式算法。 ｎ 阶 ｋ － 树图 Ｔｋ，ｎ的递

归定义［１］为： ｋ 个两两相邻的顶点构成 ｋ － 树图 Ｔｋ，ｋ， 在 ｋ － 树图 Ｔｋ，ｎ － １ 上任取 ｋ 个两两相邻的顶点，
添加一个新的顶点与这 ｋ 个两两相邻的顶点都相邻得到一个 ｋ － 树图 Ｔｋ，ｎ。 ｋ － 树图是树的推广， ｋ ＝ １
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时， 即为树。 本文未予定义而直接使用的符号和术语见文献 ［２］。
关于容错极大局部连通和容错一对多极大局部连通， 许多互连网络已被研究， 包括超立方体［３］ 、

折叠超立方体［４］ 、 星图［５］ 、 冒泡排序图［６］ 、 由对换树生成的 Ｃａｙｌｅｙ 图［７］ 、 冒泡排序星图［８］ 和交错群

图［９］等。
通常衡量一个互连网络好坏的标准是： 对称性， 可扩展性， 短直径， 简单方便的最优路由， 递归

结构， 平行路的存在性等。 Ｃａｙｌｅｙ 网络作为一种正则、 点对称的互连网络倍受人们的青睬， 它在计算

机互连网络的设计与分析中起着重要的作用。 基于此， 本文主要研究由 ２ － 树生成的 Ｃａｙｌｅｙ 图的容错

极大局部连通性和容错一对多极大局部连通性。

１　 预备知识
在设计和选择互连网络拓扑结构时， 要考虑的一个重要问题是它的可靠性， 而图的连通度是衡量

网络可靠性的最重要参数之一。 对于图的连通度， Ｍｅｎｇｅｒ［１０］ 从局部的角度出发， 定义任意两个顶点

的局部连通度 κ（ｕ，ｖ） 为这两个顶点之间内部顶点不交路的数目的最大值， 并给出关于局部连通度的

一个经典的结果， 即 Ｍｅｎｇｅｒ 定理。
定理 １［１０］ 　 设 ｘ 和 ｙ 是图 Ｇ 中两个不相邻的顶点， 则 ｘ 和 ｙ 的局部连通度等于 ｘ － ｙ － 顶点割所含

的最小顶点数。
结合极大连通图和局部连通度的定义， Ｏｈ 等［５，１１］给出了关于极大局部连通和 ｆ － 容错极大局部连

通的概念。
定义 １［１１］ 　 若对于图 Ｇ 中任意两个顶点 ｕ 和 ｖ， 都有 κ（ｕ，ｖ） ＝ ｍｉｎ｛ｄ（ｕ），ｄ（ｖ）｝ ， 则称图 Ｇ 是

极大局部连通的。
定义 ２［５］ 　 设 ｆ 是正整数， 对于图 Ｇ 的任意阶不超过 ｆ 的顶点子集 Ｆ， 有 Ｇ － Ｆ 是极大局部连通

的， 则称 Ｇ 是 ｆ 容错极大局部连通的。
上述定义可推广至一个顶点对多个顶点的情况。
在 Ｇ 中， 给定一个顶点 ｘ 和一个顶点子集 Ｙ， 满足 Ｙ ≥ｋ， 称 ｘ 到 Ｙ 之间的 ｋ 条终点两两不同的

内部顶点不交路为 ｘ 到 Ｙ 的一个 ｋ 扇。 设 Ｆ ⊂ Ｖ（Ｇ） ， Ｇ － Ｆ 中存在顶点集 Ｙ， 满足 Ｙ ≤ ｄＧ －Ｆ（ｘ） ，
并且对任一顶点 ｖ∈Ｙ， 有 ｛ｖ｝ ∪ ＮＧ －Ｆ（ｖ） ⊈ Ｙ ， 则称 Ｙ 为关于 ｘ 和 Ｆ 的条件终点集， 简称条件终点

集。 文献 ［２］ 推广 Ｍｅｎｇｅｒ 定理， 得到如下结果。
定理 ２［２］ 　 设 Ｇ 是 ｋ 连通的， ｘ ∈ Ｖ（Ｇ） ， Ｙ ⊆ Ｖ（Ｇ） ＼ ｛ｘ｝ 满足 Ｙ ≥ｋ， 则在 Ｇ 中存在 ｘ 到 Ｙ 的一

个 ｋ 扇。
结合上述定理， Ｓｈｉｈ 等［６］给出一对多形式的容错极大局部连通的定义。
定义 ３［６］ 　 设 Ｆ 是 Ｇ 的顶点子集满足 Ｆ ≤ ｆ ， ｘ ∈ Ｖ（Ｇ － Ｆ） ， Ｙ 是 Ｇ － Ｆ 中关于 ｘ 的任意条件终

点集， 若在 Ｇ － Ｆ 中 ｘ 和 Ｙ 之间存在 Ｙ 条终点两两不同的内部顶点不交路， 则称 Ｇ 为一对多 ｆ 容错

极大局部连通的。
设 Γ 是一个有限群， Δ 是 Γ 不含单位元的子集， 定义一个有向图 Ｇ 如下： 它的顶点集是 Γ， 弧

集是 ｛（ｇ，ｇｓ）：ｇ ∈ Γ，ｓ ∈ Δ｝ 。
如此定义的有向图 Ｇ 称为群 Γ 关于子集 Δ 的 Ｃａｙｌｅｙ 图， 记为 Γ（Δ） 。 若对任意的 ｓ∈Δ， 有

ｓ － １ ∈Δ， 则此时 Ｃａｙｌｅｙ 图为无向 Ｃａｙｌｅｙ 图。 当 Γ 是交错群 Ａｎ，Δ ＝ ｛（１，２，３），（２，１，３），（１，２，４），（２，
１，４），…，（１，２，ｎ），（２，１，ｎ）｝ 时， 称 Γ（Δ） 为交错群图， 记为 ＡＧｎ。 方便起见， 用阶为 ｎ 的图来描述

ＡＧｎ 的生成集， 生成集里的每一个元素 （ａｂｃ） 及它的逆 （ｂａｃ） 用一个三角形 Ｋ３ 表示， 如图 １ 所示。
这种通过 Ｋ３ 来表示生成集的元素的图称为 ＡＧｎ 的 ３ 循环生成图， 或简称为 ＡＧｎ 的生成图。 ＡＧｎ 的生

成图是一棵特殊的 ２ － 树。
当 Γ 是交错群 Ａｎ， 生成图是一般的 ２ － 树时， 称 Γ（Δ） 为由 ２ － 树 Ｔ２，ｎ 生成的 Ｃａｙｌｅｙ 图， 记为

·９７３·



集美大学学报 （自然科学版） 第 ２３ 卷

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

Ａｎ（Δ） ［１２］ 。 由 ２ － 树生成的 Ｃａｙｌｅｙ 图是交错群图的推广。 由 ２ － 树生成的 Ｃａｙｌｅｙ 图的生成集 Δ 里有

２ｎ － ４ 个 ３ 循环， 所以 Γｎ（Δ） 是一个阶为 ｎ！ ／ ２ 的 （２ｎ － ４） 正则图。 当 ｎ ＝ ４ 时， Ａ４ （Δ） 为交错群图

ＡＧ４ ， 如图 ２ 所示。
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图 1 AGn生成图

Fig.1 The generating graph for AGn

图 2 交错群图 AG4

Fig.2 The alternating group graph AG4

在证明本文的主要结果之前， 首先引用一些已证明的结论。
引理 １［１３］ 　 当 ｎ≥４ 时， 由 ２ － 树 Ｔ２，ｎ生成的 Ｃａｙｌｅｙ 图 Ａｎ（Δ） 是 （２ｎ － ４） 连通的。
引理 ２［１３］ 　 设 Ｔ 是 Ａｎ（Δ） 的顶点子集满足 Ｔ ≤ ４ｎ － １２ 。 当 ｎ≥５ 时， Ａｎ（Δ） － Ｔ 满足下述条件

之一： １） Ａｎ（Δ） － Ｔ 是连通的； ２） Ａｎ（Δ） － Ｔ 有 ２ 个分支， 其中一个分支是孤立点。
引理 ３［１３］ 　 设 Ｔ 是 Ａｎ（Δ） 的顶点子集满足 Ｔ ≤ ６ｎ － ２０ 。 当 ｎ≥５ 时， Ａｎ（Δ） － Ｔ 满足下述条件

之一： １） Ａｎ（Δ） － Ｔ 是连通的； ２） Ａｎ（Δ） － Ｔ 有 ２ 个分支， 其中一个分支是孤立点或者 Ｋ２ ； ３） Ａｎ（Δ） －
Ｔ 有 ３ 个分支， 其中 ２ 个分支是孤立点。

引理 ４［１２］ 　 当 ｎ≥４ 时， Ａｎ（Δ） 不包含 Ｋ４ － ｅ 和 Ｋ２，３作为其子图。

２　 主要结果及其证明
由引理 １ 知， ｎ≥４ 时， Ａｎ（Δ） 是极大连通图， 结合定理 １ 可知， Ａｎ（Δ） 中任意一对顶点都被 ２ｎ －

４ 条内部顶点不交路连接。 由于网络中故障的发生是不可避免的， 下面对 Ａｎ（Δ） 的极大局部连通性进

行容错性分析。
引理 ５　 设 Ｆ 是 Ｇ ＝ Ａｎ（Δ） 的顶点子集满足 Ｆ ≤ ４ｎ － １３ ， ｅ 是 Ｇ 的一条边， 当 ｎ≥５ 时， Ｇ － Ｆ －

｛ｅ｝ 满足下列条件之一： １） Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 是连通的； ２） Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 有２ 个分支， 其中一个分支是孤立点。
证明　 在 Ｇ 中任取一条边 ｅ ＝ ｘｙ， 由引理 ２， 可得 ｘ，ｙ ∉ Ｆ ， 否则引理成立。 假设 Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 不

连通， 令 Ｆ′ ＝ Ｆ ∪ ｛ｘ｝ ， 则 Ｆ′ ≤ ４ｎ － １２ 。 由引理 ２， 若 Ｇ － Ｆ′连通， 则 Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 有 ２ 个分支，
其中一个分支是孤立点 ｘ， 满足条件 ２）； 若 Ｇ － Ｆ′不连通， 由引理 ２， Ｇ － Ｆ′有 ２ 个分支， 其中一个分

支是孤立点， 设为 ｕ， 另一个大分支设为 Ｃ， 此时 ＮＧ（ｕ） ⊆ Ｆ′ 。 下面分 ２ 种情况考虑。
情况 １　 ｕｘ ∈ Ｅ（Ｇ） 。
由引理 ４， ＮＧ（ｘ） ∩ ＮＧ（ｕ） ≤ １ ， 从而 ｄＦ（ｘ） ≤ Ｆ － ｄＧ（ｕ） ＋ １ ＋ １ ≤ ２ｎ － ７ ， 因此 ｄＣ（ｘ） ≥

２ｎ － ４ － １ － （２ｎ － ７） ＝ ２ 。 又 Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 不连通， 显然 ｙ∉Ｃ。 此时 ｕ ＝ ｙ， Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 有 ２ 个分支，
其中一个分支是孤立点 ｕ， 满足条件 ２）。

·０８３·
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情况 ２　 ｕｘ ∉ Ｅ（Ｇ） 。
由引理 ４， ＮＧ（ｘ） ∩ ＮＧ（ｕ） ≤ ２ ， 从而 ｄＦ（ｘ） ≤ Ｆ － ｄＧ（ｕ） ＋ ２ ≤ ２ｎ － ７ ， 因此 ｄＣ（ｘ） ≥ ２ｎ － ４ －

（２ｎ － ７） ＝ ３ ， 显然 ｙ∈Ｃ， 此时 Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 有 ２ 个分支， 其中一个分支是孤立点 ｕ， 满足条件 ２）。
定理 ３　 设 Ｆ 是 Ｇ ＝ Ａｎ（Δ） 的顶点子集满足 Ｆ ≤ ２ｎ － ７ ， 当 ｎ≥５ 时， Ｇ － Ｆ 中任意一对顶点 ｕ

和 ｖ 都被 ｍｉｎ｛ｄＧ －Ｆ（ｕ），ｄＧ －Ｆ（ｖ）｝ 条内部顶点不交路连接， 即 Ｇ 是 （２ｎ － ７） 容错极大局部连通的。
证明　 当 ｎ≥５ 时， 设 ｕ 和 ｖ 是 Ｇ － Ｆ 中任意 ２ 个不同的顶点， 令 ｍ ＝ ｍｉｎ｛ｄＧ －Ｆ（ｕ），ｄＧ －Ｆ（ｖ）｝ ，

则 ｍ≤２ｎ － ４。 下面分 ２ 种情况用反证法证明。
情况 １　 ｕｖ ∉ Ｅ（Ｇ） 。
假设在 Ｇ － Ｆ 中 ｕ 和 ｖ 之间不存在 ｍ 条内部顶点不交路， 由定理 １ 可知， 在 Ｇ － Ｆ 中存在一顶点

子集 Ｔ 满足 Ｔ ≤ｍ － １， 使得删去这个顶点集后， 得到的子图 Ｇ － Ｆ － Ｔ 中 ｕ 和 ｖ 不连通。 又 Ｆ ＋

Ｔ ≤ ２ｎ － ７ ＋ ｍ － １ ≤ ４ｎ － １２ ， 由引理 ２ 知 Ｇ － Ｆ － Ｔ 或者连通， 或者有 ２ 个分支， 其中一个是孤立

点。 当 Ｇ － Ｆ － Ｔ 连通时， 与 ｕ 和 ｖ 在 Ｇ － Ｆ － Ｔ 中不连通矛盾。 当 Ｇ － Ｆ － Ｔ 不连通时， 则 Ｇ － Ｆ － Ｔ 有

２ 个分支， 其中一个是孤立点， 设为 ｘ， 又在 Ｇ － Ｆ － Ｔ 中 ｕ 和 ｖ 不连通， 则 ｕ ＝ ｘ 或 ｖ ＝ ｘ。 不失一般

性， 设 ｕ ＝ ｘ， 则 ＮＧ －Ｆ（ｕ） ⊆ Ｔ ， 从而 Ｔ ≥ ｄＧ －Ｆ（ｕ） ≥ ｍ ， 这与 Ｔ ≤ ｍ － １ 矛盾。
情况 ２　 ｕｖ ∈ Ｅ（Ｇ） 。
假设在 Ｇ － Ｆ － ｕｖ 中 ｕ 和 ｖ 之间不存在 ｍ － １ 条内部顶点不交路， 由定理 １ 可知， 在 Ｇ － Ｆ － ｕｖ 中

存在一个顶点集 Ｔ 满足 Ｔ ≤ｍ － ２， 使得删去这个顶点集后， 得到的子图 Ｇ － Ｆ － Ｔ － ｕｖ 中 ｕ 和 ｖ 不连

通。 又 Ｆ ＋ Ｔ ≤ ２ｎ － ７ ＋ ｍ － ２ ≤ ４ｎ － １３ ， 由引理 ５ 知， Ｇ － Ｆ － Ｔ － ｕｖ 或者是连通的， 或者有 ２
个分支， 其中一个是孤立点。 当 Ｇ － Ｆ － Ｔ － ｕｖ 连通时， 与 ｕ 和 ｖ 在 Ｇ － Ｆ － Ｔ － ｕｖ 中不连通矛盾。 当

Ｇ － Ｆ － Ｔ － ｕｖ 不连通时， 它有 ２ 个分支， 其中一个是孤立点， 设为 ｙ， 又因为 ｕ 和 ｖ 在 Ｇ － Ｆ － Ｔ － ｕｖ
中不连通， 则 ｕ ＝ ｙ 或 ｖ ＝ ｙ。 不失一般性， 设 ｕ ＝ ｙ， 则 ＮＧ －Ｆ －ｕｖ（ｕ） ⊆ Ｔ ， 从而 Ｔ ≥ ｄＧ －Ｆ －ｕｖ（ｕ） ≥ ｍ －
１， 这与 Ｔ ≤ ｍ － ２ 矛盾， 定理得证。
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Fig.3 Graph G

当 ｎ≥５ 时， 给出一个例子说明定理 ３ 中的

容错极大局部连通性的结果是紧的。 由２ － 树

生成的 Ｃａｙｌｅｙ 图 Ｇ 的构造可知 Ｇ 包含 Ｋ３ 作为

其子图， 如图 ３ 所示， 设 ｕ，ｖ，ｗ 是 Ｇ 中两两相

邻的 ３ 个顶点， 由引理 ４ 可知 ｕ，ｖ 只有一个公

共邻点 ｗ。 令 Ｆ ＝ ＮＧ（ｕ） ＼ ｛ｗ，ｖ｝ ， ｘ ∈ Ｖ（Ｇ） －
（ＮＧ（ｕ） ∪ ＮＧ（ｖ）） ， 则 Ｆ ＝ ２ｎ － ６， ｍ ＝
ｍｉｎ｛ｄＧ －Ｆ（ｘ），ｄＧ －Ｆ（ｖ）｝ ＝ ２ｎ － ４ 。 此时令 Ｔ ＝
ＮＧ（ｖ） ＼ ｛ｕ｝ ， 显然 Ｔ ⊆ Ｇ － Ｆ 满足 Ｔ ＝ ２ｎ －
５ ＝ ｍ － １ ， 且在 Ｇ － Ｆ － Ｔ 中 ｘ 和 ｖ 不连通。 由定理 １， 在 Ｇ － Ｆ 中 ｘ 和 ｖ 之间不存在 ｍｉｎ｛ｄＧ －Ｆ（ｘ），
ｄＧ －Ｆ（ｖ）｝ ＝ ２ｎ － ４ 条内部顶点不交路。

定理 ４　 设 Ｆ 是 Ｇ ＝ Ａｎ（Δ） 的顶点子集满足 Ｆ ≤ ２ｎ － ７ ， ｘ ∈ Ｖ（Ｇ － Ｆ），Ｙ 是 Ｇ － Ｆ － ｛ｘ｝ 中关

于 ｘ 的任一条件终点集， 满足 Ｙ ＝ ｔ ≤ ｄＧ －Ｆ（ｘ） ≤ ２ｎ － ４ 。 当 ｎ≥５ 时， Ｇ － Ｆ 中 ｘ 和 Ｙ 之间存在 ｔ 条
终点两两不同的内部顶点不交路， 即 Ｇ 是一对多 （２ｎ － ７） 容错极大局部连通的。

证明　 当 ｎ≥５ 时， 由定理 ２， 只需证明对于任意的 Ｔ ⊂ Ｖ（Ｇ － Ｆ） 满足 Ｔ ≤ｔ － １， 在 Ｇ － Ｆ － Ｔ
中 ｘ 与 Ｙ － Ｔ 之间有一条路即可。 用反证法证明， 假设在 Ｇ － Ｆ － Ｔ 中 ｘ 与 Ｙ － Ｔ 不连通， 则 Ｇ － Ｆ － Ｔ
不连通， 又 Ｆ ＋ Ｔ ≤４ｎ － １２， 由引理 ２， Ｇ － Ｆ － Ｔ 包含一个大分支 Ｃ 和一个孤立点 ｕ。 所以

ＮＧ －Ｆ（ｕ） ⊆ Ｔ ， 如果 ｘ ＝ ｕ， 则 Ｔ ≥ ｄＧ －Ｆ（ｘ） ≥ ｔ ， 与 Ｔ ≤ ｔ － １ 矛盾。 如果 ｘ∈Ｃ， 则 ｕ∈Ｙ － Ｔ。 如

果 Ｙ ∩ Ｔ ＝ ｔ － １ ， 有 Ｔ ⊆ Ｙ， 则 ｛ｕ｝ ∪ ＮＧ －Ｆ（ｕ） ⊆ Ｙ ， 与 Ｙ 是一个条件终点集矛盾。 所以

·１８３·
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Ｙ ∩ Ｔ ≤ ｔ － ２ ， 则 （Ｙ － Ｔ） ∩ Ｃ ≠ Ø 。 令 ｕ′ ∈ （Ｙ － Ｔ） ∩ Ｃ ， 然而在 Ｇ － Ｆ － Ｔ 中 ｘ 与 ｕ′之间存在

一条路， 与在 Ｇ － Ｆ － Ｔ 中 ｘ 与 Ｙ － Ｔ 不连通矛盾。 证毕。
当 ｎ≥５ 时， 给出一个例子说明定理 ４ 中的一对多容错极大局部连通性的结果是紧的。 如图 ３ 所

示， 设 ｕ，ｖ，ｗ 是由 ２ － 树生成的 Ｃａｙｌｅｙ 图 Ｇ 中两两相邻的 ３ 个顶点， 由引理 ４ 可知， ｕ，ｖ 只有一个公共

邻点 ｗ。 令 Ｆ′ ＝ ＮＧ（ｕ） ＼ ｛ｗ，ｖ｝ ， Ｙ ＝ ｛ｖ｝ ∪ （ＮＧ（ｖ） ＼ ｛ｗ｝） ， ｘ ∈ Ｖ（Ｇ） － （ＮＧ（ｕ） ∪ ＮＧ（ｖ）） ， 则

Ｆ′ ＝ ２ｎ － ６ ， Ｙ ⊆ Ｇ － Ｆ′ 满足 Ｙ ＝ ｔ ＝ ｄＧ －Ｆ′（ｘ） ＝ ２ｎ － ４ 。 显然 Ｙ 是关于 ｘ 和 Ｆ′的条件终点集， 此

时令 Ｔ′ ＝ （Ｙ ＼ ｛ｕ，ｖ｝） ∪ ｛ｗ｝ ， 则 Ｔ′ ＝ ｔ － １ 且在 Ｇ － Ｆ′ － Ｔ′中 ｘ 与 ｛ｕ，ｖ｝ 不连通。 由定理 ２， 在

Ｇ － Ｆ′中 ｘ 和 Ｙ 之间不存在 ｔ ＝ ２ｎ － ４ 条终点两两不同的内部顶点不交路。
由定理 ３ 可知， Ａｎ（Δ） 是 （２ｎ － ７） 容错极大局部连通的， 但是若在同一顶点处存在 ２ｎ － ６ 个故障

点， 结果并不能被保证。 在大多数情况下， 所有故障都发生在一个顶点身上概率很小， 所以限制每个

顶点有至少 ３ 个无故障相邻顶点。 在此条件限制下， 证明了由 ２ － 树生成的 Ｃａｙｌｅｙ 图 Ａｎ（Δ） 是 （４ｎ －
１５） 容错极大局部连通的。

引理 ６　 设 Ｆ 是 Ｇ ＝ Ａｎ（Δ） 的顶点子集满足 Ｆ ≤ ６ｎ － ２１ ， ｅ 是 Ｇ 的一条边， 当 ｎ≥５ 时， Ｇ － Ｆ －
｛ｅ｝ 满足下列条件之一： １） Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 是连通的； ２） Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 有 ２ 个分支， 其中一个分支是孤立

点或者 Ｋ２ ； ３） Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 有 ３ 个分支， 其中 ２ 个分支是孤立点。
证明　 在 Ｇ 中任取一条边 ｅ ＝ ｘｙ， 由引理 ３， 可得 ｘ，ｙ ∉ Ｆ ， 否则定理成立。 假设 Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 不

连通， 令 Ｆ′ ＝ Ｆ ∪ ｛ｘ｝ ， Ｆ′ ≤ ６ｎ － ２０ 。 若 Ｇ － Ｆ′ 连通， 则 Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 有 ２ 个分支， 其中一个分

支是孤立点 ｘ， 满足条件 ２）。 若 Ｇ － Ｆ′不连通， 由引理 ３， 下面分 ３ 种情况考虑。
情况 １　 Ｇ － Ｆ′有 ２ 个分支， 其中一个是孤立点 ｕ， 另一个是大分支 Ｃ。
若 ｕｘ ∈ Ｅ（Ｇ） 。 由于 ｄＧ（ｘ） ＝ ２ｎ － ４ ， 此时对 ｄＣ（ｘ） 进行讨论。 若 ｄＣ（ｘ） ＝ ０ ， 此时 ｕ ＝ ｙ， 则

Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 有 ３ 个分支， 其中 ２ 个分支分别是孤立点 ｘ 和孤立点 ｕ， 满足条件 ３）。 若 ｄＣ（ｘ） ＝ １ ，
当ｕ ＝ ｙ时， Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 有 ２ 个分支， 其中一个分支是孤立点 ｕ， 满足条件 ２）， 当 ｕ≠ｙ 时， 则 ｙ∈Ｃ，
此时 Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 有 ２ 个分支， 其中一个分支是 Ｋ２ ， 满足条件 ２）。 若 ｄＣ（ｘ） ≥ ２ ， 由于 Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝
不连通， 则 ｕ ＝ ｙ， 此时 Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 有 ２ 个分支， 其中一个分支是孤立点 ｕ， 满足条件 ２）。

若 ｕｘ ∉ Ｅ（Ｇ） 。 由于 ｕｘ ∉ Ｅ（Ｇ） ， 则 ｙ∈Ｃ， 此时 ｄＣ（ｘ） ≥ １ 。 若 ｄＣ（ｘ） ＝ １ ， 则 Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝
有 ３ 个分支， 其中 ２ 个分支分别是孤立点 ｘ 和孤立点 ｕ， 满足条件 ３）。 若 ｄＣ（ｘ） ≥ ２ ， 则 Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝
有 ２ 个分支， 其中一个分支是孤立点 ｕ， 满足条件 ２）。

情况 ２　 Ｇ － Ｆ′有 ２ 个分支， 其中一个是 Ｋ２ ， 记为 ｕｖ， 另一个大分支是 Ｃ。
若 ｕｘ ∈ Ｅ（Ｇ） ， ｖｘ ∉ Ｅ（Ｇ） 或 ｖｘ ∈ Ｅ（Ｇ） ， ｕｘ ∉ Ｅ（Ｇ） 。 不失一般性， 设 ｕｘ ∈ Ｅ（Ｇ），ｖｘ ∉ Ｅ（Ｇ）。

由引理 ４， ＮＧ（ｕ） ∪ ＮＧ（ｖ） ≥ ４ｎ － １１ ， 则 ｄＦ（ｘ） ≤ Ｆ － （４ｎ － １１ － １） ＋ １ ＋ １ ≤ ２ｎ － ７ ， 因此

ｄＣ（ｘ） ≥ ２ｎ － ４ － （２ｎ － ７） － １ ＝ ２ 。 由于 Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 不连通， 则 ｙ ＝ ｕ， 此时 Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 有 ２ 个分

支， 其中一个分支是 Ｋ２ ， 即 ｕｖ。 满足条件 ２）。
若 ｕｘ ∈ Ｅ（Ｇ） 且 ｖｘ ∈ Ｅ（Ｇ） 。 由引理 ４， ｄＦ（ｘ） ≤ Ｆ － （４ｎ － １１ － １） ≤ ２ｎ － ９ ， 因此 ｄＣ（ｘ） ≥

２ｎ － ４ － ２ － （２ｎ － ９） ＝ ３ 。 此时 Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 连通， 与假设矛盾。
若 ｕｘ ∉ Ｅ（Ｇ） 且 ｖｘ ∉ Ｅ（Ｇ） 。 由引理 ４， ｄＦ（ｘ） ≤ Ｆ － （４ｎ － １１） ＋ ２ × ２ ≤ ２ｎ － ６ ， 因此 ｄＣ（ｘ） ≥

２ｎ － ４ － （２ｎ － ６） ＝ ２ 。 此时 Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 有 ２ 个分支， 其中一个分支是 Ｋ２ ， 即 ｕｖ， 满足条件 ２）。
情况 ３　 Ｇ － Ｆ′有 ３ 个分支， 其中 ２ 个是孤立点 ｕ 和孤立点 ｖ， 另一个大分支是 Ｃ。
若 ｕｘ ∈ Ｅ（Ｇ） ， ｖｘ ∉ Ｅ（Ｇ） 或 ｖｘ ∈ Ｅ（Ｇ） ， ｕｘ ∉ Ｅ（Ｇ） 。 不失一般性， 设 ｕｘ ∈ Ｅ（Ｇ） ， ｖｘ ∉

Ｅ（Ｇ）。 由引理 ４， ＮＧ（ｕ） ∪ ＮＧ（ｖ） ≥ ４ｎ － １０ ， 则 ｄＦ（ｘ） ≤ Ｆ － （４ｎ － １０ － １） ＋ １ ＋ ２ ≤ ２ｎ － ７ ，
因此 ｄＣ（ｘ） ≥ ２ｎ － ４ － （２ｎ － ７） － １ ＝ ２ 。 若 ｙ∈Ｃ， 则 Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 有 ２ 个分支， 其中一个分支是孤

立点 ｖ， 满足条件 ２）。 若 ｙ ＝ ｕ， 则 Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 有 ３ 个分支， 其中 ２ 个是孤立点 ｕ 和 ｖ， 满足条件 ３）。
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若 ｕｘ ∈ Ｅ（Ｇ） 且 ｖｘ ∈ Ｅ（Ｇ） 。 由引理 ４， ｄＦ（ｘ） ≤ Ｆ － （４ｎ － １０ － １） ＋ １ ＋ １ ≤ ２ｎ － ８ ， 因此

ｄＣ（ｘ） ≥ ２ｎ － ４ － （２ｎ － ８） － ２ ＝ ２ 。 由于 Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 不连通， 则 ｙ ∈ ｛ｕ，ｖ｝ ， 不失一般性， 令 ｙ ＝
ｕ， 此时 Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 有 ２ 个分支， 其中一个分支是孤立点 ｕ， 满足条件 ２）。

若 ｕｘ ∉ Ｅ（Ｇ） 且 ｖｘ ∉ Ｅ（Ｇ） 。 由引理 ４， ｄＦ（ｘ） ≤ Ｆ － （４ｎ － １０） ＋ ２ × ２ ≤ ２ｎ － ７ ， 因此 ｄＣ（ｘ） ≥
２ｎ － ４ － （２ｎ － ７） ＝ ３ 。 显然 ｙ∈Ｃ， 则 Ｇ － Ｆ － ｛ｅ｝ 有 ３ 个分支， 其中 ２ 个分支是孤立点 ｕ 和 ｖ， 满

足条件 ３）。
定理 ５　 设 Ｆ 是 Ｇ ＝ Ａｎ（Δ） 的顶点子集满足 δ（Ｇ － Ｆ） ≥ ３ 且 Ｆ ≤ ４ｎ － １５ ， 当 ｎ≥５ 时， Ｇ － Ｆ

中任意一对顶点 ｘ 和 ｙ 都被 ｍｉｎ｛ｄＧ －Ｆ（ｘ），ｄＧ －Ｆ（ｙ）｝ 条内部顶点不交路连接。
证明　 当 ｎ≥５ 时， 设 ｘ 和 ｙ 是 Ｇ － Ｆ 中任意 ２ 个不同的顶点， 令 ｍ ＝ ｍｉｎ｛ｄＧ －Ｆ（ｘ），ｄＧ －Ｆ（ｙ）｝ ，

则 ３≤ｍ≤２ｎ － ４。 下面分 ２ 种情况用反证法证明。
情况 １　 ｘｙ ∉ Ｅ（Ｇ） 。
假设在 Ｇ － Ｆ 中 ｘ 和 ｙ 之间不存在 ｍ 条内部顶点不交路， 由定理 １ 可知， 在 Ｇ － Ｆ 中存在一顶点

子集 Ｔ 满足 Ｔ ≤ｍ － １， 使得删去这个顶点集后， 得到的子图 Ｇ － Ｆ － Ｔ 中 ｘ 和 ｙ 不连通。 又 Ｆ ＋
Ｔ ≤４ｎ － １５ ＋ ｍ － １≤６ｎ － ２０， 由引理 ３：

１） 若 Ｇ － Ｆ － Ｔ 有 ２ 个分支， 其中一个分支是孤立点 ｕ， 另一个大分支是 Ｃ。 由于 Ｇ － Ｆ － Ｔ 中 ｘ
和 ｙ 不连通， 不失一般性， 令 ｘ ＝ ｕ， ｙ∈Ｃ， 显然 ＮＧ（ｘ） ⊆ Ｆ ∪ Ｔ ， 因此 Ｔ ≥ ｄＧ －Ｆ（ｘ） ≥ ｍ ， 与

Ｔ ≤ｍ － １ 矛盾。
２） 若 Ｇ － Ｆ － Ｔ 有 ２ 个分支， 其中一个分支是 Ｋ２ ， 记为 ｕｖ， 另一个大分支是 Ｃ。 由于 Ｇ － Ｆ － Ｔ 中 ｘ

和 ｙ 不连通， 不失一般性， 令 ｘ ＝ ｕ， ｙ∈Ｃ， 显然 ＮＧ（ｘ） ⊆ Ｆ ∪ Ｔ ∪ ｛ｖ｝ ， 于是 ｍ － １ ≥ Ｔ ≥ ｄＧ－Ｆ（ｘ） －
１ ≥ｍ － １ ， 因此 Ｔ ＝ ｍ － １ ， ＮＧ－Ｆ（ｘ） ＝ Ｔ ∪ ｛ｖ｝， 又由引理 ４， ＮＧ（ｘ） ∩ ＮＧ（ｖ） ≤ １ ， 则 ｄＧ－Ｆ（ｖ） ≤
２ ， 与 δ（Ｇ － Ｆ） ≥ ３ 矛盾。

３） 若 Ｇ － Ｆ － Ｔ 有 ３ 个分支， 其中 ２ 个是孤立点 ｕ 和 ｖ， 另一个大分支是 Ｃ。 由于 Ｇ － Ｆ － Ｔ 中 ｘ
和 ｙ 不连通， 若 ｛ｘ，ｙ｝ ＝ ｛ｕ，ｖ｝ ， 不失一般性， 令 ｘ ＝ ｕ， ｙ ＝ ｖ， 显然 ＮＧ －Ｆ（ｘ） ∪ ＮＧ －Ｆ（ｙ） ⊆ Ｔ ， 由引

理 ４， ２ｍ － ２ ≤ ｄＧ －Ｆ（ｘ） ＋ ｄＧ －Ｆ（ｙ） － ２ ≤ Ｔ ≤ ｍ － １ ， 与 ｍ≥３ 矛盾。 若 ｘ ∈ ｛ｕ，ｖ｝，ｙ ∈ Ｃ ， 不失一

般性， 令 ｘ ＝ ｕ， ｙ∈Ｃ， 显然 ＮＧ －Ｆ（ｘ） ∪ ＮＧ －Ｆ（ｖ） ⊆ Ｔ ， 又 ｄＧ －Ｆ（ｖ） ≥ ３ ， 由引理 ４， ｍ ＋ ３ － ２ ≤
ｄＧ －Ｆ（ｘ） ＋ ｄＧ －Ｆ（ｖ） － ２ ≤ Ｔ ≤ ｍ － １ ， 矛盾。

情况 ２　 ｘｙ ∈ Ｅ（Ｇ） 。
假设在 Ｇ － Ｆ － ｘｙ 中 ｘ 和 ｙ 之间不存在 ｍ － １ 条内部顶点不交路， 由定理 １ 可知， 在 Ｇ － Ｆ － ｘｙ 中

存在一顶点子集 Ｔ 满足 Ｔ ≤ｍ － ２， 使得删去这个顶点集后， 得到的子图 Ｇ － Ｆ － Ｔ － ｘｙ 中 ｘ 和 ｙ 不连

通。 又 Ｆ ＋ Ｔ ≤４ｎ － １５ ＋ ｍ － ２≤６ｎ － ２１， 由引理 ６：
１） 若 Ｇ － Ｆ － Ｔ － ｘｙ 有 ２ 个分支， 其中一个分支是孤立点 ｕ， 另一个大分支是 Ｃ。 由于 Ｇ － Ｆ － Ｔ －

ｘｙ 中 ｘ 和 ｙ 不连通， 不失一般性， 令 ｘ ＝ ｕ， ｙ∈Ｃ， 显然 ＮＧ（ｘ） ⊆ Ｆ ∪ Ｔ ∪ ｛ｙ｝ ， 因此 Ｔ ≥ ｄＧ－Ｆ（ｘ） －
１ ≥ ｍ － １，与 Ｔ ≤ ｍ － ２ 矛盾。

２） 若 Ｇ － Ｆ － Ｔ － ｘｙ 有 ２ 个分支， 其中一个分支是 Ｋ２ ， 记为 ｕｖ， 另一个大分支是 Ｃ。 由于 Ｇ － Ｆ －
Ｔ － ｘｙ中 ｘ 和 ｙ 不连通， 不失一般性， 令 ｘ ＝ ｕ， ｙ∈Ｃ， 显然 ＮＧ（ｘ） ⊆ Ｆ ∪ Ｔ ∪ ｛ｖ，ｙ｝ ， 于是 ｍ － ２ ≥

Ｔ ≥ ｄＧ －Ｆ（ｘ） － ２ ≥ ｍ － ２ ， 因 此 Ｔ ＝ ｍ － ２ ， ＮＧ －Ｆ（ｘ） ＝ Ｔ ∪ ｛ｖ，ｙ｝ ， 又 由 引 理 ４，

ＮＧ（ｘ） ∩ ＮＧ（ｖ） ≤ １ ， 则 ｄＧ －Ｆ（ｖ） ≤ ２ ， 与 δ（Ｇ － Ｆ） ≥ ３ 矛盾。
３） 若 Ｇ － Ｆ － Ｔ － ｘｙ 有 ３ 个分支， 其中 ２ 个是孤立点 ｕ 和 ｖ， 另一个大分支是 Ｃ。 由于 Ｇ － Ｆ － Ｔ － ｘｙ

中 ｘ 和 ｙ 不连通， 若 ｛ｘ，ｙ｝ ＝ ｛ｕ，ｖ｝ ， 不失一般性， 令 ｘ ＝ ｕ， ｙ ＝ ｖ， 显然 ＮＧ －Ｆ（ｘ） ∪ ＮＧ －Ｆ（ｙ） ⊆ Ｔ ∪
｛ｘ，ｙ｝ ， 由引理 ４， ２ｍ － １ ≤ ｄＧ －Ｆ（ｘ） ＋ ｄＧ －Ｆ（ｙ） － １ ≤ Ｔ ＋ ２ ≤ ｍ ， 与 ｍ≥３ 矛盾。 若 ｘ ∈ ｛ｕ，ｖ｝，
ｙ ∈Ｃ ， 不失一般性， 令 ｘ ＝ ｕ，ｙ ∈ Ｃ ， 显然 ＮＧ －Ｆ（ｘ） ∪ ＮＧ －Ｆ（ｖ） ⊆ Ｔ ∪ ｛ｙ｝ ， 又 ｄＧ －Ｆ（ｖ） ≥ ３ ， 由引

·３８３·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

理 ４， ｍ ＋ ３ － ２ ≤ ｄＧ －Ｆ（ｘ） ＋ ｄＧ －Ｆ（ｖ） － ２ ≤ Ｔ ＋ １ ≤ ｍ － １ ， 矛盾。

３　 结论
本文研究了由 ２ － 树生成的 Ｃａｙｌｅｙ 图的极大局部连通容错性， 当删除不超过 ２ｎ － ７ 个顶点时， 导

出子图中任意一对顶点 ｘ 和 ｙ 都被 ｍｉｎ｛ｄ′（ｘ），ｄ′（ｙ）｝ 条内部顶点不交路连接， ｄ′（ｘ），ｄ′（ｙ） 分别表示

顶点 ｘ 和 ｙ 在顶点删除图中的度。 同时， 也证明了由 ２ － 树生成的 Ｃａｙｌｅｙ 图是一对多 （２ｎ － ７） 极大局

部连通。 进一步， 如果每个顶点都被限制至少有 ３ 个无故障邻点， 由 ２ － 树生成的 Ｃａｙｌｅｙ 图是 （４ｎ －
１５） 极大局部连通， 网络容错性相应增加。 本文主要研究的是网络中处理器发生问题 （去点） 的情

况， 如果通讯线路发生问题 （去边）， 是否也能有相应的结果呢？ 这将是一个值得研究的问题。
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