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时标上局部耦合线性系统的聚类同步

李嘉敏， 宾红华， 黄振坤

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 在牵制控制策略下， 研究了时标上局部耦合线性系统有向网络的聚类同步问题。 通过构造

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数， 运用线性矩阵不等式性质和时标微积分理论， 分别得到了固定拓扑和切换拓扑下达到聚类

同步的充分条件。 给出了数值模拟来验证所得结论的正确性。
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０　 引言
近年来， 复杂网络同步性研究已经引起了学者们的广泛关注， 并取得了丰硕的成果［１ － ４］ 。 同时，

衍生出了多种同步类型， 如完全同步［１］ 、 相位同步［２］ 、 滞后同步［３］ 以及聚类同步［４］ 等。 其中， 聚类

同步作为一种重要的同步现象， 在信息科学领域有广泛应用， 因而成为近年来一个新的研究热点。 文

献 ［４］ 首次考虑了线性耦合系统的聚类同步问题。 随着对网络拓扑结构和聚类同步能力之间的深入

研究与理解， 研究者们逐渐提出了一些能够实现聚类同步的控制方法［４ － ７］ 。 文献 ［７］ 通过间歇牵制

控制方法研究了有向网络的聚类同步。 另外， 具有部分耦合状态的线性系统复杂网络同步问题也引起

了控制领域学者的极大关注。 为了使得网络达到聚类同步， 不论节点间耦合强度如何， 文献 ［８］ 提

出了一种特殊的聚类间耦合方法。 但是， 对于在一般的耦合方式下达到聚类同步需要满足什么条件仍

然未知。 此外， 聚类内部耦合强度下界以及同步速度也值得探讨。 值得关注的是， 文献 ［９］ 通过较

为一般的牵制控制方法研究了线性系统有向网络的聚类同步问题， 并且讨论了类内耦合强度下限与同
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步速度。
上述文献大都局限于连续情形， 离散情况很少受到关注。 因此在时标理论基础上研究聚类同步很

有必要， 它不但可以描述连续或离散情形， 也可以描述连续和离散相混合的情形。 Ｈｉｌｇｅｒ 提出的时标

理论已经引起人们的关注并取得了很多成果［１０ － １６］ 。 但是， 时标上的局部耦合线性系统聚类同步尚未

得到研究。 因此， 本文将研究一般时标上具有部分耦合的线性系统有向网络聚类同步问题， 运用牵制

控制方法， 分别讨论了固定拓扑和切换拓扑两种结构下线性系统有向网络达到聚类同步的充分条件。

１　 预备知识
１􀆰 １　 图论预备知识及模型描述

Ｇ ＝ （Ｖ，ε，Ａ） 表示加权有向图， 它包含 Ｎ 个节点的非空点集 Ｖ ＝ ｛１，２，…，Ｎ｝ ， 边集 ε ⊂ Ｖ × Ｖ
和加权邻接矩阵 Ａ ＝ ［ａｉｊ］ ∈ ＲＮ×Ｎ ， 其中 ａｉｊ表示有向边 （ ｊ，ｉ） 的权重， 若 （ ｊ，ｉ） 是图 Ｇ 的边， 则 ａｉｊ ≠
０ ， 反之 ａｉｊ ＝ ０ 。 假设对所有 ｉ∈Ｖ， 有 ａｉｉ ＝ ０。 加权有向图 Ｇ ＝ （Ｖ，ε，Ａ） 的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵如下： ｌｉｊ ＝

∑
Ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠ｉ
ａｉｋ， ｊ ＝ ｉ，

－ ａｉｊ， ｊ ≠ ｉ。
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图 Ｇ 平衡当且仅当所有的节点都平衡， 即满足 ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ＝ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ａ ｊｉ，∀ｉ ∈ Ｖ ， 其等价于

１ＴＬ（Ｇ） ＝ ０ 。 如果图 Ｇ 至少存在一个根节点， 且从该节点到所有其他节点存在有向路径， 则称该图

具有有向生成树。
集合 Ｖ ＝ ｛１，２，…，Ｎ｝ 的一个集族 ｛Ｖ１，…，Ｖｑ｝ ， 其中 Ｖℓ ≠Ø ， ∪ｑ

ℓ ＝ １Ｖℓ ＝ Ｖ ， 并且 Ｖℓ ∩ Ｖｋ ＝ Ø（ℓ ≠
ｋ，ℓ，ｋ ＝ １，…，ｑ） ， 文中称 Ｖℓ 为类。 令 ｉ ∈ Ｖ， 􀭰ｉ 表示整数 ｉ 所属子集的下标， 即 ｉ∈Ｖ􀭰ｉ。 因此， 如果 ｉ
和 ｊ 属同一类， 则 􀭰ｉ ＝ 􀭰ｊ。 令 Ｇℓ 表示类 Ｖℓ（ℓ ＝ １，…，ｑ） 的拓扑结构， 有 Ｖℓ ＝ Ｖ（Ｇℓ） 。

考虑时标ＴＴ 上线性系统：

ｘΔ
ｉ （ ｔ） ＝ Ａｘｉ（ ｔ） ＋ ＢＫ（∑

Ｎ

ｊ ＝ １
［ｃｉｊａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ） － ｘｉ（ ｔ））］ ＋ ｕｉ（ ｔ））， （１）

其中 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ， ｘｉ（ ｔ） ＝ （ｘｉ１ （ ｔ），ｘｉ２ （ ｔ），…，ｘｉｎ（ ｔ）） Ｔ ∈ Ｒｎ 表示第 ｉ 个节点的状态向量， Ａ ∈ Ｒｎ×ｎ ，
Ｂ ∈ Ｒｎ×ｍ ， 且 Ｋ ∈ Ｒｍ×ｎ 是反馈矩阵； ｕｉ（ ｔ） 表示牵制控制器； 当节点 ｉ 和 ｊ 同属一类时， ａｉｊ ≥ ０ ； 若

􀭰ｉ ＝ 􀭰ｊ ＝ ℓ， 则 ｃｉｊ ＝ ｃℓ， 反之 ｃｉｊ ＝ １（􀭰ｉ ≠ 􀭰ｊ） ； ｃℓ ＞ ０ 表示类内耦合强度。 由于 ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
［ｃｉｊａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ） － ｘｉ（ ｔ））］ 前

存在 ＢＫ， 所以线性系统中的节点是部分耦合的。
受到文献 ［５］ 和文献 ［１７］ 中牵制控制方法的启发， 本文设计了如下反馈控制器以实现系统聚

类同步： １） 选取齐次线性系统 ｓΔ（ ｔ） ＝ Ａｓ（ ｔ） 的 ｑ 个特解 ｓ１ （ ｔ），ｓ２ （ ｔ），…，ｓｑ（ ｔ） ， 使其对任意 ℓ，ｋ ＝
１，…，ｑ，ℓ ≠ ｋ ， 满足 ｌｉｍ

ｔ→∞
ｓℓ（ ｔ） － ｓｋ（ ｔ） ≠ ０ ； ２） 牵制控制器 ｕｉ（ ｔ） 设计为 ｕｉ（ ｔ） ＝ ｃ􀭰ｉｄｉ（ ｓ􀭰ｉ（ ｔ） －

ｘｉ（ ｔ）） ， 若节点 ｉ 被牵制， 则 ｄｉ ＞ ０， 反之 ｄｉ ＝ ０。
１􀆰 ２　 相关定义及引理

时标ＴＴ 是实数集 Ｒ 的任意一个非空闭子集， 如 Ｒ， Ｚ， Ｎ 等。 前跳算子 σ：ＴＴ → ＴＴ ， 定义为 σ（ｔ） ∶ ＝
ｉｎｆ｛ｓ ∈ ＴＴ：ｓ ＞ ｔ｝ ， 并且当 ｓｕｐ ＴＴ ∈ ＴＴ 时， σ（ｓｕｐ ＴＴ） ＝ ｓｕｐ ＴＴ 。 后跳算子 ρ：ＴＴ → ＴＴ 定义为 ρ（ｔ） ∶ ＝ ｓｕｐ｛ｓ ∈
ＴＴ：ｓ ＜ ｔ｝ ， 并且当 ｉｎｆ ＴＴ ∈ ＴＴ 时， ρ（ｉｎｆ ＴＴ） ＝ ｉｎｆ ＴＴ 。 集合ＴＴｋ 定义为： 当 ｓｕｐ ＴＴ ＜ ＋∞ 时， ＴＴｋ ∶ ＝
ＴＴ ＼ （ρ（ｓｕｐ ＴＴ），ｓｕｐ ＴＴ］ ， 否则 ＴＴ ｋ ∶ ＝ ＴＴ 。 距离函数 μ：ＴＴ → ［０， ＋ ∞ ） 定义为 μ（ｔ） ∶ ＝ σ（ｔ） － ｔ 。 当 μ（ｔ） ＞
０ 时， 称 ｔ 为右扩散点； 当 μ（ ｔ） ＝ ０ 时， 称 ｔ 为右稠密点。 Ｃｒｄ表示所有定义在ＴＴ 上的右稠密连续函数。
若函数 ｐ（ｔ） ∈ Ｃｒｄ 并且满足： 对任意的 ｔ ∈ ＴＴｋ ， 有 １ ＋ μ（ｔ）ｐ（ｔ） ≠ ０ ， 则记 ｐ（ｔ） ∈ Ｒ 。 若函数 ｐ（ｔ） ∈
Ｃｒｄ 并且满足： 对任意的 ｔ ∈ ＴＴｋ ， 有 １ ＋ μ（ ｔ）ｐ（ ｔ） ＞ ０ ， 则记 ｐ（ ｔ） ∈ Ｒ ＋ 。

定义 １［１１］ 　 设 ｆ：ＴＴ → Ｒ ， ｔ ∈ ＴＴｋ 。 若存在 ｆ Δ（ ｔ） ， 对任意 ε ＞ ０， 存在 ｔ 的邻域 Ｕ ∈ ＴＴ ， 使得

·７０３·
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（ ｆ（σ（ ｔ）） － ｆ（ ｓ）） － ｆ Δ（ ｔ）（σ（ ｔ） － ｓ） ≤ ε σ（ ｔ） － ｓ ， ∀ｓ∈Ｕ， 则称它为 ｆ 在 ｔ 处的 Δ － 导数。 若

ｆ Δ（ ｔ） 在所有 ｔ ∈ ＴＴｋ 均存在， 则称 ｆ 是 Δ － 可微的。
对任意的 ｔ∈ＴＴｋ， 可得 ｆ（σ（ ｔ）） ＝ ｆ（ ｔ） ＋ μ（ ｔ）μｆΔ（ ｔ） 。 若 ｆ， ｇ 是两个可微函数， 则 ｆｇ 的导数为

（ ｆｇ） Δ ＝ ｆ Δｇ ＋ ｆ σｇΔ ＝ ｆ Δｇσ ＋ ｆｇΔ 。
定义 ２［９］ 　 若对系统任意初值， 通过设计反馈矩阵使得节点状态能够满足 ｌｉｍ

ｔ→∞
ｘｉ（ ｔ） － ｓ􀭰ｉ（ ｔ） ＝

０ ， 则称系统可达到聚类同步。 此外， 若存在正数 κ ＞ ０，Ｔ ＞ ０，ε ＞ ０ ， 使得对任意 ｘｉ（０） 和 ｔ ＞ Ｔ， 都

有 ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ） ≤ κｅ －εｔ 成立， 那么系统将以 ε 的速率达到聚类同步。
Ｌ 表示含有 Ｎ 个节点的非负加权有向图 Ｇ 的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵， Ｄ ＝ ｄｉａｇ｛ｄ１ ，…，ｄＮ｝ 是非负对角阵。

令 Ｇ 表示包含有向图 Ｇ， 节点 ０， 以及从 ０ 到图 Ｇ 中的有向边 （当且仅当 ｄｉ ＞ ０ 则从节点 ０ 到节点

ｉ ∈｛１，２，…，Ｎ｝ 之间存在有向边连接） 的有向图。 因此， 从文献 ［１８ － １９］ 中得到引理 １。
引理 １［９］ 　 Ｌ 和Ｄ 如上所述， 则： １） 若图 Ｇ 平衡，

（Ｌ ＋ Ｌ Ｔ） ／ ２ ＋ Ｄ ＞ ０， （２）
当且仅当 􀭺Ｇ 为弱连通图； ２） 若 􀭺Ｇ 包含有向生成树， 则存在正对角阵 Ξ， 使得

Ξ（Ｌ ＋ Ｄ ） ＋ （Ｌ ＋ Ｄ ） ＴΞ ＞ ０ （３）
成立。

注 １　 引理 １ 给定任意非负加权有向图 Ｇ 以及非负矩阵 Ｄ ＝ ｄｉａｇ｛ｄ１ ，…，ｄＮ｝ ， 找寻满足式 （３）
矩阵的方法， 文献 ［１７］ 定理 １ 已做出了详细说明。

引理 ２　 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积⊗有如下性质： １） （αΦ） ⊗ Ψ ＝ Φ ⊗ （αΨ） ； ２） （Φ ＋ Ψ） ⊗ Ｐ ＝ Φ ⊗ Ｐ ＋
Ψ ⊗ Ｐ ； ３） （Φ ⊗ Ψ）（Ｐ ⊗ Γ） ＝ （ΦＰ） ⊗ （ΨΓ） ； ４） （Φ ⊗ Ψ） Ｔ ＝ ΦＴ ⊗ ΨＴ 。

引理 ３　 对任意列向量 ｘ ∈ Ｒｍｎ ， 有： ｘＴ（Ｑ ⊗ Ｗ）ｘ ≤ λｍａｘ（Ｑ）ｘＴ（ Ｉｍ ⊗ Ｗ）ｘ ， ｘＴ（Ｗ ⊗ Ｑ）ｘ ≤
λｍａｘ（Ｑ）ｘＴ（Ｗ ⊗ Ｉｍ）ｘ ， 其中 Ｑ ∈ Ｒｍ×ｍ 是对称矩阵， Ｗ ∈ Ｒｎ×ｎ 是对称半正定矩阵。

引理 ４　 令 Ｃ１ ， Ｃ２ 是 Ｎ × Ｎ 阶 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 矩阵， 则满足 λｍｉｎ（Ｃ１ ＋ Ｃ２ ） ≥ λｍｉｎ（Ｃ１ ） ＋ λｍｉｎ（Ｃ２ ） 。

假设 １　 矩阵对 （Ａ，Ｂ） 稳定， 并且 ∑ ｊ∈Ｖ（Ｇℓ）
ａｉｊ ＝ ０ ， ∀ｉ ＝ １，２，… ， Ｎ，ｉ ∈ Ｖ ＼ ＶＧℓ

。 若矩阵对

（Ａ，Ｂ） 稳定， 那么对任意正数 δ， 下列 Ｒｉｃｃａｔｉ 不等式存在解 Ｐ ＞ ０， 使得：
ＰＡ ＋ ＡＴＰ － δＰＢＢＴＰ ＋ δＩｎ ＜ ０。 （４）

２　 固定拓扑下的聚类同步
本节主要研究在固定拓扑结构下系统达到聚类同步的条件。 为了便于分析， 记每类中的节点数量

为 ｎℓ（１ ≤ ℓ ≤ ｑ） ， 显然， Ｎ ＝ ｎ１ ＋ … ＋ ｎｑ 。 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵以下列形式给出： Ｌ ＝
Ｌ１１ … Ｌ１ｑ

︙ ︙
Ｌｑ１ … Ｌｑｑ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
， 其

中 Ｌｉｉ由图 Ｇ ｉ 决定， Ｌｉｊ表示类 Ｇ ｊ 到 Ｇ ｉ（ ｉ，ｊ ＝ １，…，ｐ） 的信息传送， 入度平衡条件等价于矩阵 Ｌℓｋ（ℓ ≠
ｋ，ℓ，ｋ ＝ １，…，ｑ） 满足列和为零。

令 Ｄ ＝ ｄｉａｇ｛Ｄ１ ，…，Ｄｑ｝ ＝ ｄｉａｇ｛ｄ１ ，…，ｄＮ｝ ， 其中 Ｄℓ ∈ Ｒｎℓ×ｎℓ（ℓ ＝ １，…，ｑ） 。 矩阵 Ｄℓ 描述类 Ｖℓ

中的节点牵制情况。 此外， 令

􀭵Ｌ ＝

ｃ１
􀭵Ｌ１１ Ｌ１２ … Ｌ１ｑ

Ｌ２１ ｃ２
􀭵Ｌ２２ … Ｌ２ｑ

︙ ︙ ︙
Ｌｑ１ Ｌｑ２ … ｃｑ􀭵Ｌｑｑ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， （５）

其中 􀭵Ｌℓℓ ＝ Ｌℓℓ ＋ Ｄℓ 。 􀭵Ｇℓ（ℓ ＝ １，…，ｑ） 表示包含有向图 Ｇℓ， 虚拟节点 ｓℓ（ ｔ） 和连接虚拟节点与图 Ｇℓ 中

节点的边的有向图。 由引理 １ 可知， 如果 􀭵Ｇℓ 含有有向生成树， 那么存在对角矩阵 Ξℓ ＞ ０， 使得

·８０３·
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Ξℓ
􀭵Ｌℓℓ ＋ 􀭵ＬＴ

ℓℓΞℓ ＞ ０， ℓ ＝ １，２，…，ｑ。 （６）
　 　 文中， 记 Ｌ０ ＝ Ｌ － ｄｉａｇ｛Ｌ１１ ，…，Ｌｑｑ｝ ≥ ０ 和 Ξ ＝ ｄｉａｇ｛Ξ１ ，…，Ξｑ｝ ， 显然 Ｌ０ 只与不同类间的耦合

强度有关， 而与类内耦合强度 ｃℓ（ℓ ＝ １，…，ｑ） 无关。
定理 １　 在假设 １ 下， 若每一个类中均有节点被牵制， 使得每个 Ｇℓ（ℓ ＝ １，…，ｑ） 都包含有向生成

树， 则： １） λｍｉｎ（ΞＬ０ ＋ ＬＴ
０Ξ） ≥０ 。 对于固定的 ｑ 个数组 （ｃ１ ，ｃ２ ，…，ｃｑ）（ｃℓ ＞ ０，ℓ ＝ １，…，ｑ） ， 通过选

定Ｋ ＝ＢＴＰ 使线性系统 （１） 能够以 φ ／ （２λｍａｘ（Ｐ）） 的速率指数型达到聚类同步， 其中 φ ＝ ｍｉｎｔ∈ＴＴ｛η１ ＋
μ（ ｔ）（η２ － η３λｍａｘ（Σ））｝ ＞ ０ ， Ｐ ＞ ０ 是不等式 （４） 和

ＡＴＰＡ ＋ （η４ － η１ ）ＡＴＰＢＢＴＰ － η４ＰＢＢＴＰＡ ＋ η２ Ｉｎ ＜ ０ （７）
的解， δ ＝ η１ ， η２ ＞ ０， η３ ＞ ０ 及 η４ ＞ ０ 且满足 Ξ􀭵Ｌ ＋ 􀭵ＬＴΞ≥ η１Ξ， 􀭵ＬＴΞ􀭵Ｌ ≤ η３Ξ， 􀭵ＬＴΞ≤ η４Ξ；
２） λｍｉｎ（ΞＬ０ ＋ ＬＴ

０Ξ） ＜ ０ 。 若

ｃℓ ＞ （ － λｍｉｎ（ΞＬ０ ＋ ＬＴ
０Ξ）） ／ （λｍｉｎ（ΞℓＬℓℓ ＋ 􀭵ＬＴ

ℓℓΞℓ）），ℓ ＝ １，…，ｑ， （８）
则选定 Ｋ ＝ ＢＴＰ， 其中 Ｐ ＞ ０ 是 δ ＝ ζ 时不等式 （４） 和 （７） 的解， 且 ζ 满足 Ξ􀭵Ｌ ＋ 􀭵ＬＴΞ≥ ζΞ， 那么系

统 （１） 可达到聚类同步。
证明　 令 ｅｉ（ ｔ） ＝ ｘｉ（ ｔ） － ｓ􀭰ｉ（ ｔ） 。 若 ｊ ∈ Ｖ（Ｇｋ） ， 则 􀭰ｊ ＝ ｋ， ｅｊ（ ｔ） ＝ ｘ ｊ（ ｔ） － ｓｋ（ ｔ） 。 与文献 ［９］ 类

似， 根据文献 ［９］ 和 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵定义可知 ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
［ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ） － ｘｉ（ ｔ））］ ＝ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
［ａｉｊ（ｅｊ（ ｔ） － ｅｉ（ ｔ））］ ， 与

式 （４） 结合得 ｅΔ
ｉ （ ｔ） ＝ Ａｅｉ（ ｔ） ＋ ＢＫ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
［ｃｉｊａｉｊ（ｅｊ（ ｔ） － ｅｉ（ ｔ）） － ｃ􀭰ｉｄｉｅｉ（ ｔ））］ 。 令 ｅ（ ｔ） ＝ （ｅＴ

１ （ ｔ），ｅＴ
２ （ ｔ），

…，ｅＴ
Ｎ（ ｔ）） Ｔ ∈ ＲｎＮ ， 误差系统可写为

ｅΔ（ ｔ） ＝ （（ＩＮ ⊗ Ａ） － 􀭵Ｌ ⊗ ＢＫ）ｅ（ ｔ）， （９）
由式 （５） 知 􀭵Ｌ ＝ Ｌ ＋ Ｄ。 下证 １）。

由于 Ξ􀭵Ｌ ＋ 􀭵ＬＴΞ ＝ ｄｉａｇ｛Ξ１
􀭵Ｌ１１ ＋ 􀭵ＬＴ

１１Ξ１ ，…，Ξｑ
􀭵Ｌｑｑ ＋ 􀭵ＬＴ

ｑｑΞｑ｝ ＋ （ΞＬ０ ＋ ＬＴ
０Ξ） ， 根据引理 ４ 和式 （６）

可知 Ξ􀭵Ｌ ＋ 􀭵ＬＴΞ ＞ ０， 则一定存在 η１ ＞ ０， 使得 Ξ􀭵Ｌ ＋ 􀭵ＬＴΞ≥η１Ξ。
给定以下 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数 Ｖ（ｔ） ＝ ｅＴ（ｔ）（Ξ⊗ Ｐ）ｅ（ｔ） ， 其中 Ｐ ＞ ０ 是 δ ＝ η１ 时不等式 （４） 和式 （７）

的解。 令 Ｋ ＝ＢＴＰ， Σ ＝ ＰＢＢＴＰＢＢＴＰ， 那么， ＶΔ（ｔ） ＝ ｅＴ（ｔ）（Ξ⊗ Ｐ）ｅΔ（ｔ） ＋ ｅΔＴ（ｔ）（Ξ⊗ Ｐ）ｅ（σ（ｔ）） ＝
ｅＴ（ｔ）（Ξ⊗ Ｐ）ｅΔ（ｔ） ＋ ｅΔＴ（ｔ）（Ξ⊗ Ｐ）（μ（ｔ）ｅΔ（ｔ） ＋ ｅ（ｔ）） ＝ ｅＴ（ｔ）（Ξ⊗ Ｐ）ｅΔ（ｔ） ＋ μ（ｔ）ｅΔＴ（ｔ）（Ξ⊗
Ｐ）ｅΔ（ｔ） ＋ ｅΔＴ（ｔ）（Ξ⊗ Ｐ）ｅ（ｔ） ＝ ｅＴ（ｔ）（Ξ⊗ Ｐ）（ＩＮ ⊗ Ａ － 􀭵Ｌ⊗ ＢＫ）ｅ（ｔ） ＋ μ（ｔ）ｅＴ（ｔ）（Ξ⊗ Ｐ）（ＩＮ ⊗ ＡＴ －
􀭵Ｌ ⊗ＫＴＢＴ） × （Ξ⊗ Ｐ）（ＩＮ ⊗ Ａ － 􀭵Ｌ⊗ ＢＫ）ｅ（ｔ） ＋ ｅＴ（ｔ）（ＩＮ ⊗ ＡＴ － 􀭵Ｌ⊗ ＫＴＢＴ）（Ξ⊗ Ｐ）ｅ（ｔ） ＝ ｅＴ（ｔ）（Ξ⊗
（ＰＡ ＋ ＡＴＰ） － （Ξ􀭵Ｌ ＋ 􀭵ＬＴΞ） ⊗ ＰＢＢＴＰ）ｅ（ ｔ） ＋ μ（ ｔ）ｅＴ（ ｔ）（Ξ ⊗ ＡＴＰＡ － Ξ􀭵Ｌ ⊗ ＡＴＰＢＢＴＰ － 􀭵ＬＴΞ ⊗
ＰＢＢＴＰＡ）ｅ（ ｔ） ＋ μ（ ｔ）ｅＴ（ ｔ）（ 􀭵ＬＴΞ􀭵Ｌ ⊗ Σ）ｅ（ ｔ） ≤ ｅＴ（ ｔ）（Ξ ⊗ （ＰＡ ＋ ＡＴＰ － η１ＰＢＢＴＰ））ｅ（ ｔ） ＋
μ（ｔ）ｅＴ（ｔ）（Ξ⊗ＡＴＰＡ ＋ （ 􀭵ＬＴΞ－ η１Ξ） ⊗ＡＴＰＢＢＴＰ － 􀭵ＬＴΞ⊗ＰＢＢＴＰＡ）ｅ（ｔ） ＋ μ（ｔ）λｍａｘ（Σ）ｅＴ（ｔ）（ 􀭵ＬＴΞ􀭵Ｌ⊗
Ｉｎ）ｅ（ｔ） ≤－ η１ｅＴ（ｔ）（Ξ⊗ Ｉｎ）ｅ（ｔ） ＋ μ（ｔ）ｅＴ（ｔ）（Ξ ⊗ ＡＴＰＡ ＋ 􀭵ＬＴΞ ⊗ （ＡＴＰＢＢＴＰ － ＰＢＢＴＰＡ） － η１Ξ⊗
ＡＴＰＢＢＴＰ）ｅ（ ｔ） ＋ μ（ ｔ）λｍａｘ（Σ）ｅＴ（ ｔ）（ 􀭵ＬＴΞ􀭵Ｌ ⊗ Ｉｎ）ｅ（ ｔ） ≤－ η１ｅＴ（ ｔ）（Ξ⊗ Ｉｎ）ｅ（ ｔ） ＋ μ（ ｔ）ｅＴ（ ｔ）（Ξ⊗
（ＡＴＰＡ ＋ （η４ － η１ ）ＡＴＰＢＢＴＰ － η４ＰＢＢＴＰＡ） × ｅ（ ｔ） ＋ μ（ ｔ）λｍａｘ（Σ）ｅＴ（ ｔ）（ 􀭵ＬΞ􀭵Ｌ ⊗ Ｉｎ）ｅ（ ｔ） ≤
－ η１ｅＴ（ ｔ）（Ξ⊗ Ｉｎ）ｅ（ ｔ） － μ（ ｔ）η２ｅＴ（ ｔ）（Ξ⊗ Ｉｎ）ｅ（ ｔ） ＋ μ（ ｔ）η３λｍａｘ（Σ）ｅＴ（ ｔ）（Ξ⊗ Ｉｎ）ｅ（ ｔ） ＝ － （η１ ＋
μ（ ｔ）（η２ － η３λｍａｘ（Σ）））ｅＴ（ ｔ）（Ξ⊗ Ｉｎ）ｅ（ ｔ） ≤－ φｅＴ（ ｔ）（Ξ⊗ Ｉｎ）ｅ（ ｔ）。

由 Ｖ（ ｔ） ≤ λｍａｘ（Ｐ）ｅＴ（ ｔ）（Ξ⊗ Ｉｎ）ｅ（ ｔ） 可知， ＶΔ（ ｔ） ≤－ φＶ（ ｔ） ／ λｍａｘ（Ｐ） 。 因此， 系统 （１） 可以

φ ／ （２λｍａｘ（Ｐ）） 速率指数型达到聚类同步。
对于 ２）， 由 １） 的讨论易知， 想要达到聚类同步的一个关键是确保 Ξ􀭵Ｌ ＋ 􀭵ＬＴΞ＞ ０， 因此根据引理 ４

和 Ξ􀭵Ｌ ＋ 􀭵ＬＴΞ＝ΞＬ０ ＋ ＬＴ
０Ξ＋ Ｌｄ， 只需选取适当的 ｃ１ ，…，ｃｑ 满足 λｍｉｎ（Ｌｄ） ＋ λｍｉｎ（ΞＬ０ ＋ ＬＴ

０Ξ） ＞ ０ 即可， 其

中 Ｌｄ ＝ ｄｉａｇ｛ｃ１ （Ξ１
􀭵Ｌ１１ ＋ 􀭵ＬＴ

１１Ξ１ ），…，ｃｑ（Ξｑ
􀭵Ｌｑｑ ＋ 􀭵ＬＴ

ｑｑΞｑ）｝ 。 也就是说， 对任意 ℓ ＝ １，…，ｑ， 只需保证

·９０３·
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ｃℓλｍｉｎ（Ξℓ
􀭵Ｌℓℓ ＋ 􀭵ＬＴ

ℓℓΞℓ） ＋ λｍｉｎ（ΞＬ０ ＋ ＬＴ
０Ξ） ＞ ０ （１０）

成立， 即 ｃℓ ＞ － （λｍｉｎ（ΞＬ０ ＋ ＬＴ
０Ξ）） ／ （λｍｉｎ（Ξℓ

􀭵Ｌℓℓ ＋ 􀭵ＬＴ
ℓℓΞℓ）），∀ℓ ＝ １，…，ｑ。 可知存在正常数 ζ， 使得

Ξ􀭵Ｌ ＋ 􀭵ＬＴΞ≥ζΞ 成立。 其余证明和 １） 类似， 略有不同， 在根据不等式 （４） 选择 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数中的

Ｐ 时令 δ ＝ ζ 即可。 定理证毕。
注 ２　 根据定理 １ 可知， 除了矩阵对稳定和一定的连通性假设之外， 只要类内的耦合强度与不同

类之间强度相比足够强， 那么系统就可快速达到聚类同步。 此外， 定理 １ 还得到了确保系统达到同步

的类内耦合强度下界， 采用的牵制方案允许任意的类内拓扑结构且不需要其他连通条件。

３　 切换拓扑下的聚类同步
本节讨论切换拓扑下的同步问题。 ｔ 时刻的网络拓扑图记为 Ｇ（ ｔ） ， 其中 Ｇ１ （ ｔ），…，Ｇｑ（ ｔ） 分别为

ｑ 类 ｛Ｖ１ ，…，Ｖｑ｝ 的网络拓扑图， 线性系统模型如下：

ｘΔ
ｉ （ ｔ） ＝ Ａｘｉ（ ｔ） ＋ ＢＫ（∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉｊａｉｊ（ ｔ）（ｘ ｊ（ ｔ） － ｘｉ（ ｔ）） ＋ ｃ􀭰ｉｄｉ（ ｔ）（ ｓ􀭰ｉ（ ｔ） － ｘｉ（ ｔ）））， （１１）

其中： Ｋ∈Ｒｍ × ｎ为待设计的反馈矩阵； 若节点 ｊ 和 ｉ 之间有连接， 则 ａｉｊ（ ｔ） ≠ ０ ， 反之 ａｉｊ（ ｔ） ＝ ０ ； 若

节点 ｉ 在时刻 ｔ 被牵制， ｄｉ（ ｔ） ＞ ０ ， 反之 ｄｉ（ ｔ） ＝ ０ ； ｃｉｊ和 ｃ􀭰ｉ 如系统 （１） 所示。
令 􀭵α 表示包含所有 ａｉｊ（ ｔ） 和 ｄｉ（ ｔ） 的有限集。 对于不同聚类， 如果 Ｇｋ（ ｔ） 与 Ｇℓ（ ｔ）（ℓ ≠ ｋ） 之间在

ｔ 时刻存在耦合， 假设 Ｇℓ（ ｔ） 和 Ｇｋ（ ｔ） 之间保持入度平衡， 那么以矩阵形式可描述如下。
假设 ２　 任意 ｔ 时刻， 矩阵 Ｌℓｋ（ ｔ）（ｋ ≠ ℓ） 均满足列和为零。

令 Ｌ（ ｔ） 表示图 Ｇ（ ｔ） 的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵 Ｌ ＝
Ｌ１１ （ ｔ） … Ｌ１ｑ（ ｔ）

︙ ︙
Ｌｑ１ （ ｔ） … Ｌｑｑ（ ｔ）

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
， 其中 Ｌℓℓ（ ｔ） 表示非负加权有向

图 Ｇℓ（ ｔ）（ℓ ＝ １，…，ｑ） 的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵， Ｄ（ ｔ） ＝ ｄｉａｇ｛Ｄ１ （ ｔ），…，Ｄｑ（ ｔ）｝ ＝ ｄｉａｇ｛ｄ１ （ ｔ），…，ｄＮ（ ｔ）｝， 且

Ｄℓ（ ｔ） ∈ Ｒｎℓ×ｎℓ，

􀭵Ｌ（ ｔ） ＝

ｃ１
􀭵Ｌ１１ （ ｔ） Ｌ１２ （ ｔ） … Ｌ１ｑ（ ｔ）
Ｌ２１ （ ｔ） ｃ２

􀭵Ｌ２２ （ ｔ） … Ｌ２ｑ（ ｔ）
︙ ︙ ︙

Ｌｑ１
（ ｔ） Ｌｑ２

（ ｔ） … ｃｑ 􀭵Ｌｑｑ（ ｔ）

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， （１２）

其中 􀭵Ｌ（ ｔ） ＝ 􀭵Ｌℓℓ（ ｔ） ＋ Ｄℓ（ ｔ），ℓ ＝ １，…，ｑ 。
对每一类 Ｖℓ， 定义

λℓ
ｍｉｎ ＝ λｍｉｎ（Ｌℓℓ（ ｔ） ＋ ＬＴ

ℓℓ（ ｔ） ＋ ２Ｄℓ（ ｔ））， （１３）
图 􀭵Ｇℓ（ ｔ） 表示包含有向图 Ｇℓ（ ｔ） 和 Ｄℓ（ ｔ） 的有向图， 是弱连通图且 Ｇℓ（ ｔ） 为平衡图。 由于 􀭵α 是一个有

限集， 因此根据引理 １ 可得 λℓ
ｍｉｎ ＞ ０。

令

Ｍ（ ｔ） ＝

０ Ｌ１２ （ ｔ） … Ｌ１ｑ（ ｔ）
Ｌ２１ （ ｔ） ０ … Ｌ２ｑ（ ｔ）

︙ ︙ ︙
Ｌｑ１

（ ｔ） Ｌｑ２
（ ｔ） … ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， （１４）

因为 􀭵α 是有限集， 则引理 ５ 显而易见。
引理 ５　 令 ϕ 是所有 Ｍ（ ｔ） 构成的集合， ϕ ＝ ｛Ｍ ＝ （Ｍｉｊ） ｑ×ｑ ｜ Ｍｉｊ ∈ Ｒｎｉ×ｎｊ；Ｍｉｉ ＝ ０；Ｍｉｊ１ｎｊ ＝ ０，ｉ，

ｊ ＝ １，…，ｑ｝， 其中 Ｍｉｊ从 􀭵α 中选取， 则 ϕ 是有限集。

·０１３·
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根据引理 ５ 可定义 􀭵λ ∶ ＝ ｍｉｎ｛λｍｉｎ（Ｍ ＋ ＭＴ） ｜ Ｍ ∈ ϕ｝ 。
定理 ２　 在假设 １ 和假设 ２ 下， 若每个 Ｇℓ（ ｔ） 是平衡图且每一类中均有节点被牵制使得 􀭵Ｇℓ（ ｔ） 保

持弱连通， 则有： １） 􀭵λ≥０。 对于固定的 ｑ 个数组 （ｃ１ ，ｃ２ ，…，ｃｑ）（ｃℓ ＞ ０，ℓ ＝ １，…，ｑ） ， 通过设计反馈

矩阵 Ｋ ＝ ＢＴＰ， 使得线性系统 （１１） 以速率 ϕ ／ （２λｍａｘ（Ｐ）） 达到聚类同步， 其中 ϕ ＝ ｍｉｎｔ∈Ｔ｛γ１ ＋
μ（ ｔ）（γ２ － γ３λｍａｘ（Σ））｝ ＞ ０ ， Ｐ ＞ ０ 是不等式 （４） 和

ＡＴＰＡ ＋ （γ４ － γ１ ）ＡＴＰＢＢＴＰ － γ４ＰＢＢＴＰＡ ＋ γ２Ｉｎ ＜ ０ （１５）
的解， δ ＝ γ１ ， γ２ ＞ ０， γ３ ＞ ０ 及 γ４ ＞ ０， 且满足 􀭵Ｌ（ ｔ） ＋ 􀭵ＬＴ（ ｔ） ≥ γ１ＩＮ ， 􀭵Ｌ（ ｔ） 􀭵ＬＴ（ ｔ） ≤ γ３ＩＮ ， 􀭵ＬＴ（ ｔ） ≤
γ４ＩＮ。 ２） 􀭵λ ＜ ０。 若

ｃℓ ＞ － 􀭵λ ／ λℓ
ｍｉｎ，ℓ ＝ １，…，ｑ， （１６）

则令反馈矩阵 Ｋ ＝ ＢＴＰ， 其中 Ｐ ＞ ０ 是 δ ＝ ξ 时不等式 （４） 和 （１５） 的解， 且 ξ 满足 􀭵Ｌ（ ｔ） ＋ 􀭵ＬＴ（ ｔ） ≥
ξＩＮ 使得系统 （１１） 达到同步状态。

证明　 令 ｅｉ（ ｔ） ＝ ｘｉ（ ｔ） － ｓ􀭰ｉ（ ｔ） 。 类似于式 （９）， 可得误差系统为

ｅΔ（ ｔ） ＝ （（ＩＮ ⊗ Ａ） － 􀭵Ｌ（ ｔ） ⊗ ＢＫ）ｅ（ ｔ）， （１７）
其中 􀭵Ｌ（ ｔ） ＝ Ｌ（ ｔ） ＋ Ｄ（ ｔ） 如式 （１２） 所示。 先证明 １）。 由于 􀭵Ｌ（ ｔ） ＝ 􀭵Ｌℓℓ（ ｔ） ＋ Ｄℓ（ ｔ），ℓ ＝ １，…，ｑ ， 根

据引理 ４ 可以推出，
λｍｉｎ（ 􀭵Ｌ（ ｔ） ＋ 􀭵ＬＴ（ ｔ） ≥ λｍｉｎ（Ｍ（ ｔ） ＋ ＭＴ（ ｔ）） ＋ λｍｉｎｄｉａｇ｛ｃ１ （ 􀭵Ｌ１１ （ ｔ） ＋ 􀭵ＬＴ

１１ （ ｔ）），…，
ｃｑ（ 􀭵Ｌｑｑ（ ｔ） ＋ 􀭵ＬＴ

ｑｑ（ ｔ））｝ ≥ ｍｉｎ｛ｃ１λ１
ｍｉｎ，…，ｃｑλｑ

ｍｉｎ｝ ＞ ０。 （１８）
那么， 定会存在一个常数 γ１ ＞ ０ 使得 􀭵Ｌ（ ｔ） ＋ 􀭵ＬＴ（ ｔ） ≥ γ１ＩＮ 。

考虑 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数 Ｖ（ ｔ） ＝ ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ ⊗ Ｐ）ｅ（ ｔ） ， 其中 Ｐ ＞ ０ 是 δ ＝ γ１ 时不等式 （４） 和 （１５） 的

解。 于是， 令 Ｋ ＝ ＢＴＰ， Σ ＝ ＰＢＢＴＰＢＢＴＰ， 那么， ＶΔ（ ｔ） ≤ ｅＴ（ ｔ）（ＩＮ ⊗ （ＰＡ ＋ ＡＴＰ － γ１ＰＢＢＴＰ））ｅ（ ｔ） ＋
μ（ ｔ）ｅＴ（ ｔ） × （ＩＮ ⊗ （ＡＴＰＡ ＋ （γ４ － γ１ ）ＡＴＰＢＢＴＰ － γ４ＰＢＢＴＰＡ）ｅ（ ｔ） ＋ μ（ ｔ）λｍａｘ（Σ）ｅＴ（ ｔ）（ 􀭵ＬＴ（ ｔ） 􀭵Ｌ（ ｔ）
⊗ Ｉｎ）ｅ（ ｔ） ≤－ γ１ｅＴ（ ｔ）ｅ（ ｔ） － μ（ ｔ）γ２ｅＴ（ ｔ）ｅ（ ｔ） ＋ μ（ ｔ）γ３λｍａｘ（Σ）ｅＴ（ ｔ）ｅ（ ｔ） ＝ － （γ１ ＋ μ（ ｔ）（γ２ －
γ３λｍａｘ（Σ）））ｅＴ（ ｔ）ｅ（ ｔ） ≤－ ϕｅＴ（ ｔ）ｅ（ ｔ）。 因此， 系统可以 ϕ ／ （２λｍａｘ（Ｐ）） 的速率达到聚类同步。

下面证明 ２）。 Ｍ（ｔ） 和 􀭵λ 均与 ｃℓ（ℓ ＝ １，…，ｑ） 无关， 令 Ｌｄ（ｔ） ＝ ｄｉａｇ｛ｃ１ （ 􀭵Ｌ１１ （ｔ） ＋ 􀭵ＬＴ
１１ （ｔ）），…，

ｃｑ（􀭵Ｌｑｑ（ｔ） ＋ 􀭵ＬＴ
ｑｑ（ｔ））｝ ， 那么有 􀭵Ｌ（ｔ） ＋ 􀭵ＬＴ（ｔ） ＝ Ｌｄ（ｔ） ＋Ｍ（ｔ） ＋ＭＴ（ｔ） 。 同样， 为了保证 􀭵Ｌ（ｔ） ＋ 􀭵ＬＴ（ｔ） ＞ ０，

即只需确保 ｄｉａｇ｛ｃ１λ１
ｍｉｎＩｎ１，…，ｃｑλｑ

ｍｉｎＩｎｑ｝ ＋Ｍ（ｔ） ＋ＭＴ（ｔ） ＞ ０ ， 根据引理４， 通过选择合适的 ｃℓ 满足 ｃℓλℓ
ｍｉｎ ＋

􀭵λ ＞ ０（ｃℓ ＞ － 􀭵λ／ λℓ
ｍｉｎ，ℓ ＝ １，…，ｑ） 。 故选择 ξ ＞０ 使得 􀭵Ｌ（ｔ） ＋ 􀭵ＬＴ（ｔ） ≥ ξＩＮ 成立。 其余证明和１） 类似， 略有

不同， 在根据不等式 （４） 选择 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数中的 Ｐ 时令 δ ＝ ξ 即可。 定理证毕。

４　 数值模拟
为了验证以上理论分析， 给出一组参数进行数值模拟。
例 １　 考虑 Ｎ ＝ ７ 分为 ３ 类的线性系统有向网络， Ｇ１ ＝ ｛１，２｝ ， Ｇ２ ＝ ｛３，４，５｝ ， Ｇ３ ＝ ｛６，７｝ 。 时标

ＴＴ ＝ ∪∞
ｌ ＝ ０ ［１． ５ｌ，１． ５ｌ ＋ １］ ， 对所有的 １． ５ｌ ＋ １ 有 μ（ ｔ） ≡ ０． ５ ， 且 ３ 类中分别牵制节点 １， ４， ７。 系统

模型为 ｘΔ
ｉ （ ｔ） ＝ Ａｘｉ（ ｔ） ＋ ＢＫ（ ∑

７

ｊ ＝ １
［ｃｉｊａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ） － ｘｉ（ ｔ）） ＋ ｕｉ（ ｔ））］， 其中 ｘｉ（ ｔ） ＝

ｘｉ１ （ ｔ）
ｘｉ２ （ ｔ）
ｘｉ３ （ ｔ）

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

， Ａ ＝

－ ２ １ １
１ － １ ０
０ １ － １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

， Ｂ ＝
０
１
０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

。 显然， 矩阵对 （Ａ，Ｂ） 稳定。
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网络的加权邻接矩阵 Ａ ＝

０ １ － １ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ １ ０ １
０ ０ ０ ０ ０ ０ － １
０ １ ０ ０ ０ ０ １
０ － １ ０ ０ ０ １ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

。 假设所有节点的初值在 ［ － ５０，５０］ ×

［ － ５０，５０］ × ［ － ５０，５０］ ⊂ Ｒ３ 中随机选取， ｓ１ （ ｔ），ｓ２ （ ｔ），ｓ３ （ ｔ） 分别取 （ － ２０，１５，３０） Ｔ ， （０， － １０，
－ ３０） Ｔ， （２５，０， － ５０） Ｔ ， 且满足 ｌｉｍ

ｔ→∞
ｓｉ（ ｔ） － ｓ ｊ（ ｔ） ≠ ０。

令 Ξ＝ Ｉ７ ， 其中 Ξ１ ＝ Ｉ２ ， Ξ２ ＝ Ｉ３ ， Ξ３ ＝ Ｉ２ 。 容易算出 λｍｉｎ（ΞＬ０ ＋ ＬＴ
０Ξ） ＝ － ２． ０５２ ９ ， 取 ζ ＝ ０． ５ 。

可得类 Ｖ１ ， Ｖ２ 和 Ｖ３ 的耦合强度分别为 ｃ１ ＝ ３，ｃ２ ＝ ４． ５，ｃ３ ＝ ３． ５ 以确保满足式 （８）。 正定矩阵 Ｐ ＝
０． ２２３１ ０． ３２２２ ０． １６７４
０． ３２２２ ０． ６８６９ ０． ３３２６
０． １６７４ ０． ３３２６ ０． ２８７９

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

， 则 Ｋ ＝ ＢＴＰ ＝ （０． ３２２２　 ０． ６８６９　 ０． ３３２６）。

令 Ｅ１ （ ｔ） ＝ ∑
２

ℓ ＝ １
ｘｉ（ ｔ） － ｓ１ （ ｔ） ， Ｅ２ （ ｔ） ＝ ∑

５

ℓ ＝ ３
ｘｉ（ ｔ） － ｓ２ （ ｔ） ， Ｅ３ （ ｔ） ＝ ∑

７

ℓ ＝ ６
ｘｉ（ ｔ） － ｓ３ （ ｔ） 描述

每个类的期望误差， 节点的运动轨迹和误差变化参见图 １ 和图 ２。

图 1 系统在时标 上达到聚类同步

Fig.1 Cluster synchronization of systems on times cale
图 2 E1(t)，E2(t)和 E3(t)在时标 上的轨迹

Fig.2 Evolution of E1(t)，E2(t) and E3(t)
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例 ２　 考虑分为 ２ 类含有 ８ 个节点的网络模型， Ｇ１ ＝ ｛１，２，３，４，５｝ ， Ｇ２ ＝ ｛６，７，８｝ ， 时标ＴＴ 和例 １

中一致。 切换的两个拓扑结构加权邻接阵如下： Ａ １ ＝

０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０ － １ ０
１ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ － １ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ １ ０ ０ １
０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

， Ａ ２ ＝
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０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０ ０ ０ － １ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ １ ０ － １ ０
０ ０ １ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １ １
０ １ ０ ０ ０ １ ０ ０
０ － １ ０ ０ ０ １ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

。 且在两种拓扑结构的 ３ 个类中分别牵制节点 １，４，８ 。 为了方便，

取例 １ 中的矩阵对 （Ａ，Ｂ） 和 ｓ１ （ ｔ），ｓ２ （ ｔ ）， 节点的初值在 ［ － ５０，５０］ ３ ⊂ Ｒ３ 中随机选取， 令 ξ ＝ ０． ２ ，
ｃ１ ＝ ２． ６ ， ｃ２ ＝ ４ 确保不等式 􀭵Ｌ（ ｔ） ＋ 􀭵Ｌ（ ｔ） Ｔ ≥ ξＩＮ 成立。 当不等式 （４） 中 δ ＝ ξ ＝ ０． ２ 时， Ｐ ＝

０． ３２０１ ０． ５１６８ ０． ２６４２
０． ５１６８ １． ０７７６ ０． ５２６９
０． ２６４２ ０． ５２６９ ０． ３８６４

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

， Ｋ ＝ ＢＴＰ ＝ （０． ５１６８　 １． ０７７６　 ０． ５２６９） 。 令 Ｅ１ （ ｔ） ＝ ∑
５

ｉ ＝ １
ｘｉ（ ｔ） －

ｓ１ （ ｔ） ， Ｅ２ （ ｔ） ＝ ∑
８

ｉ ＝ ６
ｘｉ（ ｔ） － ｓ２ （ ｔ） ， 节点的运动轨迹和最终误差参见图 ３ 和图 ４。
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图 3 系统在时标 上达到聚类同步

Fig.3 Cluster synchronization of systems on times cale
图 4 E1(t)，E2(t)在时标 上的轨迹

Fig.4 Evolution of E1(t)，E2(t)

在上述算例中， 若时标ＴＴ ＝ Ｒ， 则距离函数 μ（ ｔ） ≡ ０ ， 此时本文的结果和文献 ［９］ 类似， 因此

本文所得结果不仅包含文献 ［９］ 连续情况下的结果， 还包含了连续与离散混合情况， 是对文献 ［９］
的一种推广和拓展。 上述数值算例表明本文结论正确， 比文献 ［９］ 结果更具有一般性。

５　 结语
通过牵制控制策略， 研究了一般时标上节点之间具有局部耦合状态的线性系统网络聚类同步。 在

固定拓扑结构下， 本文结果表明， 可设计合适的反馈矩阵来达到聚类同步， 只要网络满足 ２ 点： 第

一， 每个聚类的诱导网络拓扑结构具有有向生成树； 第二， 类内的耦合强度与不同类之间强度相比足

够强。 此外， 若要求每个聚类诱导网络拓扑是平衡图， 那么结果可拓展到切换拓扑的情形。 本文还取

得了保证达到聚类同步的类内耦合强度下限以及聚类同步的速率。
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