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一类带限制的 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的三个解
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［摘要］ 应用变分方法， 研究一类带限制的 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程， 证明其在一定条件下解的存在性。 所获

得的三个解： 一个是正解， 一个是负解， 对于第三个解， 本文只证明它的存在性， 而没有确定它的正负性。
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 １． Ｃｈｅｎｇｙｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｃｏｌｌｅｇｅ Ｊｉｍｅｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｘｉａｍｅｎ ３６１０２１ Ｃｈｉｎａ 
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Ａｂｓｔｒａｃｔ Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｒｅｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ａ ｓｅｍｉｌｉｎｅａｒ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｃｏｎ⁃
ｓｔｒａｉｎｔ ｗａｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ． Ｏｎｅ ｗａｓ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｗａｓ ａ ｎｅｇａｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ． Ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｔｓ
ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｗａｓ ｐｒｏｖｅｄ ｂｕｔ ｎｏｔ ｉｔｓ ｐｏｓｉｔｉｖｉｔｙ ｏｒ ｎｅｇａｔｉｖｉｔｙ ｗａｓ ｆｉｘｅｄ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｎｅｇａｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ Ｐａｌａｉｓ⁃Ｓｍａｌｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

０　 引言
作为原子物理学中处理非相对论问题的有力工具， Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程反映了微观粒子的状态随时间

变化的规律。 很多学者对 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程进行了广泛而深入的研究， 特别是近几十年来， 它一直是

数学界的研究热点。
本文考虑如下带限制的 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程

－ Δｕ ＋ ａ（ｘ）ｕ ＝ λｆ（ｘ，ｕ），ｘ ∈ ＲＮ，ｕ ∈ Ｈ１ （ＲＮ），

∫
ＲＮ

（ ∇ｕ ２ ＋ ａ（ｘ）ｕ２ ）ｄｘ ＝ ｒ２ ，

ｕ（ｘ） → ０， ｘ →＋∞ 。

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１）

解的存在性。 若非零函数 ｕ（ｘ） 代入方程 （１）， 可使方程 （１） 恒成立， 且对任意 ｘ ∈ ＲＮ，ｕ（ｘ） ≥ ０ ，
则称 （ｕ，λ） 为方程 （１） 的一个正解； 若非零函数 ｕ（ｘ） 代入方程 （１）， 可使方程 （１） 恒成立， 且

对任意 ｘ ∈ ＲＮ，ｕ（ｘ） ≤ ０ ， 则称 （ｕ，λ） 为方程 （１） 的一个负解。
之前， 有很多文献研究过相关的问题。 例如 Ｋｒｙｓｚｅｗｓｋｉ 等［１］证明了

－ Δｕ ＋ ａ（ｘ）ｕ ＝ ｆ（ｘ，ｕ），ｘ ∈ ＲＮ，ｕ ∈ Ｈ１ （ＲＮ）。 （２）
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在 ａ（ｘ） 与 ｆ（ｘ，ｕ） 关于 ｘ ｊ（ ｊ ＝ １，２，…，Ｎ） 满足周期性的情况下得到方程 （２） 的一个非平凡解； 若 ｆ
关于 ｕ 是奇的， 进一步得到方程 （２） 的无穷多个解。 而后刘竞坤［２］证明半线性椭圆方程

－ Δｕ ＋ ａ（ｘ）ｕ ＝ ｆ（ｘ，ｕ），ｘ ∈ ＲＮ，ｕ ∈ Ｈ１ （ＲＮ），
ｕ（ｘ） → ０， ｘ →＋∞ ，{ （３）

至少存在一个正解与一个负解。 进而文献 ［３ － ５］ 分别在不同条件下研究方程 （１） 解的存在情况。
相对于文献 ［３ － ４］， 本文弱化了 ａ（ｘ） 所满足的条件， 强化了 ｆ（ｘ，ｕ） 所满足的条件， 进而研究问题

（１） 解的存在性。 不同于文献 ［５］， 本文对 ａ（ｘ） 与 ｆ（ｘ，ｕ） 的周期性不做要求。
假设方程 （１） 中 ａ（ｘ） 与 ｆ（ｘ，ｕ） 满足条件： １） ａ（ｘ） ∈ Ｃ（ＲＮ，Ｒ） ， 且 ｉｎｆ

ｘ∈ＲＮ
ａ（ｘ） ＞ ０ ； ２） ｆ ∈

Ｃ１ （ＲＮ × Ｒ，Ｒ） ， 且当 ｕ→０ 时， ｆ（ｘ，ｕ） ＝ ｏ（ ｕ ） 关于 ｘ∈ ＲＮ 一致成立； ３） 存在常数 Ｃ ＞ ０，ｐ∈ （２，
２∗） ， 使得 ｆ（ｘ，ｕ） ≤Ｃ（１ ＋ ｕ ｐ－１ ），ｘ∈ ＲＮ，ｕ∈ Ｒ ， 其中， 当 Ｎ≥３ 时， ２∗ ＝ ２Ｎ ／ （Ｎ － ２） ， 当Ｎ ＝
１， ２ 时， ２∗ ＝ ∞ ； ４ ） 存在常数 η ＞ ２， 使得 ０ ≤ ηＦ（ｘ，ｕ） ≤ ｕｆ（ｘ，ｕ），ｘ ∈ ＲＮ，ｕ ∈ Ｒ ， 其中

Ｆ（ｘ，ｕ） ＝ ∫ ｕ

０
ｆ（ｘ，ｔ）ｄｔ ； ５） 存在 ＲＮ 的开子集 Ω， 使得当 ｕ 足够大时， 有 ｕｆ（ｘ，ｕ） ＞ ０，ｘ ∈ Ω ； ６）

对任意 ρ ＞ ０， 有 ｌｉｍ
ｘ →∞

ｓｕｐ
ｕ ≤ρ

（ ｆ（ｘ，ｕ） ／ ｕ ） ＝ ０。

本文的主要结果是定理 １。
定理 １　 假设 ａ（ｘ） 与 ｆ（ｘ，ｕ） 满足条件 １） —条件 ６）， 则方程 （１） 至少有 ３ 个解。 其中一个为

正解， 一个为负解。

１　 解的存在性
首先确定一些标记。 对 ｓ≥１， 记 ｜·｜ ｓ 为空间 Ｌｓ（ＲＮ） 的范数。 定义 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间

Ｅ： ＝ ｛ｕ ∈ Ｈ１ （ＲＮ）：∫
ＲＮ
ａ（ｘ）ｕ２ ｄｘ ＜ ＋∞ ｝， （４）

其内积为：

（ｕ，ｖ）： ＝ ∫
ＲＮ

（∇ｕ·∇ｖ ＋ ａ（ｘ）ｕｖ）ｄｘ，ｕ，ｖ ∈ Ｅ， （５）

导出的范数为：

ｕ ＝ ［∫
ＲＮ

（ ∇ｕ ２ ＋ ａ（ｘ）ｕ２ ）ｄｘ］ １ ／ ２ ，ｕ ∈ Ｅ。 （６）

由条件 １） 可得连续嵌入 Ｅ → Ｈ１ （ＲＮ） ， 因而

Ｅ → Ｌｓ（ＲＮ）， ２ ≤ ｓ ≤ ２∗。 （７）
设

Ｄｒ： ＝ ｛ｕ ∈ Ｅ：∫
ＲＮ

（ ∇ｕ ２ ＋ ａ（ｘ）ｕ２ ）ｄｘ ＝ ｒ２ ｝， （８）

Ｆ（ｘ，ｕ）： ＝ ∫ ｕ

０
ｆ（ｘ，ｔ）ｄｔ， ｕ ∈ Ｒ， （９）

Ｊ（ｕ）： ＝ ∫
ＲＮ
Ｆ（ｘ，ｕ）ｄｘ， ｕ ∈ Ｅ， （１０）

Ｉ： ＝ Ｊ Ｄｒ， （１１）
则

（Ｊ′（ｕ），ｖ）： ＝ － ∫
ＲＮ
ｆ（ｘ，ｕ）ｖｄｘ， ｕ，ｖ ∈ Ｅ。 （１２）

由 Ｚｅｉｄｌｅｒ［６］可知：
Ｉ′（ｕ） ＝ Ｊ′（ｕ） － ｕ（Ｊ′（ｕ），ｕ） ／ ｕ ２ ， ｕ ∈ Ｄｒ。 （１３）

·３８３·
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　 　 由文献 ［３］ 可知： Ｉ 的临界点与问题 （１） 的解一一对应， 其中 λ ＝ － ｒ２ ／ （Ｊ′（ｕ），ｕ） 。 由条件

２） —条件 ３） 得， 对任意 ε ＞ ０， 存在 Ｋ（ε） ＞ ０ ， 使得

ｆ（ｘ，ｕ） ≤ ε ｕ ＋ Ｋ（ε） ｕ ｐ－１ ， ｘ ∈ ＲＮ，ｕ ∈ Ｒ。 （１４）
　 　 定义 １　 设 Ｅ 为实 Ｂａｎａｃｈ 空间， Ｉ ∈ Ｃ１ （Ｅ，Ｒ） ， 称 Ｉ 满足 Ｐａｌａｉｓ⁃Ｓｍａｌｅ 条件是指： 对任意 ｛ｕｎ｝ ⊂
Ｅ，Ｉ（ｕｎ） 有界， 且 Ｉ′（ｕｎ） → ０ ， 则 ｛ｕｎ｝ 有一收敛子列， 简称 Ｉ 满足 （Ｐ Ｓ） 条件。 对 ｃ∈Ｒ， 称 Ｉ 满足

（Ｐ Ｓ） ｃ 条件是指： 对任意 ｛ｕｎ｝ ⊂ Ｅ ， Ｉ（ｕｎ） → ｃ ， 且 Ｉ′（ｕｎ） → ０ ， 则 ｛ｕｎ｝ 有一收敛子列。 若对任意

ｃ ＞ ０， Ｉ 满足 （Ｐ Ｓ） ｃ 条件， 则称 Ｉ 满足 （Ｐ Ｓ） ＋ 条件； 若对任意 ｃ ＜ ０， Ｉ 满足 （Ｐ Ｓ） ｃ ， 则称 Ｉ 满足 （Ｐ
Ｓ） － 条件。

Ｉ 满足 （Ｐ Ｓ） 条件等价于对任意 ｃ∈Ｒ， Ｉ 满足 （Ｐ Ｓ） ｃ 条件。

命题 １　 Φ（ｕ） ＝ ∫
ＲＮ

（ ∇ｕ ２ ＋ ａ（ｘ）ｕ２ ）ｄｘ ／ ２ － ∫
ＲＮ
Ｆ（ｘ，ｕ）ｄｘ，ｕ ∈ Ｅ ， 满足 Ｐａｌａｉｓ⁃Ｓｍａｌｅ 条件。

证明　 假设 ｛ｕｎ｝ ⊂ Ｅ，Φ（ｕｎ） → ｃ ， 且 Φ′（ｕｎ） → ０ ， 则对 η ＞ ２， 由条件 ４） 得： ηｃ ＋ ｏ（１）（１ ＋
ｕｎ ） ≥ ηΦ（ｕｎ） － （Φ′（ｕｎ），ｕｎ） ≥ （η － ２） ｕｎ

２ ／ ２ 。 因而 ｛ｕｎ｝ 在 Ｅ 上有界， 则存在子列， 仍记为

｛ｕｎ｝ 满足 ｕｎ⇀ｕ∈Ｅ。 由 （Φ′（ｕｎ），ｕｎ － ｕ） → ０ ， 可得：

０ ≤ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｎ→∞

（ ｕｎ
２ － ｕ ２ ） ＝ ｌｉｍ ｓｕｐ

ｎ→∞
（ｕｎ，ｕｎ － ｕ） ＝ ｌｉｍ ｓｕｐ

ｎ→∞ ∫
ＲＮ

ｆ（ｘ，ｕｎ）（ｕｎ － ｕ）ｄｘ。 （１５）

对任意 ε ＞ ０， ρ ＞ １， 有：

１ ） 当 Ｎ ≥ ３ 时， 有 ∫
ｕｎ ≥ρ

ｆ（ｘ，ｕｎ）（ｕｎ － ｕ）ｄｘ ≤ ２Ｃ∫
ｕｎ ≥ρ

ｕｎ
ｐ－１ ｕｎ － ｕ ｄｘ ≤

２Ｃρｐ－２∗∫
ｕｎ ≥ρ

ｕｎ
２∗－１ ｕｎ － ｕ ｄｘ ≤２Ｃρｐ－２∗

ｕｎ
２∗－１
２∗ ｕｎ － ｕ ２∗ 。 由 ｐ ＜ ２∗， 当 ρ 足够大时， 对所有 ｎ∈

Ｎ， 有：

∫
ｕｎ ≥ρ

ｆ（ｘ，ｕｎ）（ｕｎ － ｕ）ｄｘ ≤ ε ／ ３。 （１６）

　 　 ２ ） 当 Ｎ ＝ １， ２ 时， 有 ∫
ｕｎ ≥ρ

ｆ（ｘ，ｕｎ）（ｕｎ － ｕ）ｄｘ ≤ ２Ｃ∫
ｕｎ ≥ρ

ｕｎ
ｐ－１ ｕｎ － ｕ ｄｘ ≤

２Ｃ ／ ρ∫
ｕｎ ≥ρ

ｕｎ
ｐ ｕｎ － ｕ ｄｘ ≤ ２Ｃ ／ ρ ｕｎ

ｐ
∞ ｕｎ － ｕ ∞ 。 由 ｐ ∈ （２， ＋∞ ） ， 当 ρ 足够大时， 对所有 ｎ∈

Ｎ， 式 （１６） 成立。
由条件 ６） 得， 存在 Ｒ ＞ ０， 使得对任意 ｎ∈Ｎ， 有：

∫
ｘ ≥Ｒ， ｕｎ ≤ρ

ｆ（ｘ，ｕｎ）（ｕｎ － ｕ）ｄｘ ≤ ｕｎ ２ ｕｎ － ｕ ２ ｓｕｐ
ｔ ≤ρ， ｘ ≥Ｒ

（ ｆ（ｘ，ｔ） ／ ｔ ） ≤ ε ／ ３。 （１７）

当 ｓ ∈ ［２，２∗） 时， 在 Ｌｓ（ＢＲ（０）） 上有 ｕｎ → ｕ ， 其中 ＢＲ（０） 表示 Ｅ 上到 ０ 的距离为 Ｒ 的点集。 由式

（１４） 得， 当 ｎ∈Ｎ 足够大时， 有：

∫
ｘ ≤Ｒ， ｕｎ ≤ρ

ｆ（ｘ，ｕｎ）（ｕｎ － ｕ）ｄｘ ≤ ε ／ ３。 （１８）

综合式 （１６） ～ 式 （１８） 得， 当 ｎ∈Ｎ 足够大时， 有：

∫
ＲＮ
ｆ（ｘ，ｕｎ）（ｕｎ － ｕ）ｄｘ ≤ ε。 （１９）

由式 （１５） 与式 （１９） 可得 ｕｎ → ｕ ， 因而 Φ 满足 Ｐａｌａｉｓ⁃Ｓｍａｌｅ 条件。

命题 ２　 Ｉ 满足 （Ｐ Ｓ） － 条件。
证明　 对任意 ｃ ＜ ０，｛ｕｎ｝ ⊂ Ｄｒ ， 满足 Ｉ（ｕｎ） → ｃ ， 且 Ｉ′（ｕｎ） → ０ 。 由 Ｊ（ｕｎ） ＝ ｃ ＋ ｏ（１） ＜ ０ 得，

ｕｎ≠０。 因而 （Ｊ′（ｕｎ），ｕｎ） ≠ ０ ， 所以 ｕｎ ＝ ｒ２ （Ｊ′（ｕｎ），ｕｎ） －１ ［Ｊ′（ｕｎ） － Ｉ′（ｕｎ）］ 。 由命题 １ 得 Ｊ′为紧算

子。 又由 ｛ｕｎ｝ 有界得， ｛ｕｎ｝ 有弱收敛子列， 不妨设 ｕｎ⇀ｕ ， 则 Ｊ′（ｕｎ） → Ｊ′（ｕ） ， 可得 （Ｊ′（ｕ），ｕ） ≠

·４８３·
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０ ， 因而 ｕｎ → ｒ２ （Ｊ′（ｕ），ｕ） －１ ［Ｊ′（ｕ） － Ｉ′（ｕ）］ ＝ ｒ２ （Ｊ′（ｕ），ｕ） －１Ｊ′（ｕ） ， 因而 ｛ｕｎ｝ 有收敛子列， 从而

可得 Ｉ 满足 （Ｐ Ｓ） － 条件。
由命题 ２ 与文献 ［７］ 可得， Ｉ 有一个临界值 ｃ ＝ ｉｎｆ

ｕ∈Ｄｒ
Ｊ（ｕ） ＝ ｉｎｆ

ｕ∈Ｄｒ
Ｉ（ｕ） ， 因而 ｕ∈Ｄｒ 为问题 （１）

的非平凡解。
构造函数

􀭰ｆ（ｘ，ｕ）： ＝ ｆ（ｘ，ｕ）， ｕ ≥ ０，
０， ｕ ＜ ０。{ （２０）

考虑椭圆方程

－ Δｕ ＋ ａ（ｘ）ｕ ＝ λ􀭰ｆ（ｘ，ｕ）ｘ ∈ ＲＮ， ｕ ∈ Ｅ，

∫
ＲＮ

（ ∇ｕ ２ ＋ ａ（ｘ）ｕ２ ）ｄｘ ＝ ｒ２ ，

ｕ（ｘ） → ０， ｘ →＋∞ 。

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２１）

􀭵Ｆ（ｘ，ｕ）： ＝ ∫ ｕ

０
􀭰ｆ（ｘ，ｔ）ｄｔ， ｕ ∈ Ｒ， （２２）

􀭰Ｊ（ｕ）： ＝ － ∫
ＲＮ

􀭵Ｆ（ｘ，ｕ）ｄｘ， ｕ ∈ Ｅ， （２３）

􀭰Ｉ： ＝ 􀭰Ｊ Ｄｒ， （２４）
则

􀭰Ｉ′（ｕ） ＝ 􀭰Ｊ′（ｕ） － （ 􀭰Ｊ′（ｕ），ｕ）ｕ ／ ｒ２ ， ｕ ∈ Ｅ。 （２５）
其中， 􀭰Ｉ（ｕ） 的临界点与问题 （２１） 的解一一对应， λ ＝ － ｒ２ ／ （ 􀭰Ｊ′（ｕ），ｕ） 。 ｃ１ ＝ ｉｎｆ

ｕ∈Ｄｒ

􀭰Ｊ（ｕ） ＝ ｉｎｆ
ｕ∈Ｄｒ

􀭰Ｉ（ｕ） 为

􀭰Ｉ 的临界值， 问题 （２１） 至少有一个非平凡解 ｕ１ 。 设Ａ： ＝ ｛ｘ∈ ＲＮ：ｕ１ （ｘ） ＜ ０｝ ， 由条件 ４） 与条件

５） 得， （ 􀭰Ｊ′（ｕ１ ），ｕ１ ） ＝ － ∫
ＲＮ

􀭰ｆ（ｘ，ｕ１ （ｘ））ｕ１ （ｘ）ｄｘ ＜ ０ ， 因而 λ ＝ － ｒ２ ／ （ 􀭰Ｊ′（ｕ１ ），ｕ１ ） ＞ ０ 。 由式 （２０）

得， － Δｕ１ ＋ ａ（ｘ）ｕ１ ＝ ０，ｘ ∈ Ａ ， 且当 ｘ →＋∞ 时， ｕ１ （ｘ） → ０ 。 由极值原理［８］得， ｕ１ （ｘ） ≥ ０，ｘ ∈

Ａ 与 Ａ 的定义矛盾， 所以 Ａ ＝ ∅。 从而可得， ｕ１ （ｘ） ≥ ０，ｘ ∈ ＲＮ 。 由 ｕ１ （ｘ） 为式 （２１） 的解， 得：
－ Δｕ１ ＋ ａ（ｘ）ｕ１ ＝ λ􀭰ｆ（ｘ，ｕ１ ） ＋ － λ􀭰ｆ（ｘ，ｕ１ ） － ＝ ［λ􀭰ｆ（ｘ，ｕ１ ） ＋ ／ （ － ｕ１ ）］（ － ｕ１ ） － ［λ􀭰ｆ（ｘ，ｕ１ ） － ／ （ － ｕ１ ）］
（ － ｕ１ ） ， 其中， ｆ ＋： ＝ ｍａｘ｛ｆ，０｝，ｆ －： ＝ ｍｉｎ｛ｆ，０｝ ， 因而 Δ（ － ｕ１ ） ＋ ［ － ａ（ｘ） － λ􀭰ｆ（ｘ，ｕ１ ） － ／ ｕ１ ］（ － ｕ１ ） ＝
［λ􀭰ｆ（ｘ，ｕ１ ） ＋ ／ （ － ｕ１ ）］（ － ｕ１ ） ≥ ０。

由强极值原理［８］得， ｕ１ （ｘ） ≠ ０，ｘ ∈ ＲＮ 。 因而 ｕ１ 为方程 （１） 的正解。 同理可得方程 （１） 的一

个负解 ｕ２ 。
问题 （１） 的正解 ｕ１ 与负解 ｕ２ 均为 Ｉ 在 Ｅ 中的局部极小值点， 假设 Ｉ 的临界点都是孤立的。 接

下来， 引入山路引理。
引理 １［９］ 　 设 Ｅ 为 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间， Ｉ ∈ Ｃ２ （Ｅ，Ｒ），ｅ ∈ Ｅ，ｌ ＞ ０ ， 使得 ｅ ＞ ｌ， 且 ｂ ＝ ｉｎｆ

ｕ ＝ ｌ
Ｉ（ｕ） ＞

Ｉ（０） ≥ Ｉ（ｅ） 。 若 Ｉ 满足 （Ｐ Ｓ） ｃ 条件， 其中 ｃ ＝ ｉｎｆ
ｇ∈Γ

ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

Ｉ（ｇ（ ｔ）），Γ ＝ ｛ｇ ∈ Ｃ（［０，１］，Ｅ）：ｇ（０） ＝ ０，

ｇ（１） ＝ ｅ｝ ， 则 ｃ 为 Ｉ 的临界点。
由命题 ２ 得， Ｉ 满足 （ＰＳ） － 条件； 由条件 ２） 得： Ｉ ∈ Ｃ２ （Ｄｒ，Ｒ） 。 存在 ｕ１ ＞ ０， ｕ２ ＜ ０ 为 Ｉ 在 Ｅ 的

局部极小值点。
不妨设 Ｉ（ｕ１ ） ＝ ｃ１ ，Ｉ（ｕ１ ） ≥ Ｉ（ｕ２ ） ， 由 ｕ１ 为 Ｉ 在 Ｅ 上的局部极小值可得： １） 存在 β ＞ ０， α ＞ ０，

使得 Ｉ ∂Ｂβ（ｕ１） ≥ ｃ１ ＋ α ； ２） ｕ２ ∈ Ｄｒ ＼ Ｂβ（ｕ１ ） ， Ｉ（ｕ２ ） ≤ ｃ１ ， 其中： Ｂβ（ｕ１ ） 表示 Ｄｒ 上到 ｕ１ 的距离为 β
的点集； ∂Ｂβ（ｕ１ ） 表示 Ｂβ（ｕ１ ） 在 Ｄｒ 上的边界。

令： Γ０ ＝ ｛ｇ∈Ｃ（［０，１］，Ｄｒ）：ｇ（０） ＝ ｕ１ ，ｇ（１） ＝ ｕ２ ｝， ｃ０ ＝ ｉｎｆ
ｇ∈Γ０

ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

Ｉ（ｇ（ ｔ）） ， 对任意 ｇ∈Ｃ（［０，

·５８３·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

１］，Ｄｒ） ， 有 ｇ［０，１］ 为 Ｄｒ 上的紧集， 因而存在 ｎ∈Ｎ， 对 ｋ ＝ １，２，…，ｎ ， 存在 ｕｋ ∈ Ｄｒ，δｋ ＞ ０ ， 使得

Ｉ（ｕｋ） ＝ ｃｋ ＜ ０ ， ｇ［０，１］ ⊂ ∪
ｎ

ｋ ＝ １
Ｂδｋ（ｕｋ） ， 因而任意 ｕ ∈ ｇ（［０，１］） ， 存在 ｋ ＝ １，２，…，ｎ ， 使得 ｕ ∈

Ｂδｋ（ｕｋ） ， 又因 为 对 任 意 ｕ ∈ Ｂδｋ（ｕｋ） ， 有 Ｉ（ｕ） ＜ ｃｋ ／ ２ ， 因 而 ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

Ｉ（ｇ（ ｔ）） ＜ ０ ， 则 ｃ０ ＝

ｉｎｆ
ｇ∈Γ０

ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

Ｉ（ｇ（ ｔ）） ＜ ０ ， 从而可得， Ｉ 满足 （Ｐ Ｓ） ｃ０ 条件。

又由 ｕ１ 、 ｕ２ 为 Ｉ 的局部极小值点及 １） 和 ２） 得， Ｉ 满足以 ｕ１ 、 ｕ２ 为基点的山路引理的几何假设，
由山路引理得： Ｉ 有第 ３ 个临界点 ｕ３ ， 使得 Ｉ（ｕ３ ） ＝ ｃ０ ， 即得方程 （１） 的第 ３ 个解， 从而可得定理 １
成立。
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