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时标上切换系统在异步切换下的稳定性分析

赵亚茹， 黄振坤

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 研究在异步切换控制下时标上时滞切换系统的全局一致指数型稳定性问题。 基于时标上的微

积分理论， 通过构建分段李雅普诺夫函数和利用平均驻定时间方法， 使系统在时标上达到全局一致指数型

稳定。 给出数值模拟， 验证所得结果的可行性。
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０　 引言
作为一个混合动态系统， 切换系统是由一系列子系统和一个切换信号构成的。 此类控制系统适用

领域十分广泛， 如交通网络［１］ 、 航空交通［２］ 以及机器人操作［３］ 等。 因此， 近年来有关切换系统已经

有了大量的研究成果［４ － ６］ 。 众所周知， 时滞现象在实际工程控制中是非常普遍的， 并且已是引起系统

不稳定的重要原因， 因而时滞切换系统也受到学者们的广泛关注［７ － ９］ 。
另一方面， 在理想状态下， 控制器的切换跟其相对应的子系统切换是保持一致的， 即控制器跟其

相对应子系统是同步切换的。 但在实际操作中， 系统需要时间去辨别活跃的子系统是否同其控制器相

匹配， 因此控制器的切换时间就可能会落后于其对应子系统的切换时间， 这就导致了异步切换。 因而

研究异步切换问题是十分有意义的， 并且也获得了大量的研究成果［１０ － １９］ 。 如： 文献 ［１０］ 研究了在

连续情形和离散情形下切换线性系统的异步切换问题； 文献 ［１１］ 研究了异步切换下具有时滞的不

确定切换非线性系统的控制合成和稳定性问题； 文献 ［１２］ 研究了在异步切换下时滞切换系统的输
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出反馈稳定性问题。 与此同时， 离散情形下的异步切换问题也有了大量的成果， 如： 文献 ［１５］ 给

出了离散切换系统达到稳定性的充分条件； 文献 ［１６］ 研究了离散脉冲切换系统在异步控制下的稳

定性问题； 文献 ［１７］ 研究了离散单一切换系统的状态反馈控制问题。
如上所述， 已有的研究结果都是将切换系统的离散状态和连续状态分开来研究的。 事实上， 离散

状态总是伴随着连续状态， 为方便其见， 将这两种状态放在一起考虑是十分有研究价值的。 自 Ｈｉｌｇｅｒ
提出时标理论以来， 已经得到了学者们的极大关注并且取得了很多研究成果［２０ － ２６］ 。 但是， 很少有学

者去关注在混合时间域内有关异步切换的问题。 受文献 ［１０、 １２、 ２７］ 的启发， 本文主要研究了在

时标上时滞切换系统的异步切换问题， 利用李雅普诺夫函数方法、 时标理论、 不等式技巧等得到了时

滞切换系统在异步切换下的稳定性判据。

１　 预备知识和模型介绍
本节给出一些关于时标的基本定义及相关概念， 可参见文献 ［２３］。
时标是指实数集ℝ 上的任意一个非空闭子集， 用ＴＴ 来表示。 前跳算子 σ： ＴＴ→ＴＴ， 定义为 σ（ ｔ）：＝

ｉｎｆ｛ ｓ ∈ ＴＴ：ｓ ＞ ｔ｝ ， 当 ｓｕｐ ＴＴ ∈ ＴＴ 时， 有 σ（ｓｕｐ ＴＴ） ＝ ｓｕｐ ＴＴ 。 后跳算子 ρ： ＴＴ → ＴＴ 定义为 ρ（ ｔ）：＝
ｓｕｐ｛ ｓ ∈ ＴＴ：ｓ ＜ ｔ｝ ， 且当 ｉｎｆ ＴＴ ∈ ＴＴ 时， 有 ρ（ｉｎｆ ＴＴ） ＝ ｉｎｆ ＴＴ 。 一般假定 ＴＴ０ ＝ ＴＴｋ ∩ ［０， ＋∞ ） 。

定义 １［２３］ 　 距离函数 μ：ＴＴ → ℝ＋ 定义为 μ（ ｔ）：＝ σ（ ｔ） － ｔ ， 则当ＴＴ ＝ ℝ 时， μ（ ｔ） ＝ ０ ； 当 ＴＴ ＝ ℤ 时，
μ（ ｔ） ＝ １ 。 当 ρ（ ｔ） ＝ ｔ（σ（ ｔ） ＝ ｔ） 时， 称之为左 （右） 稠密点； 当 ρ（ ｔ） ＜ ｔ（σ（ ｔ） ＞ ｔ） 时， 称之为

左 （右） 扩散点。 集合 ＴＴｋ 如下定义： 若 ＴＴ 有一个左扩散的最大点 ｍ， 则 ＴＴｋ ＝ ＴＴ － ｛ｍ｝ ； 否则，
ＴＴｋ ＝ ＴＴ 。

定义 ２［２３］ 　 设 ｆ：ＴＴ → ℝ ，ｔ ∈ ＴＴｋ 。 若存在 ｆΔ（ｔ） ， 对任意的 ε ＞ ０ ， 存在 ｔ 的一个邻域 Ｕ ⊂ ＴＴ ， 使得

对任给的 ｓ ∈ Ｕ ， 有 ｆ（σ（ｔ）） － ｆ（ｓ） － ｆΔ（σ（ｔ） － ｓ） ≤ σ（ｔ） － ｓ ， 则称 ｆΔ（ｔ） 为 ｆ（ｔ） 的 Δ － 导数。
若 ｆ 在 ｔ 点连续且 ｔ 是右扩散的， 则 ｆΔ（ ｔ） 定义为 ｆΔ（ ｔ） ＝ （ ｆ（σ（ ｔ）） － ｆ（ ｔ）） ／ （σ（ ｔ） － ｔ） ； 若 ｆ 在

ｔ 非右扩散且极限存在， 则其导数定义为 ｆΔ（ ｔ） ＝ ｌｉｍ
ｓ→ｔ

［（ ｆ（σ（ ｔ）） － ｆ（ ｓ）） ／ （σ（ ｔ） － ｓ）］ ＝ ｌｉｍ
ｓ→ｔ

［（ ｆ（ ｔ） －

ｆ（ ｓ）） ／ （ ｔ － ｓ）］ 。 若函数 ｆ，ｇ：ＴＴ → ℝ 在 ｔ ∈ ＴＴｋ 点处是 Δ － 可微的， 则有 （ ｆ（ ｔ）ｇ（ ｔ）） Δ ＝ ｆΔ（ ｔ）ｇ（ ｔ） ＋
ｆ（σ（ ｔ））ｇΔ（ ｔ） 。

定义 ３［２３］ 　 若 ｆ 在ＴＴ 上的每一个右稠密点连续， 在ＴＴ 上的每一个左稠密点存在一个有限的左极限，
则称函数 ｆ： ＴＴ→ℝ 是右稠密连续函数。

设 Ｃｒｄ表示右稠密连续函数集。 如果 ｆ ∈ Ｃｒｄ 且 １ ＋ μ（ ｔ） ｆ（ ｔ） ≠ ０ ， 则称 ｆ 为回归函数。 Ｒ 表示右

稠密连续回归函数集。 如果 ｆ ∈ Ｃｒｄ 且 １ ＋ μ（ ｔ） ｆ（ ｔ） ＞ ０ ， 则称 ｆ 是正回归的， 用 Ｒ ＋ 表示。

定义 ４［２３］ 　 定义指数函数 ｅｐ（ ｔ，ｓ） ＝ ｅｘｐ（∫ ｔ

ｓ
ξμ（τ） （ｐ（τ））Δτ），ｓ，ｔ ∈ ＴＴｋ ， 其中 ｐ ∈Ｒ 。 定义柱变换

ξｈ：ＣＣｈ → ＺＺｈ ， ξｈ（ ｚ） ＝ Ｌｏｇ（１ ＋ ｚｈ） ／ ｈ，ｈ ＞ ０ ， 其中： ＣＣｈ：＝ ｛ ｚ ∈ ＣＣ：ｃ ≠ １ ／ ｈ｝ ， ＺＺｈ：＝ ｛ ｚ ∈ ＣＣ： － π ／ ｈ ＜
Ｉｍ（ ｚ） ≤ π ／ ｈ｝ ， Ｌｏｇ（·） 为对数主值。 当 ｈ ＝ ０， 定义 ξ０ （ ｚ） ＝ ｚ，ｚ ∈ ＣＣ 。

引理 １［２３］ 　 设 ｐ ∈ Ｒ ， ｔ０ ∈ ＴＴｋ 为常值。 指数函数 ｅｐ（·，ｔ０ ） 是初值问题 ｘΔ ＝ ｐ（ ｔ）ｘ ， ｘ（ ｔ０ ） ＝ １ ，
ｔ ∈ ＴＴｋ 的唯一解， 且有：ⅰ） ｅｐ（ｔ，ｔ） ≡１ 且 ｅ０ （ｔ，ｓ） ≡１ ； ⅱ） ｅｐ（σ（ｔ），ｓ） ＝ （１ ＋ μ（ｔ）ｐ（ｔ）） ｅｐ（ ｔ，ｓ） ； ⅲ）
ｅΔ

ｐ （ ｔ，ｓ） ＝ ｐ（ ｔ）ｅｐ（ ｔ，ｓ） ， ｅΔ
􀱉ｐ（ ｔ，ｓ） ＝ 􀱉 ｐ（ ｔ）ｅ􀱉ｐ（ ｔ，ｓ） ； ⅳ） 若 ｐ∈Ｒ ＋ ， 则 ｅｐ（ ｔ，ｔ０ ） ＞ ０ ， ｔ ∈ ＴＴｋ 。

引理 ２ 　 设 􀭿Ｍ 为 正 定 矩 阵， 􀭵γ 为 正 数， 向 量 函 数 ω： ［０，􀭵γ］ ＴＴ → ℝ ｎ ， 则 不 等 式

（∫􀭵γ

０
ω（ ｓ）Δｓ） Ｔ 􀭿Ｍ（∫􀭵γ

０
ω（ ｓ）Δｓ） ≤ 􀭵γ∫􀭵γ

０
ω（ ｓ） Ｔ 􀭿Ｍω（ ｓ）Δｓ 成立。

证明　 因为 ∫􀭵γ

０
Δｓ ＝ 􀭵γ ， 其证明方法与文献 ［２６］ 中的引理 １ 相似， 在此省略。

引理 ３［２３］ 　 若 ｆ， ｆ Δ 在时标ＴＴ 上是连续的， 且 ａ（ｔ） ， ｂ（ｔ） 是关于 ｔ 的函数， 则有 （∫ ａ（ ｔ）

ｂ（ ｔ）
ｆ（ｔ，ｓ）Δｓ）Δ ＝

·４６４·
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ｆ（σ（ｔ），ａ（ｔ）） － ｆ（σ（ｔ），ｂ（ｔ）） ＋ ∫ ａ（ ｔ）

ｂ（ ｔ）
ｆ Δ（ｔ，ｓ）Δｓ 。

引理 ４　 设 ａ，ｂ ∈ ＴＴ ， 常数 ｐ ∈ Ｒ＋ 。 若 ａ ≤ ｂ ， 则 ｅｐ（ｂ，ａ） ≤ ｅｐ（ｂ －ａ） 。
证明　 其证明过程同文献 ［２５］ 中的引理 ３ 相似， 在此省略。
考虑在时标ＴＴ 上的时滞切换系统：

ｘΔ（ ｔ） ＝ Ａσ^（ ｔ） ｘ（ ｔ） ＋ Ｂσ^（ ｔ） ｘ（ ｔ － τ） ＋ ｕ（ ｔ），ｘ（θ） ＝ ψ（θ），∀θ ∈ ［ － τ，０］ ＴＴ， （１）
其中： ｘ（ ｔ） ∈ Ｒｎ 是系统的状态； ｕ（ ｔ） ∈ Ｒｎ 是控制输入； τ 是时滞常数， 且 ｔ － τ ∈ ＴＴ ； ψ（θ） 是在区
间 ［ － τ，０］ ＴＴ 上可微的初值向量函数。 切换信号 σ^（ ｔ）：［０，∞ ） ＴＴ → Ｍ ＝ ｛１，２，…，ｍ｝ 是由时间确定的

分段常数函数。 Ａｌｉ
和 Ｂｌｉ

是具有恰当维数的子系统的系数矩阵。 本文假设在有限的切换间隔内切换的

次数是有限的。
本文的控制器设计如下：

ｕ（ ｔ） ＝ Ｋσ^（ ｔ －τｄ（ ｔ）） ｘ（ ｔ）， （２）
其中 ｔ∈ＴＴ， τｄ（ ｔ） 是不确定的切换时滞且满足 ０ ≤ τｄ（ ｔ） ≤ τｄ 。 不失一般性， 假设 τｄ ≤ ｔｉ ＋１ － ｔｉ ， ｉ ∈ ＮＮ。
结合式 （１） 和式 （２）， 得到如下模型：

ｘΔ（ ｔ） ＝ （Ａσ^（ ｔ） ＋ Ｋσ^（ ｔ －τｄ（ ｔ）） ）ｘ（ ｔ） ＋ Ｂσ^（ ｔ） ｘ（ ｔ － τ），ｔ ∈ ＴＴ。 （３）
　 　 定义 ５　 若系统 （１） 的解 ｘ（ ｔ） 满足 ｘ（ ｔ） ≤ κｅ －λ（ ｔ －ｔ０） ｘ（ ｔ０ ） τ，∀ｔ ≥ ｔ０ ， 其中， κ ＞ ０，λ ＞ ０ ，

ｘ（ ｔ０ ） τ ＝ ｓｕｐ
θ∈［ －τ，０］ＴＴ

ｘ（ ｔ ＋ θ） ， 则系统 （１） 在时标ＴＴ 上达到全局一致指数稳定性。
定义 ６　 对于任意 Ｔ２ ≥ Ｔ１ ≥ ０ ， 设 Ｎσ^（Ｔ１ ，Ｔ２ ） 是切换信号 σ^（ ｔ） 在区间 （Ｔ１ ，Ｔ２ ） ⊂ ＴＴ 内的切换次

数。 假设对于 τａ ＞ ０ 和 Ｎ０ ≥０， 有 Ｎσ^（Ｔ１ ，Ｔ２ ） ≤ Ｎ０ ＋ （Ｔ２ － Ｔ１ ） ／ τａ 成立， 则称 τａ 为平均驻定时间， Ｎ０

为振颤界。

２　 主要结果
定理 １　 设 α ＞ ０， β ＞ ０， τ ≥ ０， τｄ ≥ ０， ν≥１， 时标ＴＴ 满足 １ － αμ（ ｔ） ＞ ０ 。 若存在 Ｐ ｌｉ

＞ ０ ，
Ｑｌｉ

＞ ０ ， Ｐ ｌｉｌ ｊ
＞ ０ ， Ｑｌｉｌ ｊ

＞ ０ ， ∀ｌｉ，ｌ ｊ ∈ Ｍ ， 使得

∑ ｌｉ ＝
∑１１

Ｐ ｌｉ
Ｂｌｉ

＋ μ（ ｔ）（Ａｌｉ
＋ Ｋｌｉ

） ＴＰ ｌｉ
Ｂｌｉ

∗ μ（ ｔ）ＢＴ
ｌｉ
Ｐ ｌｉ

Ｂｌｉ
－ （１ － μ（ ｔ）α）ｅ －α（ ｔ，ｔ － τ）Ｑｌｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

＜ ０， （４）

∏ ｌｉ ｌ ｊ ＝
∏１１

Ｐ ｌｉｌ ｊ
Ｂｌｉ

＋ μ（ ｔ）（Ａｌｉ
＋ Ｋｌ ｊ

） ＴＰ ｌｉｌ ｊ
Ｂ ｌｉ

０

∗ － １ － μ（ ｔ）α）ｅ －α（ ｔ，ｔ － τ）Ｑｌｉｌ ｊ
０

０ ０ － （α ＋ β）ｅ －α（ ｔ，ｔ － τ） ／ τＱｌｉｌ ｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＜ ０， （５）

Ｐ ｌｉ
≤ νＰ ｌｉｌ ｊ

，Ｑｌｉ
≤ νＱ ｌｉ ｌ ｊ，Ｐ ｌｉｌ ｊ

≤ νＰ ｌ ｊ
，Ｑｌｉｌ ｊ

≤ νＱｌ ｊ
（６）

成立， 其中： ∑１１
＝ Ｐｌｉ

（Ａｌｉ
＋ Ｋｌｉ

） ＋ μ（ｔ）（Ａｌｉ
＋ Ｋｌｉ

）ＴＰｌｉ
（Ａｌｉ

＋ Ｋｌｉ
） ＋ （Ａｌｉ

＋ Ｋｌｉ
）ＴＰｌｉ

＋ αＰｌｉ
＋ （１ －

μ（ｔ）α）Ｑｌｉ
， ∏１１

＝ Ｐｌｉｌ ｊ
（Ａｌｉ

＋ Ｋｌ ｊ
） ＋ μ（ｔ）（Ａｌｉ

＋ Ｋｌ ｊ
）ＴＰｌｉｌ ｊ

（Ａｌｉ
＋ Ｋｌ ｊ

） ＋ （Ａｌｉ
＋ Ｋｌ ｊ

）ＴＰｌｉｌ ｊ
＋ （１ － μ（ｔ）α）Ｑｌｉｌ ｊ

－
βＰｌｉｌ ｊ

， 则对于任意的切换信号， 控制器 （２） 可以确保系统 （１） 在时标ＴＴ 上达到全局一致指数稳定

性， 其中平均驻定时间 τａ 满足

τａ ＞ τ∗
ａ ＝ ［２ ｌｎ ν ＋ （α ＋ β）τｄ］ ／ α。 （７）

　 　 证明　 由于切换时滞的存在， 当第 ｌ ｊ 子系统转换为第 ｌｉ 个子系统时， 控制器 Ｋｌ ｊ
仍然要在第 ｌｉ 个

子系统上运行 τｄ（ ｔｉ） 时间。 因此， 对于任意 ｌｉ，ｌ ｊ ∈ Ｍ ， ｌｉ ≠ ｌ ｊ ， 可得：

ｘΔ（ ｔ） ＝

（Ａｌ０ ＋ Ｋｌ０ ）ｘ（ ｔ） ＋ Ｂｌ０ ｘ（ ｔ － τ ），ｔ ∈ ［ ｔ０ ，ｔ１ ） ＴＴ，

（Ａｌｉ
＋ Ｋｌ ｊ

）ｘ（ ｔ） ＋ Ｂｌｉ
ｘ（ ｔ － τ ），ｔ ∈ ［ ｔｉ，ｔｉ ＋ τｄ（ ｔｉ）） ＴＴ，ｉ ∈ ＮＮ ＋ ，

（Ａｌｉ
＋ Ｋｌｉ

）ｘ（ ｔ） ＋ Ｂｌｉ
ｘ（ ｔ － τ ），ｔ ∈ ［ ｔｉ ＋ τｄ（ ｔｉ），ｔｉ ＋１ ） ＴＴ，ｉ ∈ ＮＮ ＋ 。

ì

î

í

ï
ï

ïï

（８）

·５６４·
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考虑如下李雅普诺夫函数：

Ｖ􀭾σ（ ｔ） ＝ ｘＴ（ ｔ）Ｐ􀭾σｘ（ ｔ） ＋ ∫ ｔ

ｔ －τ
ｘＴ（ ｓ）ｅ －α（ ｔ，ｓ）Ｑ􀭾σｘ（ ｓ）Δｓ， （９）

其中 􀭾σ ＝
ｌ０ ，ｔ ∈ ［ ｔ０ ，ｔ１ ） ＴＴ，

ｌｉ ｌ ｊ，ｔ ∈ ［ ｔｉ，ｔｉ ＋ τｄ（ ｔｉ）） ＴＴ，ｉ ∈ ＮＮ ＋ ，

ｌｉ，ｔ ∈ ［ ｔｉ ＋ τｄ（ ｔｉ），ｔｉ ＋１ ） ＴＴ，ｉ ∈ ＮＮ ＋ 。

ì

î

í

ïï

ïï

当 ｔ ∈ ［ｔｉ ＋ τｄ（ｔｉ），ｔｉ＋１）ＴＴ 时， ＶΔ
ｌｉ （ｔ） ＋ αＶｌｉ（ｔ） ＝ ｘＴ（ｔ）［Ｐｌｉ（Ａｌｉ ＋ Ｋｌｉ） ＋ μ（ｔ）（Ａｌｉ ＋ Ｋｌｉ）

ＴＰｌｉ（Ａｌｉ ＋ Ｋｌｉ） ＋
（Ａｌｉ

＋ Ｋｌｉ
） ＴＰ ｌｉ

＋ αＰ ｌｉ
＋ （１ － μ（ ｔ）α）Ｑｌｉ

］ｘ（ ｔ） ＋ ｘＴ（ ｔ）［Ｐ ｌｉ
Ｂｌｉ

＋ μ（ ｔ）（Ａｌｉ
＋ Ｋｌｉ

） ＴＰ ｌｉ
Ｂｌｉ

］ｘ（ ｔ － τ） ＋ ｘＴ（ ｔ －
τ）［ＢＴ

ｌｉ
Ｐ ｌｉ

＋ μ（ ｔ）ＢＴ
ｌｉ
Ｐ ｌｉ

（Ａｌｉ
＋ Ｋｌｉ

）］ｘ（ ｔ） ＋ ｘＴ（ ｔ － τ）［μ（ ｔ）ＢＴ
ｌｉ
Ｐ ｌｉ

Ｂｌｉ
－ （１ － μ（ ｔ）α）ｅ －α（ ｔ，ｔ － τ）Ｑｌｉ

］ｘ（ ｔ －

τ） ＝ ξＴ（ ｔ）∑ ｌｉ
ξ（ ｔ） ， 其中 ξＴ（ ｔ） ＝ （ｘＴ（ ｔ），ｘＴ（ ｔ － τ）） 。 由式 （４） 可得：

ＶΔ
ｌｉ
（ ｔ） ＋ αＶｌｉ

（ ｔ） ≤ ０， ｔ ∈ ［ ｔｉ ＋ τｄ（ ｔｉ），ｔｉ ＋１ ） ＴＴ。 （１０）
　 　 当 ｔ ∈ ［ ｔｉ，ｔｉ ＋ τｄ（ ｔｉ）） ＴＴ 时， 由引理 １—引理 ３ 得：

ＶΔ
ｌｉｌ ｊ

（ ｔ） － βＶｌｉｌ ｊ
（ ｔ） ＝ ｘＴ（ ｔ）Ｐ ｌｉｌ ｊ

ｘΔ（ ｔ） ＋ ｘΔＴ（ ｔ）Ｐ ｌｉｌ ｊ
ｘ（σ（ ｔ）） ＋ ｘＴ（ ｔ）ｅ －α（σ（ ｔ），ｔ）Ｑｌｉｌ ｊ

ｘ（ ｔ） － ｘＴ（ ｔ －

τ）ｅ －α（σ（ ｔ），ｔ － τ）Ｑｌｉｌ ｊ
ｘ（ ｔ － τ） － α∫ ｔ

ｔ －τ
ｘＴ（ ｓ）ｅ －α（ ｔ，ｓ）Ｑｌｉｌ ｊ

ｘ（ ｓ）Δｓ － βｘＴ（ ｔ）Ｐ ｌｉｌ ｊ
ｘ（ ｔ） － β∫ ｔ

ｔ －τ
ｘＴ（ ｓ）ｅ －α（ ｔ，

ｓ）Ｑｌｉｌ ｊ
ｘ（ ｓ）Δｓ ≤ ｘＴ（ ｔ）Ｐ ｌｉｌ ｊ

ｘΔ（ ｔ） ＋ ｘΔＴ（ｔ）Ｐｌｉｌｊｘ（σ（ｔ）） ＋ （１ － αμ（ｔ））ｘＴ（ｔ）Ｑｌｉｌｊｘ（ｔ） － ｘＴ（ｔ － τ）ｅ－α（σ（ｔ），ｔ －

τ）Ｑｌｉｌｊｘ（ｔ － τ） － βｘＴ（ｔ）Ｐｌｉｌｊｘ（ｔ） － （α ＋ β）ｅ －α（ ｔ，ｔ － τ） ／ τ∫ ｔ

ｔ －τ
ｘＴ（ ｓ）ΔｓＱｌｉｌ ｊ∫

ｔ

ｔ －τ
ｘ（ ｓ）Δｓ。

根据以上不等式， 可以得出：
ＶΔ

ｌｉｌ ｊ
（ ｔ） － βＶｌｉｌ ｊ

（ ｔ） ≤ ｘＴ（ ｔ）［Ｐ ｌｉｌ ｊ
（Ａｌｉ

＋ Ｋｌ ｊ
） ＋ μ（ ｔ）（Ａｌｉ

＋ Ｋｌ ｊ
） ＴＰ ｌｉｌ ｊ

（Ａｌｉ
＋ Ｋｌ ｊ

） ＋ （Ａｌｉ
＋ Ｋｌ ｊ

） ＴＰ ｌｉｌ ｊ
＋ （１ －

μ（ ｔ）α）Ｑｌｉｌ ｊ
－ βＰ ｌｉｌ ｊ

］ｘ（ ｔ） ＋ ｘＴ（ ｔ）［Ｐ ｌｉｌ ｊ
Ｂｌｉ

＋ μ（ ｔ）（Ａｌｉ
＋ Ｋｌ ｊ

） ＴＰ ｌｉｌ ｊ
Ｂｌｉ

］ｘ（ ｔ － τ） ＋ ｘＴ（ ｔ － τ）［ＢＴ
ｌｉ
Ｐ ｌｉｌ ｊ

＋

μ（ ｔ）ＢＴ
ｌｉ
Ｐ ｌｉｌ ｊ

（Ａｌｉ
＋ Ｋｌ ｊ

）］ｘ（ ｔ） ＋ ｘＴ（ ｔ － τ）［ － （１ － μ（ ｔ）α）ｅ －α（ ｔ，ｔ － τ）Ｑｌｉｌ ｊ
］ｘ（ ｔ － τ） ＋ ∫ ｔ

ｔ －τ
ｘＴ（ ｓ）Δｓ

［ － （α ＋ β）ｅ －α（ ｔ，ｔ － τ）Ｑｌｉｌ ｊ
／ τ］∫ ｔ

ｔ －τ
ｘ（ ｓ）Δｓ。

由式 （ ５ ） 可 知 ＶΔ
ｌｉｌ ｊ

（ ｔ） － βＶｌｉｌ ｊ
（ ｔ） ≤ ζＴ（ ｔ）∏ ｌｉｌ ｊ

ζ（ ｔ） ， 其 中 ζＴ（ ｔ） ＝ （ｘＴ（ ｔ），ｘＴ（ ｔ － τ） ，

∫ ｔ

ｔ －τ
ｘＴ（ ｓ）Δｓ）。 从而有

ＶΔ
ｌｉｌ ｊ

（ ｔ） － βＶｌｉｌ ｊ
（ ｔ） ≤ ０，ｔ ∈ ［ ｔｉ，ｔｉ ＋ τｄ（ ｔｉ）） ＴＴ。 （１１）

　 　 结合式 （６）、 式 （９） —式 （１１） 和引理 ４， 对于任意 ｔ ∈ ［ ｔｉ，ｔｉ ＋ τｄ（ ｔｉ）） ＴＴ ， 可知 Ｖｌｉｌ ｊ
（ ｔ） ≤ ｅβ（ ｔ，

ｔｉ）Ｖｌｉｌ ｊ
（ｔｉ） ≤ νｅβ（ｔ，ｔｉ）Ｖｌ ｊ

（ｔｉ） ≤ νｅβ（ｔ，ｔｉ）ｅ －α（ｔｉ，ｔｉ －１ ＋ τｄ（ｔｉ －１ ））Ｖｌ ｊ
（ｔｉ －１ ＋ τｄ（ｔｉ －１ ）） ≤ νｅβ（ｔ，ｔｉ）ｅ －α（ｔｉ，ｔｉ －１ ＋

τｄ））Ｖｌ ｊ
（ ｔｉ －１ ＋ τｄ（ ｔｉ －１ ）） ≤ νｅβ（ ｔ － ｔｉ）ｅ －α（ ｔｉ －（ ｔｉ－１ ＋τｄ））Ｖｌ ｊ

（ ｔｉ －１ ＋ τｄ（ ｔｉ －１ ）） ≤ … ≤ ν２ｉ －１ ｅｉβτｄｅ －α（ ｔ －ｔ０ －ｉτｄ）Ｖｌ０ （ ｔ０ ）。
由定义 ６， 可导出 ｉ ≤ Ｎ０ ＋ （ ｔｉ － ｔ０ ） ／ τａ ≤ Ｎ０ ＋ （ ｔ － ｔ０ ） ／ τａ。 因此得：

Ｖｌｉｌ ｊ
（ ｔ） ≤ ν２ｉ －１ ｅｉβτｄｅ －α（ ｔ －ｔ０ －ｉτｄ）Ｖｌ０ （ ｔ０ ） ＝ ｅ２ｉ ｌｎ ｖｅｉβτｄｅｉατｄｅ －α（ ｔ －ｔ０）Ｖｌ０ （ ｔ０ ） ／ ν ＝

ｅ（２ ｌｎ μ ＋ατｄ ＋βτｄ） ｉｅ －α（ ｔ －ｔ０）Ｖｌ０ （ ｔ０ ） ／ ν ≤ ｅ（２ ｌｎ μ ＋ατｄ ＋βτｄ）（Ｎ０ ＋（ ｔ －ｔ０） ／ τａ） ｅ －α（ ｔ －ｔ０）Ｖｌ０ （ ｔ０ ） ／ ν ≤
ｅ（２ ｌｎ ν＋ατｄ ＋βτｄ） Ｎ０ × ｅ［２ ｌｎ ν ／ τａ ＋α（τｄ ／ τａ －１） ＋βτｄ ／ τａ］（ ｔ －ｔ０）Ｖｌ０ （ ｔ０ ） ／ Ｖ。 （１２）

　 　 类似地， 对于任意的 ｔ ∈ ［ ｔｉ ＋ τｄ（ ｔｉ），ｔｉ ＋１ ） ＴＴ ， 有

Ｖｌｉ
（ ｔ） ≤ ｅ －α（ ｔ，ｔｉ ＋ τｄ（ ｔｉ））Ｖｌｉ

（ ｔｉ ＋ τｄ（ ｔｉ）） ≤ νｅ －α（ ｔ，ｔｉ ＋ τｄ）Ｖｌｉｌ ｊ
（ ｔｉ ＋ τｄ（ ｔｉ）） ≤ … ≤

ν２ｉｅｉβτｄｅ －α（ ｔ －ｔ０ －ｉτｄ）Ｖｌ０ （ ｔ０ ） ≤ ｅ（２ ｌｎ ν＋ατｄ ＋βτｄ） Ｎ０ × ｅ［２ ｌｎ ν ／ τａ ＋α（τｄ ／ τａ －１） ＋βτｄ ／ τａ］（ ｔ －ｔ０）Ｖｌ０ （ ｔ０ ）。 （１３）

由式 （９） 和不等式 ∫ ｔ

ｔ －τ
ｘＴ（ ｓ）Ｍｘ（ ｓ）Δｓ ≤ λｍａｘ（Ｍ）τ ｘ（ ｔ） ２

τ，Ｍ ＞ ０，ｔ ∈ ＴＴ ， 可得

·６６４·
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ａ ｘ（ ｔ０ ） ２ ≤ Ｖｌ０ （ ｔ０ ） ≤ ｂ ｘ（ ｔ０ ） ２
τ，

ａ ｘ（ ｔ） ２ ≤ Ｖｌｉ
（ ｔ） ≤ ｂ ｘ（ ｔ） ２

τ，ｔ ∈ ［ ｔｉ ＋ τｄ（ ｔｉ），ｔｉ ＋１ ） ＴＴ，

ａ ｘ（ ｔ） ２ ≤ Ｖｌｉｌ ｊ
（ ｔ） ≤ ｂ ｘ（ ｔ） ２

τ，ｔ ∈ ［ ｔｉ，ｔｉ ＋ τｄ（ ｔｉ）） ＴＴ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１４）

其中 ａ ＝ ｍｉｎｌｉ≠ｌ ｊ
｛λｍｉｎ（Ｐ ｌｉ

），λｍｉｎ（Ｐ ｌｉｌ ｊ
）｝ ， ｂ ＝ ｍａｘｌｉ≠ｌ ｊ

｛λｍａｘ（Ｐ ｌｉ
），λｍａｘ（Ｐ ｌｉｌ ｊ

）｝ ＋ ｓｕｐｔ∈ＴＴ∫ ｔ

ｔ －τ
ｅ －α（ ｔ，ｓ）Δｓ

ｍａｘｌｉ≠ｌ ｊ
｛λｍａｘ（Ｑｌｉ

），λｍａｘ（Ｑｌｉｌ ｊ
）｝ 。

所以， 对于任意 ｔ ∈ ［ ｔｉ，ｔｉ ＋１ ） ＴＴ，ｉ ∈ ＮＮ ， 得：

ｘ（ ｔ） ≤
ｂ ／ （νａ） ｅ［ｌｎ ν＋ατｄ ／ ２ ＋βτｄ ／ ２］Ｎ０ ｅ［ｌｎ ν ／ τａ ＋α ／ ２（τｄ ／ τａ －１） ＋βτｄ ／ ２τａ］（ ｔ －ｔ０） ｘ（ ｔ０ ） τ，ｔ ∈ ［ ｔｉ，ｔｉ ＋ τｄ（ ｔｉ）） ＴＴ，

ｂ ／ ａ ｅ［ｌｎ ν＋ατｄ ／ ２ ＋βτｄ ／ ２］Ｎ０ ｅ［ｌｎ ν ／ τａ ＋α ／ ２（τｄ ／ τａ －１） ＋βτｄ ／ ２τａ］（ ｔ －ｔ０） ｘ（ ｔ０ ） τ，ｔ ∈ ［ ｔｉ ＋ τｄ（ ｔｉ），ｔｉ ＋１ ） ＴＴ。
{ （１５）

由此可知， 在条件 （７） 成立的情况下， 时滞切换系统 （１） 在时标ＴＴ 上是全局一致指数稳定的。
当切换时滞 τｄ（ ｔ） ≡ ０ 时， 即控制器的切换和子系统的切换是同步的， 则系统 （８） 简化为

ｘΔ（ ｔ） ＝ （Ａｌｉ
＋ Ｋｌｉ

）ｘ（ ｔ） ＋ Ｂｌｉ
ｘ（ ｔ － τ），ｔ ∈ ［ ｔｉ，ｔｉ ＋１ ） ＴＴ，ｉ ∈ ＮＮ ＋ ， （１６）

可得到定理 ２。
定理 ２　 设 α ＞ ０，β ＞ ０，τ ≥ ０，τｄ ≡ ０ ， ν ≥ １ ， 时标ＴＴ 满足 １ － αμ（ ｔ） ＞ ０ 。 若存在 Ｐ ｌｉ

＞ ０， Ｑｌｉ
＞

０， Ｐ ｌｉｌ ｊ
＞ ０， Ｑｌｉｌ ｊ

＞ ０， ∀ｌｉ∈Ｍ， 使得

∑ ｌｉ
＝

∑１１
Ｐ ｌｉ

Ｂｌｉ
＋ μ（ ｔ）（Ａｌｉ

＋ Ｋｌｉ
） ＴＰ ｌｉ

Ｂｌｉ

∗ μ（ ｔ）ＢＴ
ｌｉ
Ｐ ｌｉ

Ｂｌｉ
－ （１ － μ（ ｔ）α）ｅ －α（ ｔ，ｔ － τ）Ｑｌｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

＜ ０， （１７）

Ｐ ｌｉ
≤ νＰ ｌ ｊ

，Ｑｌｉ
≤ νＱｌ ｊ

（１８）

成立， 其中 ∑１１
＝ Ｐ ｌｉ

（Ａｌｉ
＋ Ｋｌｉ

） ＋ μ（ ｔ）（Ａｌｉ
＋ Ｋｌｉ

） ＴＰ ｌｉ
（Ａｌｉ

＋ Ｋｌｉ
） ＋ （Ａｌｉ

＋ Ｋｌｉ
） ＴＰ ｌｉ

＋ αＰ ｌｉ
＋ （１ －

μ（ ｔ）α）Ｑｌｉ
。 则对于任意切换信号， 系统 （１６） 在时标ＴＴ 上达到全局一致指数稳定， 其中平均驻定时

间 τａ 满足条件

τａ ＞ τ∗
ａ ＝ ｌｎ ν ／ α。 （１９）

　 　 证明　 构造如式 （９） 一样的李雅普诺夫函数， 可从定理 １ 中得到相似的结果， 此处省略。 由式

（１７） 可得 ＶΔ
ｌｉ
（ ｔ） ＋ αＶｌｉ

（ ｔ） ≤ ０，ｔ ∈ ［ ｔｉ，ｔｉ ＋１ ） ＴＴ。 对于任意的 ｔ ∈ ［ ｔｉ，ｔｉ ＋１ ） ＴＴ（ ｉ ∈ ＮＮ ＋ ） ， 根据 ｉ ≤ Ｎ０ ＋
（ ｔ － ｔ０ ） ／ τａ 和式 （ １８ ） 可得： Ｖｌｉ

（ ｔ） ≤ ｅ －α（ ｔ，ｔｉ）Ｖｌｉ
（ ｔｉ） ≤ ｅ －α（ ｔ －ｔｉ）Ｖｌｉ

（ ｔｉ） ≤ νｅ －α（ ｔ －ｔｉ）Ｖｌｉ －１ （ ｔｉ －１ ） ≤
ν２ ｅ －α（ ｔ －ｔｉ） ｅ －α（ ｔｉ －ｔｉ－１）Ｖｌｉ －２ （ ｔｉ －２ ） ≤ … ≤ νｉｅ －α（ ｔ －ｔ０）Ｖｌ０ （ ｔ０ ） ≤ ｅＮ０ｌｎ νｅ［ －α＋ ｌｎ ν ／ τａ］（ ｔ －ｔ０）Ｖｌ０（ ｔ０） 。 由 定 理 １ 可 得：

ｘ（ ｔ） ≤ ｂ ／ ａ ｅＮ０ｌｎ ν ／ ２ ｅ［ｌｎ ν ／ ２τａ －α ／ ２］（ ｔ －ｔ０） ｘ（ ｔ０ ） τ，ｔ ∈ ［ ｔｉ，ｔｉ ＋１ ） ＴＴ。 因此对于任意的切换， 当平均驻定时间

满足条件 （１９） 时， 系统 （１６） 在时标 ＴＴ 是全局一致指数稳定的。
当ＴＴ ＝ ℝ 时， 即对任意 ｔ∈ＴＴ， 有 μ（ ｔ） ≡ ０ 。 则系统 （３） 演变为在连续状态下具有异步切换的时

滞系统：
ｘ̇（ ｔ） ＝ （Ａσ^（ ｔ） ＋ Ｋσ^（ ｔ －τｄ（ ｔ）） ）ｘ（ ｔ） ＋ Ｂσ^（ ｔ） ｘ（ ｔ － τ）， （２０）

由定理 １， 得到推论 １。
推论 １　 令 α ＞ ０， β ＞ ０， τ≥０， τｄ ≥０， ν≥１。 若存在矩阵 Ｐ ｌｉ

＞ ０， Ｑｌｉ
＞ ０， Ｐ ｌｉｌ ｊ

＞ ０， Ｑｌｉｌ ｊ
＞ ０，

∀ｌｉ， ｌ ｊ∈Ｍ， 使得

∑
＾

ｌ１
＝

Ｐ ｌｉ
（Ａｌｉ

＋ Ｋｌｉ
） ＋ （Ａｌｉ

＋ Ｋｌｉ
） ＴＰ ｌｉ

＋ αＰ ｌｉ
＋ Ｑｌｉ

Ｐ ｌｉ
Ｂｌｉ

∗ － ｅ －ατＱｌｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

＜ ０，

∏
＾

ｌｉｌ ｊ
＝

∏１１
Ｐ ｌｉｌ ｊ

Ｂｌｉ
０

∗ － ｅατＱｌｉｌ ｊ
０

０ ０ － （α ＋ β）ｅ －ατ ／ τＱｌｉｌ ｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＜ ０，

·７６４·
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Ｐ ｌｉ
≤ νＰ ｌｉｌ ｊ

，Ｑｌｉ
≤ νＱｌｉｌ ｊ

，Ｐ ｌｉｌ ｊ
≤ νＰ ｌ ｊ

，Ｐ ｌｉｌ ｊ
≤ νＰ ｌ ｊ

成立， 其中 ∏
＾

１１
＝ Ｐ ｌｉｌ ｊ

（Ａｌｉ
＋ Ｋｌ ｊ

） ＋ （Ａｌｉ
＋ Ｋｌｊ） ＴＰ ｌｉｌ ｊ

＋ Ｑｌｉｌ ｊ
－ βＰ ｌｉｌ ｊ

。 则对于任意切换信号， 系统 （２０）

可达到全局一致指数稳定， 其中平均驻定时间 τａ满足条件 （７）。
类似地， 当 ＴＴ ＝ ℤ 时， 即对于任意 ｔ∈ＴＴ， 有 μ（ ｔ） ≡ １ 。 则系统 （３） 演变为在一致离散情形下具

有异步切换的时滞切换系统：
ｘ（ ｔ ＋ １） ＝ （Ａσ^（ ｔ） ＋ Ｋσ^（ ｔ －τｄ（ ｔ）） ＋ Ｉｎ）ｘ（ ｔ） ＋ Ｂσ^（ ｔ） ｘ（ ｔ － τ）。 （２１）

由定理 １ 得到推论 ２。
推论 ２　 令 α ＞ ０， β ＞ ０， τ≥０， τｄ ≥０， ν≥１。 若存在矩阵 Ｐ ｌｉ

＞ ０， Ｑｌｉ
＞ ０， Ｐ ｌｉｌ ｊ

＞ ０， Ｑｌｉｌ ｊ
＞ ０，

∀ｌｉ， ｌ ｊ ∈ Ｍ， 使 得 ∑
～

ｌｉ
＝

∑１１
Ｐ ｌｉ

Ｂｌｉ
＋ （Ａｌｉ

＋ Ｋｌｉ
） ＴＰ ｌｉ

Ｂｌｉ

∗ ＢＴ
ｌｉ
Ｐ ｌｉ

Ｂｌｉ
－ （１ － α） τ ＋１Ｑｌｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

＜ ０ ， ∏
～

ｌｉｌ ｊ
＝

∏１１
Ｐ ｌｉｌ ｊ

Ｂｌｉ
＋ （Ａｌｉ

＋ Ｋｌ ｊ
） ＴＰ ｌｉｌ ｊ

Ｂｌｉ
０

∗ － （１ － α）ｅ －α（ ｔ，ｔ － τ）Ｑｌｉｌ ｊ
０

０ ０ － （α ＋ β）（１ － α） τＱｌｉｌ ｊ
／ τ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＜ ０ ， Ｐ ｌｉ
≤ νＰ ｌｉｌ ｊ

， Ｑｌｉ
≤ νＱｌｉｌ ｊ

， Ｐ ｌｉｌ ｊ
≤

νＰ ｌ ｊ
， Ｐ ｌｉｌ ｊ

≤νＰ ｌ ｊ
成立， 其中 ∑１１

＝ Ｐ ｌｉ（Ａｌｉ
＋ Ｋｌｉ

） ＋ （Ａｌｉ
＋ Ｋｌｉ

） ＴＰ ｌｉ
（Ａｌｉ

＋ Ｋｌｉ
） ＋ （Ａｌｉ

＋ Ｋｌｉ
） ＴＰ ｌｉ

＋ αＰ ｌｉ
＋

（１ － α）Ｑｌｉ
，Π１１ ＝ Ｐ ｌｉｌ ｊ

（Ａｌｉ
＋ Ｋｌ ｊ

） ＋ （Ａｌｉ
＋ Ｋｌ ｊ

） ＴＰ ｌｉｌ ｊ
（Ａｌｉ

＋ Ｋｌ ｊ
） ＋ （Ａｌｉ

＋ Ｋｌ ｊ
） ＴＰ ｌｉｌ ｊ

＋ （１ － α）Ｑｌｉｌ ｊ
－ βＰ ｌｉｌ ｊ

。
则对于任意的切换信号， 系统 （２１） 可达到全局一致指数稳定， 其中平均驻定时间 τａ满足条件 （７）。

３　 例子
例 １　 设时标ＴＴ 仅有 ｛１． ７ ＋ １． ３ｎ｝ ∞

ｎ ＝ ０ 为右扩散点， 且 μ（１． ７ ＋ １． ３ｎ） ≡ ０． ３ 。 为方便其见， 考虑

如下具有两个子系统的切换系统， 系统 １： Ａ１ ＝ ９ － ０． ２
０ － ２[ ] ， Ｂ１ ＝ － ０． ４ ０． １

０ － ０． ２[ ] ； 系统 ２： Ａ２ ＝

－ １ ０
０ － ２[ ] ， Ｂ２ ＝ － ０． ４ ０． １

０ － ０． ２[ ] 。 其中取 τ ＝ １􀆰 ３， 设 α ＝ １， β ＝ ２１， ϕ ＝ ３１２。 令切换时滞

τｄ（ ｔ） ＝ ０． ２３ ， 经计算可得 １ － μ（ ｔ）α ＞ ０ ， 最小的平均驻定时间 τ∗
ａ ＝ １６． ５４６０ ， 相对应的切换控制

矩阵为： Ｋ１ ＝ － ４． ２５３２ 　 ０
０． ０８ － １． ４５３２[ ] ， Ｋ２ ＝ － ０． ２４２５ ０． １６８４

０． ４１０８ － ０． １６４９[ ] 。 系统的初值向量为 ｘ０ ＝

［０􀆰 ３　 ０􀆰 ２］ Ｔ 。 由图 １ 可知， 在异步切换控制下系统达到全局稳定， 图 ２ 为相应的切换信号。
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４　 结论
本文主要研究了在异步切换控制下， 时滞切换系统在时标上的全局一致指数稳定问题。 以时标理

论为基础， 利用李雅普诺夫函数方法和平均驻定时间方法， 得到了时滞切换系统时标类型的全局一致

指数稳定性条件， 其中所得条件是以线性矩阵不等式的形式给出。 本文还确定了一系列切换信号所满

足的平均驻定时间的上界。 相对已有文献而言， 本文结果更加具有一般性， 可作为文献 ［１０］ 和

［１２］ 的改善和补充。
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