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两个独立部件并联系统的随机序性质

徐雅琳， 陈　 豪， 蔡南莲

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 考虑两个独立且服从指数分布的部件组成的并联系统， 研究两个并联系统 Σ１ 和 Σ２ ， 其中 Σ１ 和

Σ２ 有一个部件参数相同， 另一个部件参数不同， 得到了 Σ１ 和 Σ２ 在随机序、 似然比序、 故障率序和反故障率

序意义下的随机比较性质。 同时， 得到了部件服从成比例故障率模型和韦布尔分布模型的相应结论。
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０　 引言
指数分布的无记忆性和良好的数学结构， 使得它在产品的可靠性分析、 运筹学等领域中被广泛使

用， 如文献 ［１］ 对指数分布的性质和应用进行了较系统的研究。 同时， 由于成比例故障率 （ｐｒｏｐｏｒ⁃
ｔｉｏｎａｌ ｈａｚａｒｄ ｒａｔｅ， ＰＨＲ） 模型可化为指数分布模型来研究， 韦布尔分布模型是 ＰＨＲ 模型的特殊情形，
从而 ＰＨＲ 模型和韦布尔分布模型的应用及研究也受到学者们越来越多的关注， 如文献 ［２ － ３］ 在部

件寿命服从 ＰＨＲ 模型或韦布尔分布模型的前提下， 讨论了并联系统的随机比较性质。
次序统计量是统计推断、 拍卖理论、 可靠性理论等领域很重要的概念， 有着广泛的应用。 在可靠

性理论中， ｋ ／ ｎ 系统是指 ｎ 个部件组成的系统， 当且仅当 ｎ 个部件中至少有 ｋ 个部件正常工作， 系统

才能正常工作。 特别地， １ ／ ｎ 系统、 ｎ ／ ｎ 系统分别对应着并联系统和串联系统。 设第 ｉ 个部件的寿命为

随机变量 Ｘ ｉ（ ｉ ＝ １，…，ｎ） 。 Ｘ１ ，…，Ｘｎ 的次序统计量为 Ｘ１：ｎ ≤ … ≤ Ｘｎ：ｎ ， 则并联系统、 串联系统的寿
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命分别为 Ｘｎ：ｎ 和 Ｘ１：ｎ ， ｋ ／ ｎ 系统的寿命为 Ｘｎ－ｋ＋１：ｎ 。 近年来， 极值次序统计量的随机比较性质的研究已

成为学界研究的热点之一， 如： Ｂｏｌａｎｄ 等［４］ 研究了两个独立的不同指数分布的部件组成的并联系统

的故障率性质， 并得到故障率的上界； Ｋｈａｌｅｄｉ 等［５］ 进一步研究了多个指数部件并联系统的情形， 得

到了 ｎ 个非齐次指数分布并联系统的故障率的上界， 该结论优于文献 ［４］ 得到的； Ｚｈａｏ 等［６］ 讨论了

具有不同参数指数分布的两个部件的并联系统的故障率序、 反故障率序、 似然比序意义下的随机比较

性质。 随后， Ｂａｌａｋｒｉｓｈｎａｎ 等［７］对近年来在部件寿命服从独立指数分布情形下有关次序统计量的随机

比较性质的研究进行了较全面的综述。

１　 定义
下面介绍随机序、 ＰＨＲ 模型及向量超优序的定义， 更多的性质可参阅文献 ［８ － ９］。 文中均假设

随机变量非负， 分布函数是绝对连续的， 具有概率密度函数； “单调增加” 均指 “单调不降”， “单调

减少” 均指 “单调不增”。
定义 １　 设随机变量Ｘ 、 Ｙ 的密度函数分别为 ｆＸ 、 ｆＹ ， 分布函数分别为ＦＸ 、 ＦＹ ， 生存函数分别为 􀭵ＦＸ ＝

１ － ＦＸ 、 􀭵ＦＹ ＝ １ － ＦＹ 。 称： １） Ｘ 依随机序小于 Ｙ （记作 Ｘ ≤ｓｔＹ ）， 若 􀭵ＦＹ（ｘ） ≥ 􀭵ＦＸ（ｘ） ； ２） Ｘ 依故障率序小

于 Ｙ （记作 Ｘ ≤ｈｒＹ ）， 若 􀭵ＦＹ（ｘ） ／ 􀭵ＦＸ（ｘ） 关于 ｘ 单调增加； ３） Ｘ 依反故障率序小于 Ｙ （记作 Ｘ ≤ｒｈＹ ）， 若

ＦＹ（ｘ） ／ ＦＸ（ｘ） 关于 ｘ 单调增加； ４） Ｘ 依似然比序小于 Ｙ （记作 Ｘ ≤ｌｒＹ ）， 若 ｆＹ（ｘ） ／ ｆＸ（ｘ） 关于 ｘ 单调增加。
设随机变量 Ｘ 、 Ｙ 的故障率函数分别为 ｒＸ ＝ ｆＸ ／ 􀭵ＦＸ 、 ｒＹ ＝ ｆＹ ／ 􀭵ＦＹ ， 反故障率分别为 􀭴ｒＸ ＝ ｆＸ ／ ＦＸ 、

􀭴ｒＹ ＝ ｆＹ ／ ＦＹ ， 有： Ｘ ≤ｈｒＹ 等价于 ｒＸ（ ｔ） ≥ ｒＹ（ ｔ） ， ∀ｔ ＞ ０ ； Ｘ ≤ｒｈＹ 等价于 􀭴ｒＸ（ ｔ） ≤ 􀭴ｒＹ（ ｔ） ， ∀ｔ ＞ ０ 。
上述随机序有如下关系： Ｘ ≤ｌｒＹ⇒Ｘ ≤ｈｒＹ⇒Ｘ ≤ｓｔＹ ； Ｘ ≤ｌｒＹ⇒Ｘ ≤ｒｈＹ⇒Ｘ ≤ｓｔＹ （见文献 ［８］）。
定义 ２　 称独立随机变量 Ｘ１ ，…，Ｘｎ 服从 ＰＨＲ 模型， 如果存在非负随机变量的分布函数 Ｆ 及非负

常数 λ ｉ ， 使得 Ｘ ｉ 的生存函数 􀭵Ｆ ｉ 满足 􀭵Ｆ ｉ（ｘ） ＝ ［ 􀭵Ｆ（ｘ）］ λｉ ， ｉ ＝ １，…，ｎ ， 其中称 Ｆ 为基线分布函数。
若 ｒ（ｔ） 为基线分布函数 Ｆ 的故障率函数， 则 Ｘｉ 的故障率为 ｒｉ（ｔ） ＝ λｉｒ（ｔ） ， 生存函数为 􀭵Ｆｉ（ｘ） ＝

ｅ －λｉＲ（ｘ） ， ｉ ＝ １，…，ｎ ， 此时 Ｒ（ｘ） ＝ ∫ ｘ

０
ｒ（ ｔ）ｄｔ 为 Ｘ 的累积故障率。 显然， 当 Ｒ（ｘ） ＝ ｘ 时， ＰＨＲ 模型即

为故障率为 λ１ ，…，λｎ 的指数分布。
定义 ３　 将向量 Ｘ ＝ （ｘ１ ，…，ｘｎ） 和 Ｙ ＝ （ｘ１ ，…，ｘｎ） 中的每个元素按从小到大重排， 记为 （ｘ（１） ，…，

ｘ（ｎ） ） 和 （ｙ（１） ，…，ｙ（ｎ） ） 。 １） 称 Ｘ ≥ｍＹ ， 若 ∑ ｊ

ｉ ＝ １
ｘ（ ｉ） ≤ ∑ ｊ

ｉ ＝ １
ｙ（ ｉ） ， ∀ｊ ＝ １，…，ｎ － １ 且 ∑ ｎ

ｉ ＝ １
ｘ（ ｉ） ＝

∑ ｎ

ｉ ＝ １
ｙ（ ｉ） ； ２） 称 Ｘ ≥ｗＹ ， 若 ∑ ｊ

ｉ ＝ １
ｘ（ ｉ） ≤ ∑ ｊ

ｉ ＝ １
ｙ（ ｉ） ， ∀ｊ ＝ １，…，ｎ ； ３） 称 Ｘ ≥ｐＹ ， 若 ∏ ｊ

ｉ ＝ １
ｘ（ ｉ） ≤

∏ ｊ

ｉ ＝ １
ｙ（ ｉ） ， ∀ｊ ＝ １，…，ｎ 。 容易得出： Ｘ ≥ｍＹ⇒Ｘ ≥ｗＹ ⇒Ｘ ≥ｐＹ ， Ｘ ≥ｐＹ⇔ｌｎ（Ｘ） ≥ｗｌｎ（Ｙ） 。

２　 引理
在证明主要结果之前， 先介绍一些引理。
引理 １　 对于任意 ｘ ∈ Ｒ ＋ ， 函数 （１ － ｅ －ｘ） ／ ｘ 和 ｘｅ －ｘ ／ （１ － ｅ －ｘ） 关于 ｘ 单调减少。
证明　 见文献 ［６］ 引理 ３􀆰 １。
引理 ２　 设 Ｘ 、 Ｙ 是两个随机变量， 分布函数分别为 Ｆ 和 Ｇ ， 反故障率函数分别为 􀭴ｒ 和 􀭴ｑ 。 当

Ｘ ≤ｒｈＹ 且 􀭴ｑ（ ｔ） ／ 􀭴ｒ（ ｔ） 关于 ｔ ∈ Ｒ ＋ 单调增加时， 有 Ｘ ≤ｌｒＹ 。
证明　 见文献 ［８］ 定理 １。
引理 ３　 设 Ｘ 、 Ｙ 是两个随机变量， ｇ（ｘ） 是单调增加函数， 则有： １） 设 Ｘ ≤ｓｔＹ ， 则 ｇ（Ｘ） ≤ｓｔｇ（Ｙ）；

２） 设 Ｘ ≤ｈｒＹ ， 则 ｇ（Ｘ） ≤ｈｒｇ（Ｙ） ； ３ ） 设 Ｘ ≤ｒｈＹ ， 则 ｇ（Ｘ） ≤ｒｈｇ（Ｙ） ； ４ ） 设 Ｘ ≤ｌｒＹ ， 则

ｇ（Ｘ） ≤ｌｒｇ（Ｙ） 。
证明　 见文献 ［８］ 定理 １。

·４６·
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引理 ４　 设 λ１ ≤ λ ≤ λ２ ， λ１ 、 λ２ 、 λ 均为大于零的常数， φ（ｔ） ＝ ［λ１ ｅ －λ１ｔ ／ （１ － ｅ －λ１ｔ） ＋ λｅ －λｔ ／ （１ －
ｅ －λｔ）］ ／ ［λ２ ｅ －λ２ｔ ／ （１ － ｅ －λ２ｔ） ＋ λｅ －λｔ ／ （１ － ｅ －λｔ）］ ， ｔ ＞ ０ ， 则 φ（ｔ） 关于 ｔ 单调增加。

证明　 两边求导得： φ′（ ｔ）［λ２ ｅ －λ２ｔ ／ （１ － ｅ －λ２ｔ） ＋ λｅ －λｔ ／ （１ － ｅ －λｔ）］ ２ ＝ ［ － λ１
２ ｅ －λ１ｔ ／ （（１ － ｅ －λ１ｔ） ２ ） －

λ２ ｅ －λｔ ／ （（１ － ｅ －λｔ） ２ ）］ × ［λ２ ｅ －λ２ｔ ／ （１ － ｅ －λ２ｔ） ＋ λｅ －λｔ ／ （１ － ｅ －λｔ）］ － ［ － λ２
２ ｅ －λ２ｔ ／ （（１ － ｅ －λ２ｔ） ２ ） －

λ２ ｅ －λｔ ／ （（１ － ｅ －λｔ） ２ ）］ × ［λ１ ｅ －λ１ｔ ／ （１ － ｅ －λ１ｔ） ＋ λｅ －λｔ ／ （１ － ｅ －λｔ）］ 。 将等式展开得： φ′（ ｔ）［λ２ ｅ －λ２ｔ ／ （１ －
ｅ －λ２ｔ） ＋ λｅ －λｔ ／ （１ － ｅ －λｔ）］ ２ ＝ ［ － λ１

２λ２ ｅ －（λ１ ＋λ２） ｔ ／ （（１ － ｅ －λ１ｔ） ２ （１ － ｅ －λ２ｔ）） － λλ１
２ ｅ －（λ＋λ１） ｔ ／ （（１ － ｅ －λ１ｔ） ２

（１ － ｅ －λｔ）） －λ２λ２ ｅ －（λ＋λ２） ｔ ／ （（１ － ｅ －λｔ） ２ （１ － ｅ －λ２ｔ）） － λ３ ｅ －２λｔ ／ （（１ － ｅ －λｔ） ３ ）］ － ［ － λ２
２λ１ ｅ －（λ１ ＋λ２） ｔ ／

（（１ － ｅ －λ２ｔ） ２ （１ － ｅ －λ１ｔ）） －λλ２
２ ｅ －（λ＋λ２） ｔ ／ （（１ － ｅ －λ２ｔ） ２ （１ － ｅ －λｔ）） － λ１λ２ ｅ －（λ＋λ１） ｔ ／ （（１ － ｅ －λｔ） ２ （１ －

ｅ －λ１ｔ）） － λ３ ｅ －２λｔ ／ （（１ － ｅ －λｔ） ３ ）］ 。 整理得：
φ′（ ｔ）［λ２ ｅ －λ２ｔ ／ （１ － ｅ －λ２ｔ） ＋ λｅ －λｔ ／ （１ － ｅ －λｔ）］ ２ ＝ λ１λ２ ｅ －（λ１ ＋λ２） ｔ ／ （（１ － ｅ －λ１ｔ）（１ － ｅ －λ２ｔ））［λ２ ／ （１ －
ｅ －λ２ｔ） － λ１ ／ （１ － ｅ －λ１ｔ）］ ＋ λλ２ ｅ －（λ＋λ２） ｔ ／ （（１ － ｅ －λｔ）（１ － ｅ －λ２ｔ））［λ２ ／ （１ － ｅ －λ２ｔ） － λ ／ （１ － ｅ －λｔ）］ ＋

λλ１ ｅ －（λ＋λ１） ｔ ／ （（１ － ｅ －λｔ）（１ － ｅ －λ１ｔ））［λ ／ （１ － ｅ －λｔ） － λ１ ／ （１ － ｅ －λ１ｔ）］ ＝ Ａ ＋ Ｂ ， （１）
其中： Ａ ＝ λ１λ２ ｅ －（λ１ ＋λ２） ｔ ／ （（１ － ｅ －λ１ｔ）（１ － ｅ －λ２ｔ））［λ２ ／ （１ － ｅ －λ２ｔ） － λ１ ／ （１ － ｅ －λ１ｔ）］ ， Ｂ ＝
λλ２ ｅ －（λ＋λ２） ｔ ／ （（１ － ｅ －λｔ）（１ － ｅ －λ２ｔ））［λ２ ／ （１ － ｅ －λ２ｔ） － λ ／ （１ － ｅ －λｔ）］ ＋ λλ１ ｅ －（λ＋λ１） ｔ ／ （（１ － ｅ －λｔ）（１ －
ｅ －λ１ｔ））［λ ／ （１ － ｅ －λｔ） － λ１ ／ （１ － ｅ －λ１ｔ）］ 。

因 λ１ ≤ λ ≤ λ２ ， 由引理 １， 有 Ａ ＞ ０ ， 且有 Ｂ ＝
ｓｇｎ

λ２ ｅ －λ２ｔ ／ （１ － ｅ －λ２ｔ）［λ２ ／ （１ － ｅ －λ２ｔ） － λ ／ （１ －
ｅ－λｔ）］ ＋ λ１ｅ－λ１ｔ ／ （１ － ｅ－λ１ｔ）［λ ／ （１ － ｅ－λｔ） － λ１ ／ （１ － ｅ－λ１ｔ）］ ≥ λ１ｅ－λ１ｔ ／ （１ － ｅ－λ１ｔ）［λ２ ／ （１ － ｅ－λ２ｔ） － λ ／ （１ －
ｅ －λｔ）］ ＋ λ１ ｅ －λ１ｔ ／ （１ － ｅ －λ１ｔ）［λ ／ （１ － ｅ －λｔ） － λ１ ／ （１ － ｅ －λ１ｔ）］ ＝ λ１ ｅ －λ１ｔ ／ （１ － ｅ －λ１ｔ）［λ２ ／ （１ － ｅ －λ２ｔ） － λ１ ／
（１ － ｅ －λ１ｔ）］ ≥ ０ 。 由式 （１） 得 φ′（ ｔ） ＞ ０ ， 故 φ（ ｔ） 关于 ｔ 单调增加。

命题 １［６］ 　 设 Ｘ１ 与 Ｘ２ 相互独立， 分别服从参数为 λ１ 和 λ 的指数分布， Ｙ１ 与 Ｙ２ 相互独立， 分别服

从参数为 λ２ 和 λ 的指数分布。 令 Ｘ２：２ ＝ ｍａｘ（Ｘ１ ，Ｘ２ ） ， Ｙ２：２ ＝ ｍａｘ（Ｙ１ ，Ｙ２ ） 。 设 λ ≥ ｍａｘ（λ１ ，λ２ ） ， 则

Ｘ２：２ ≥ｌｒＹ２：２ ⇔λ１ ≤ λ２ 。
命题 ２［６］ 　 设 Ｘ１ 与 Ｘ２ 相互独立， 分别服从参数为 λ１ 和 λ２ 的指数分布， Ｙ１ 与 Ｙ２ 相互独立， 分别

服从参数为 λ１
∗ 和 λ２

∗ 的指数分布。 令 Ｘ２：２ ＝ ｍａｘ（Ｘ１ ，Ｘ２ ） ， Ｙ２：２ ＝ ｍａｘ（Ｙ１ ，Ｙ２ ） 。 设 ｍｉｎ（λ１ ，λ２ ） ≤
ｍｉｎ（λ１

∗，λ２
∗） ≤ ｍａｘ（λ１

∗，λ２
∗） ≤ ｍａｘ（λ１ ，λ２ ） ， 则：

１） 下面三条件等价： ⅰ） （λ１ ，λ２ ） ≥
ｗ

（λ∗
１ ，λ∗

２ ） ； ⅱ） Ｘ２：２ ≥ｌｒＹ２：２ ； ⅲ） Ｘ２：２ ≥ｒｈＹ２：２ 。

２） 下面三条件等价： ⅰ） （λ１ ，λ２ ） ≥
ｐ

（λ∗
１ ，λ∗

２ ） ； ⅱ） Ｘ２：２ ≥ｈｒＹ２：２ ； ⅲ） Ｘ２：２ ≥ｓｔＹ２：２ 。
本文假设 Ｘ１ 与 Ｘ２ 相互独立， Ｙ１ 与 Ｙ２ 相互独立。 令 Ｘ２：２ ＝ ｍａｘ（Ｘ１ ，Ｘ２ ） ， Ｙ２：２ ＝ ｍａｘ（Ｙ１ ，Ｙ２ ） ， 根

据 λ 、 λ１ 与 λ２ 的大小关系， 讨论 Ｘ２：２ 与 Ｙ２：２ 在随机序、 似然比序、 故障率序、 反故障率序下的随机比

较性质， 得到定理 １ 是上述已有命题 １ 的补充， 定理 ２ 及定理 ３ 是命题 ２ 的补充。

３　 主要结果
３􀆰 １　 指数分布情形

本节考虑服从指数分布的两个部件组成的并联系统， 当其中一个部件的参数固定， 另一个部件的

参数变化时， 并联系统寿命的随机序性质。
设两个部件 Ｘ１ 、 Ｘ２ 相互独立， 分别服从参数为 λ１ 和 λ２ （λ１ ＞ ０，λ２ ＞ ０） 的指数分布， 则 Ｘ１ 、 Ｘ２ 组

成的并联系统寿命 Ｘ２：２ 的分布函数为 ＦＸ２：２
（ｔ） ＝ （１ － ｅ －λ１ｔ）（１ － ｅ －λ２ｔ） ， 概率密度为 ｆＸ２：２

（ｔ） ＝ λ１ ｅ －λ１ｔ ＋
λ２ ｅ －λ２ｔ － （λ１ ＋ λ２ ）ｅ －（λ１ ＋λ２） ｔ ， 反故障率函数为 􀭴ｒＸ２：２

（ ｔ） ＝ ｆＸ２：２
（ ｔ） ／ ＦＸ２：２

（ ｔ） ＝ λ１ ｅ －λ１ｔ ／ （１ － ｅ －λ１ｔ） ＋
λ２ ｅ －λ２ｔ ／ （１ － ｅ －λ２ｔ） ， 有 􀭴ｒＸ２：２

（ ｔ） ＝ 􀭴ｒＸ１
（ ｔ） ＋ 􀭴ｒＸ２

（ ｔ） ， ∀ｔ ＞ ０ 。

·５６·
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定理 １　 设 Ｘ１ 、 Ｘ２ 相互独立， 分别服从参数为 λ１ 和 λ 的指数分布， Ｙ１ 、 Ｙ２ 相互独立， 分别服从参

数为 λ２ 和 λ 的指数分布， λ１ ，λ２ ，λ ＞ ０ 且 λ ≥ ｍｉｎ（λ１ ，λ２ ） ， 则 Ｘ２：２ ≥ｌｒＹ２：２ 的充要条件是 λ１ ≤ λ２ 。
证明　 当 λ ≥ ｍａｘ（λ１ ，λ２ ） 时， 见文献 ［６］ 定理 ３􀆰 ２。 只需考虑 ｍｉｎ（λ１ ，λ２ ） ≤ λ ≤ ｍａｘ（λ１ ，λ２ ）

情形。 记 􀭴ｒＸ２
（ ｔ） 、 􀭴ｒＹ２

（ ｔ） 分别为 Ｘ２：２ 、 Ｙ２：２ 的反故障率。
充分性。 设 λ１ ≤ λ２ ， 由引理 ２， 要证 Ｘ２：２ ≥ｌｒＹ２：２ ， 只需证 Ｘ２：２ ≥ｒｈＹ２：２ 和 φ（ ｔ） ＝ 􀭴ｒＸ２：２

（ ｔ） ／ 􀭴ｒＹ２：２
（ ｔ）

关于 ｔ ∈ Ｒ ＋ 单调增加。 Ｘ２：２ 、 Ｙ２：２ 的反故障率分别为 􀭴ｒＸ２：２
（ ｔ） ＝ λ１ ｅ －λ１ｔ ／ （１ － ｅ －λ１ｔ） ＋ λｅ －λｔ ／ （１ － ｅ －λｔ） ＝

􀭴ｒＸ１
（ ｔ） ＋ 􀭴ｒＸ２

（ ｔ） ， 􀭴ｒＹ２：２
（ ｔ） ＝ λ２ ｅ －λ２ｔ ／ （１ － ｅ －λ２ｔ） ＋ λｅ －λｔ ／ （１ － ｅ －λｔ） ＝ 􀭴ｒＹ１

（ ｔ） ＋ 􀭴ｒＹ２
（ ｔ） 。

题设 λ１ ≤ λ２ ， 由引理 １： λ１ ｔｅ －λ１ｔ ／ （１ － ｅ －λ１ｔ） ≥ λ２ ｔｅ －λ２ｔ ／ （１ － ｅ －λ２ｔ） ， 从而 􀭴ｒＸ１
（ ｔ） ≥ 􀭴ｒＹ１

（ ｔ） 。 又因

为 􀭴ｒＸ２
（ ｔ） ＝ 􀭴ｒＹ２

（ ｔ） ， 故 􀭴ｒＸ２：２
（ ｔ） ≥􀭴ｒＹ２：２

（ ｔ） ， 即 Ｘ２：２ ≥ｒｈＹ２：２ 。 由引理 ４， φ（ ｔ） ＝ 􀭴ｒＸ２：２
（ ｔ） ／ 􀭴ｒＹ２：２

（ ｔ） 关于 ｔ 单
调增加， 故 Ｘ２：２ ≥ｌｒＹ２：２ 。

必要性。 设 Ｘ２：２ ≥ｌｒＹ２：２ ， 要证 λ１ ≤ λ２ 。 因 Ｘ２：２ ≥ｌｒＹ２：２ ， 故 Ｘ２：２ ≥ｓｔＹ２：２ ， 则对任意的 ｔ ＞ ０ ， 有

􀭵ＦＸ２：２
（ ｔ） ≥ 􀭵ＦＹ２：２

（ ｔ） 。 又 􀭵ＦＸ２：２
（ ｔ） 在原点的泰勒展开式为： 􀭵ＦＸ２：２

（ ｔ） ＝ ｅ －λ１ｔ ＋ ｅ －λｔ － ｅ －（λ１ ＋λ） ｔ ＝ ［１ － λ１ ｔ ＋
λ２

１ ｔ２ ／ ２ ＋ ο（ ｔ２ ）］ ＋ ［１ － λｔ ＋ λ２ ｔ２ ／ ２ ＋ ο（ ｔ２ ）］ － ［１ － （λ１ ＋ λ） ｔ ＋ （λ１ ＋ λ） ２ ｔ２ ／ ２ ＋ ο（ ｔ２ ）］ ， 所以，
􀭵ＦＸ２：２

（ ｔ） ＝ １ － λλ１ ｔ２ ＋ ο（ ｔ２ ）， （２）
其中 ο（ ｔ２ ） 表示 ｔ２ 的高阶无穷小。

同理，
􀭵ＦＹ２：２

（ ｔ） ＝ ｅ －λ２ｔ ＋ ｅ －λｔ － ｅ －（λ２ ＋λ） ｔ ＝ １ － λλ２ ｔ２ ＋ ｏ（ ｔ２ ）。 （３）
由式 （２） 和式 （３） 得： １ － λλ１ ｔ２ ＋ ο（ｔ２ ） ≥ １ － λλ２ ｔ２ ＋ ο（ｔ２ ） ， 两边同除以 ｔ２ 得： － λλ１ ＋ ｏ（ｔ２ ） ／ ｔ２ ≥
－ λλ２ ＋ ｏ（ｔ２ ） ／ ｔ２ ， 令 ｔ → ０ ， 得 λλ１ ≤ λλ２ ， 即 λ１ ≤ λ２ 。

下面的命题 ３ 说明， 定理 １ 中如果条件 λ ≥ ｍｉｎ（λ１ ，λ２ ） 不满足， 即 λ ＜ ｍｉｎ（λ１ ，λ２ ） ， 定理 １ 的

结论不一定成立。
命题 ３　 设 Ｘ１ 、 Ｘ２ 相互独立， 分别服从参数为 λ１ 和 λ 的指数分布， Ｙ１ 、 Ｙ２ 相互独立， 分别服从参

数为 λ２ 和 λ 的指数分布， λ１ ，λ２ ，λ ＞ ０ 。 若 λ ＜ ｍｉｎ（λ１ ，λ２ ） ， 则： ⅰ） 由 λ１ ≤ λ２ 不能得出

Ｘ２：２ ≥ｌｒＹ２：２ ； ⅱ） 由 λ１ ≤ λ２ 不能得出 Ｘ２：２ ≥ｈｒＹ２：２ 。
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证明　 分别令： ａ） λ ＝ １． ６ ， λ１ ＝ ３ ， λ２ ＝ ５． ６ ； ｂ） λ ＝ ０． ３ ， λ１ ＝ ０． ６ ， λ２ ＝ ０． ７ ； ｃ） λ ＝ ０􀆰 １，
λ１ ＝ ０． ３ ， λ２ ＝ ０． ６５ 。 令 Ｉ（ ｔ；λ，λ１ ，λ２ ） ＝ ｆＸ２：２

（ ｔ） ／ ｆＹ２：２
（ ｔ） ＝ ［λ１ ｅ －λ１ｔ ＋ λｅ －λｔ － （λ１ ＋

λ）ｅ －（λ１ ＋λ） ｔ］ ／ ［λ２ ｅ －λ２ｔ ＋ λｅ －λ ｔ － （λ１ ＋ λ）ｅ －（λ２ ＋λ） ｔ］ ， Ｊ（ ｔ；λ，λ１ ，λ２ ） ＝ 􀭵ＦＸ２：２
（ ｔ） ／ 􀭵ＦＹ２：２

（ ｔ） ＝ ［ｅ －λ１ｔ ＋ ｅ －λｔ －
ｅ －（λ１ ＋λ） ｔ］ ／ ［ｅ －λ２ｔ ＋ ｅ －λｔ － ｅ －（λ２ ＋λ） ｔ］ 。 由图 １、 图 ２ 可以看出： 当 ｔ ∈ Ｒ ＋ 时， Ｉ（ ｔ；λ，λ１ ，λ２ ） 、 Ｊ（ ｔ；λ，λ１ ，

·６６·
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λ２ ） 非单调增加， 故 Ｘ２：２ ≥ｌｒＹ２：２ 和 Ｘ２：２ ≥ｈｒＹ２：２ 均不成立。 有如下进一步的结论。
定理 ２　 设 Ｘ１ 、 Ｘ２ 相互独立， 分别服从参数为 λ１ 和 λ 的指数分布， Ｙ１ 、 Ｙ２ 相互独立， 分别服从参

数为 λ２ 和 λ 的指数分布， λ１ ，λ２ ，λ ＞ ０ 。 设 λ ≥ ｍｉｎ（λ１ ，λ２ ） ， 则下列条件等价： １） λ１ ≤ λ２ ； ２）
Ｘ２：２ ≥ｌｒＹ２：２ ； ３） Ｘ２：２ ≥ｈｒＹ２：２ ； ４） Ｘ２：２ ≥ｒｈＹ２：２ ； ５） Ｘ２：２ ≥ｓｔＹ２：２ 。

证明　 由于 Ｘ ≤ｌｒＹ⇒Ｘ ≤ｈｒＹ⇒Ｘ ≤ｓｔＹ ， Ｘ ≤ｌｒＹ⇒Ｘ ≤ｒｈＹ⇒Ｘ ≤ｓｔＹ ， 且由定理 １ 得 １）⇔２） ， 故只需

证 ５）⇒１） ， １）⇒４） 。
５）⇒１） ： 设 Ｘ２：２ ≥ｓｔＹ２：２ ， 要证 λ１ ≤ λ２ 。 与定理 １ 必要性部分证法相同。
１）⇒４） ： 设 λ１ ≤ λ２ ， 要证 Ｘ２：２ ≥ｒｈＹ２：２ 。 当 λ１ ≤ λ２ 时， 由引理 １ 有： 􀭴ｒＸ１

（ ｔ） ≥ 􀭴ｒＹ１
（ ｔ） ， 又因

􀭴ｒＸ２
（ ｔ） ＝ 􀭴ｒＹ２

（ ｔ） ， 故 􀭴ｒＸ２：２
（ ｔ） ＝ 􀭴ｒＸ１

（ ｔ） ＋ 􀭴ｒＸ２
（ ｔ） ≥ 􀭴ｒＹ１

（ ｔ） ＋ 􀭴ｒＹ２
（ ｔ） ＝ 􀭴ｒＹ２：２

（ ｔ） ， 即 Ｘ２：２ ≥ｒｈＹ２：２ ， 证毕。
注 １　 定理 ２ 中， 当 ｍｉｎ（λ１ ，λ２ ） ≤ λ ≤ ｍａｘ（λ１ ，λ２ ） 时， 并不满足文献 ［６］ 定理 ３􀆰 ４、 定理 ４􀆰 ３

的条件， 故定理 ２ 的结论是文献 ［６］ 定理 ３􀆰 ４、 定理 ４􀆰 ３ 的补充。
定理 ３　 设 Ｘ１ 、 Ｘ２ 相互独立， 分别服从参数为 λ１ 和 λ 的指数分布， Ｙ１ 、 Ｙ２ 相互独立， 分别服从参

数为 λ２ 和 λ 的指数分布。 对于任意的 λ ＞ ０ ， 则下列条件等价： １） λ１ ≤ λ２ ； ２） Ｘ２：２ ≥ｒｈＹ２：２ ；
３） Ｘ２：２ ≥ｓｔＹ２：２ 。

证明　 因 Ｘ ≤ｒｈＹ⇒Ｘ ≤ｓｔＹ ， 只需证 １）⇒２） ， ３）⇒１） 。
１）⇒２） ： 设 λ１ ≤ λ２ ， 要证 Ｘ２：２ ≥ｒｈＹ２：２ 。 当 λ１ ≤ λ２ 时， 由引理 １ 有： 􀭴ｒＸ１

（ ｔ） ≥ 􀭴ｒＹ１
（ ｔ） ， 又因

􀭴ｒＸ２
（ ｔ） ＝ 􀭴ｒＹ２

（ ｔ） ， 故 􀭴ｒＸ２：２
（ ｔ） ＝ 􀭴ｒＸ１

（ ｔ） ＋ 􀭴ｒＸ２
（ ｔ） ≥ 􀭴ｒＹ１

（ ｔ） ＋ 􀭴ｒＹ２
（ ｔ） ＝ 􀭴ｒＹ２：２

（ ｔ） ， 即 Ｘ２：２ ≥ｒｈＹ２：２ 。
３）⇒１） ： 设 Ｘ２：２ ≥ｓｔＹ２：２ ， 要证 λ１ ≤ λ２ 。 证法与定理 １ 必要性部分证法相同。
注 ２　 定理 ３ 中， 当 λ ≤ ｍｉｎ（λ１ ，λ２ ） 时， 并不满足文献 ［６］ 定理 ３􀆰 ４ 的条件， 故定理 ３ 的结论

是文献 ［６］ 定理 ３􀆰 ４ 的补充。
３􀆰 ２　 ＰＨＲ 模型情形

下面考虑部件分布服从 ＰＨＲ 模型时， 并联系统寿命的随机序性质。
设 Ｘｉ 的生存函数 􀭵Ｆｉ 满足 􀭵Ｆｉ（ｘ） ＝ ［ 􀭵Ｆ（ｘ）］λｉ （ｉ ＝ １，２） ， 其中生存函数 􀭵Ｆ（ｘ） ＝ １ － Ｆ（ｘ） ， Ｆ（ｘ） 为

基线分布函数。 基线分布函数 Ｆ（ｔ） 的故障率函数是 ｒ（ｔ） ， 累积故障率为 Ｒ（ｘ） ＝ ∫ ｘ

０
ｒ（ｔ）ｄｔ ＝ － ｌｎ 􀭵Ｆ（ｘ）

（ ｉ ＝ １，２） 。
因 Ｐ（Ｒ（Ｘ ｉ） ＞ ｘ） ＝ Ｐ（Ｘ ｉ ＞ Ｒ －１ （ｘ）） ＝ 􀭵Ｆλｉ（ 􀭵Ｆ －１ （ｅ －ｘ）） ＝ ｅ －λｉｘ ， 其中 Ｒ －１ （ｘ） 为 Ｒ（ｘ） 的反函数。

记 Ｕｉ ＝ Ｒ（Ｘ ｉ） ， 则 Ｕｉ 是参数为 λ ｉ 的指数分布 （ ｉ ＝ １，２） 。
令 Ｕ２：２ ＝ ｍａｘ（Ｕ１ ，Ｕ２ ） ， 因 Ｒ（ｘ） 是单调增加函数， 故

Ｕ２：２ ＝ ｍａｘ（Ｒ（Ｘ１ ），Ｒ（Ｘ２ ）） ＝ Ｒ（ｍａｘ（Ｘ１ ，Ｘ２ ）） ＝ Ｒ（Ｘ２：２ ）。 （４）
　 　 再次利用 Ｒ（ｘ） 及 Ｒ －１ （ｘ） 是单调增加函数， 通过引理 ３， 将 ＰＨＲ 模型转化为已有指数分布的情

形， 得到定理 ４ 和定理 ５。
定理 ４　 设 􀭵Ｆ（ｘ） 为非负随机变量的生存函数。 Ｘ１ 、 Ｘ２ 相互独立， 生存函数分别为 ［ 􀭵Ｆ（ ｔ）］ λ１ 和

［ 􀭵Ｆ（ ｔ）］ λ ， Ｙ１ 、 Ｙ２ 相互独立， 生存函数分别为 ［ 􀭵Ｆ（ ｔ）］ λ２ 和 ［ 􀭵Ｆ（ ｔ）］ λ ， λ１ ，λ２ ，λ ＞ ０ 。 设 λ ≥ ｍｉｎ（λ１ ，
λ２ ） ， 则下列条件等 价： １ ） λ１ ≤ λ２ ； ２ ） Ｘ２：２ ≥ｌｒＹ２：２ ； ３ ） Ｘ２：２ ≥ｈｒＹ２：２ ； ４ ） Ｘ２：２ ≥ｒｈＹ２：２ ； ５ ）
Ｘ２：２ ≥ｓｔＹ２：２ 。

证明　 沿用上述的记号， 令 Ｕｉ ＝ Ｒ（Ｘ ｉ） ， Ｖｉ ＝ Ｒ（Ｙｉ） 。 Ｕ１ ， Ｕ２ 分别服从参数为 λ１ 和 λ 的指数分

布， Ｖ１ ， Ｖ２ 分别服从参数为 λ２ 和 λ 的指数分布。 由式 （４） 得 Ｕ２：２ ＝ Ｒ（Ｘ２：２ ） ， Ｖ２：２ ＝ Ｒ（Ｙ２：２ ） 。
１）⇒２） ： 已知 λ１ ≤ λ２ ， 要证 Ｘ２：２ ≥ｌｒＹ２：２ 。 由定理 ２ 有： Ｕ２：２ ≥ｌｒＵ２：２ 。 因 Ｒ －１ （ｘ） 是单调增加函

数， 由引理 ３ 得 Ｒ －１ （Ｕ２：２ ） ≥ｌｒ Ｒ －１ （Ｖ２：２ ） ， 即 Ｘ２：２ ≥ｌｒＹ２：２ 。
２）⇒１） ： 已知 Ｘ２：２ ≥ｌｒＹ２：２ ， 要证 λ１ ≤ λ２ 。 因 Ｒ（ｘ） 是单调增加函数， 由引理 ３ 得 Ｕ２：２ ＝

Ｒ（Ｘ２：２ ） ≥ｌｒ Ｒ（Ｙ２：２ ） ＝ Ｖ２：２ ， 再由定理 ２ 得 λ１ ≤ λ２ ， 故 １）⇔２） 。

·７６·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

同理可类似证明 １）⇔３）⇔４）⇔５） 。
注 ３　 定理 ４ 中， 当 ｍｉｎ（λ１ ，λ２ ） ≤ λ ≤ ｍａｘ（λ１ ，λ２ ） 时， 并不满足文献 ［７］ 定理 ２􀆰 ８ 的条件，

且定理 ４ 给出的是使 Ｘ２：２ ≥ｌｒＹ２：２ 成立的充要条件， 而已有文献 ［７］ 定理 ２􀆰 ８ 给出的是使 Ｘ２：２ ≥ｌｒＹ２：２

成立的充分条件， 故定理 ４ 是文献 ［７］ 定理 ２􀆰 ８ 的补充。
定理 ５　 设 􀭵Ｆ（ｘ） 为非负随机变量的生存函数。 Ｘ１ 、 Ｘ２ 相互独立， 生存函数分别为 ［ 􀭵Ｆ（ ｔ）］ λ１ 和

［ 􀭵Ｆ（ ｔ）］ λ ， Ｙ１ 、 Ｙ２ 相互独立， 生存函数分别为 ［ 􀭵Ｆ（ ｔ）］ λ２ 和 ［ 􀭵Ｆ（ ｔ）］ λ ， 对于任意的 λ ＞ ０ ， 则下列条件

等价： １） λ１ ≤ λ２ ； ２） Ｘ２：２ ≥ｒｈＹ２：２ ； ３） Ｘ２：２ ≥ｓｔＹ２：２ 。
设 Ｘ１ ，…，Ｘｎ 是韦布尔随机变量， Ｘ ｉ ～ Ｗ（α，λ ｉ） ， ｉ ＝ １，…，ｎ ， λ ｉ ＞ ０ ， α ＞ ０ 。 因 Ｘ ｉ 的生存函数

为 􀭵Ｆ ｉ（ ｔ） ＝ ｅ －（λｉｔ） α （ ｔ ＞ ０） ， 故 Ｘ１ ，…，Ｘｎ 服从参数为 λ１
α，…，λｎ

α 的 ＰＨＲ 模型。
下面是部件服从韦布尔分布时的相应结论。
推论 １　 设 Ｘ１ 、 Ｘ２ 相互独立， 服从相同的形状参数 α ， 尺度参数为 λ１ 和 λ 的韦布尔分布， Ｙ１ 、 Ｙ２

相互独立， 服从相同的形状参数 α ， 尺度参数为 λ２ 和 λ 的韦布尔分布， λ１ ，λ２ ，λ，α ＞ ０ ， 假设 λ ≥
ｍｉｎ（λ１ ，λ２ ） ， 则下列条件等价： １） λ１ ≤ λ２ ； ２） Ｘ２：２ ≥ｌｒＹ２：２ ； ３） Ｘ２：２ ≥ｈｒＹ２：２ ； ４） Ｘ２：２ ≥ｒｈＹ２：２ ； ５）
Ｘ２：２ ≥ｓｔＹ２：２ 。

证明　 因 α ＞ ０ ， λα
１ ≤ λα

２ ⇔λ１ ≤ λ２ ， 故由定理 ４ 立即得到。
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