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具波动算子非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程线性化差分格式

闫瑞娥， 梁宗旗

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 构造了具波动算子的非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的一种线性化差分格式。 即在守恒非线性差分格

式的基础上， 利用 Ｔａｙｌｏｒ 方法展开非线性项， 引入小参数 􀆠 得到该方程的线性化差分格式。 利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 方

法证明了其格式的收敛性和稳定性。 最后通过数值例子验证了该方法的可信性和有效性。
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０　 引言
非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程是一类经典的非线性偏微分方程， 在量子力学、 非线性光学、 流体力学

等中均有广泛应用。 具波动算子的非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程是 Ｍａｔｓｕｎｃｈｉ［１］于 １９８０ 年在研究单色波的非

线性相互作用时首次得到的。 随后在推导高频电子横向速度、 研究等离子物理孤立子等问题的许多物

理模型所满足的方程中也得到了同类方程。 具波动算子的非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程与经典的非线性

Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程相比， 在非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程基础上增加了波动项和一阶项， 使其同时具有波动方

程与抛物方程的性质， 从而使该问题的研究变得更加复杂且具有挑战性。 关于该方程的研究文献不

多， 郭柏灵［２］研究了该方程多维问题的初、 边值问题， 证明了其解的存在性与唯一性， 并研究了其

正则性； 文献 ［３］ 研究了特殊情况下该类方程一维情况下的数值解问题； 文献 ［４ － ６］ 构造了该方

程的显式差分格式、 谱方法及拟谱方法， 并分别证明了其稳定性； 文献 ［７ － ９］ 在文献 ［３］ 的基础
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上给出了一类特殊情况下该方程的多种守恒差分格式； 文献 ［１０］ 给出了该方程的一种高精度守恒

差分格式； 文献 ［１１］ 给出了有限元方法； 文献 ［１２］ 和文献 ［１３］ 分别给出了该方程的 一类多辛

傅里叶拟谱格式和指数波积分的傅里叶谱方法； 文献 ［１４ － １５］ 构造了多种该类方程的多辛格式；
文献 ［１６］ 研究了特殊情况下该类方程的行波解的线性稳定性问题； 文献 ［１７］ 和文献 ［１８］ 分别

给出了规范变换后的多种组合解、 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数周期解及新的多级包络周期解， 并在极限情况下求

得了该方程的多类精确孤波解； 文献 ［１９］ 和文献 ［２０］ 分别给出了该类方程的多尺度时间积分与

两尺度方法、 能量守恒的哈密尔顿边值方法； 文献 ［２１ － ２４］ 分别给出了守恒差分格式、 守恒紧格

式及 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 谱方法等。
本文研究如下形式的具波动算子的非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程

Ｔｕ ＋ ｉα（ｕｔ ＋ ｕｘ） ＋ δ２ｕ ＋ β ｕ ２ｕ ＝ ０， ｔ ≥ ０，ｘｌ ≤ ｘ ≤ ｘｒ，
ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０ （ｘ），ｕｔ（ｘ，０） ＝ ｕｌ（ｘ）， ｘｌ ≤ ｘ ≤ ｘｒ，
ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｕ（ｘ ＋ Ｌ，Ｔ）， ｔ ≥ ０，ｘｌ ≤ ｘ ≤ ｘｒ，

ì

î

í

ïï

ïï
（１）

其中： ｉ２ ＝ １； Ｔｕ ＝ ｕｔｔ － ｕｘｘ ＋ γｕｔｘ ； ｕｔ ＝ ∂ｕ ／ ∂ｔ ， ｕｘ ＝ ∂ｕ ／ ∂ｘ ， ｕｔｔ ＝ ∂２ｕ ／ ∂ｔ２ ， ｕｘｘ ＝ ∂２ｕ ／ ∂ｘ２ ； ｕｔｘ ＝
∂２ｕ ／ （∂ｔ∂ｘ） ； α，γ，δ２ ，β ＞ ０ 为实常数； ｕ（ｘ，ｔ） 是未知复值函数； ｕ０ （ｘ），ｕ１ （ｘ） 均为实值函数； Ｌ ＝ ｘｒ － ｘｌ。

方程 （１） 满足如下的守恒律［１０］ ， 能量守恒律： Ｅ（ ｔ） ＝ ∫ｘｒ

ｘｔ

（ ｕｘ
２ ＋ ｕｔ

２ － ｉαｕ􀭵ｕｘ ＋ δ２ ｕ ２ ＋

（β ／ ２） ｕ ４ ）ｄｘ ＝ Ｅ（０） ； 质量守恒律： Ｑ（ ｔ） ＝ ∫ｘｒ

ｘｔ

［（ｕｔ
􀭵ｕ － 􀭵ｕｔ） － γｕ􀭵ｕｘ － ｉα ｕ ２ ］ｄｘ ＝ Ｑ（０）。

在数值计算中， 为了拟合原方程具有的守恒性， 构造的格式也能保持原方程的守恒性， 称之为守

恒格式。 但守恒格式在一般情况下都要求解一个非线性方程组， 加入一个小参数， 这给实际计算带来

了很多的问题和困难。 例如， 如果选择合适的迭代法、 收敛速度等， 如构造的格式是显示格式， 一方

面是显示格式是否稳定， 即使是稳定， 一般其稳定性条件都是比较苛刻的。 因此， 本文提出了对非线

性项在时间层利用 Ｔａｙｌｏｒ 展开， 将非线性格式转化为线性化差分格式的差分方法。

１　 线性化格式构造
对平面区域 Ω ＝ ［ｘｒ，ｘｌ］ × ［０，Ｔ］ 作网格剖分， 并记空间、 时间步长分别记为： ｈ ＝ （ｘｒ － ｘｌ） ／ Ｊ ，

τ ＝ Ｔ ／ Ｎ（Ｊ，Ｎ ∈ Ｎ） ， ｘ ｊ ＝ ｘｒ ＋ ｊｈ ， ｔｎ ＝ ｎτ 。 令： Ωｈ ＝ ｘ ｊ ｏ ≤ ｊ ≤ Ｊ，Ωτ ＝ ｔｎ ｏ ≤ ｎ ≤ Ｎ，Ωτ
ｈ ＝ Ωｈ －

Ωτ， （ｕｎ
ｊ ） ｘ ＝ （ｕｎ

ｊ＋１ － ｕｎ
ｊ ） ／ ｈ ， （ｕｍ

ｊ ） 􀭰ｘ ＝ （ｕｎ
ｊ － ｕｎ

ｊ－１ ） ／ ｈ ， （ｕｎ
ｊ ） ｘ^ ＝ （ｕｎ

ｊ＋１ － ｕｎ
ｊ－１ ） ／ （２ｈ） ， （ｕｎ

ｊ ） ｔ ＝ （ｕｎ＋１
ｊ －

ｕｎ
ｊ ） ／ τ ， （ｕｎ

ｊ ） 􀭰ｔ ＝ （ｕｎ
ｊ － ｕｎ－１

ｊ ） ／ τ ， （ｕｎ
ｊ ） ｔ^ ＝ （ｕｎ＋１

ｊ － ｕｎ－１
ｊ ） ／ （２τ） ， （ｕｎ

ｊ ） ｘ􀭰ｘ ＝ （ｕｎ
ｊ＋１ － ２ｕｎ

ｊ ＋ ｕｎ
ｊ－１ ） ／ ｈ２ ，

（ｕｎ
ｊ ） ｔ􀭰ｔ ＝ （ｕｎ＋１

ｊ － ２ｕｎ
ｊ ＋ ｕｎ－１

ｊ ） ／ τ２ ， ｕｎ＋１ ／ ２
ｊ ＝ （ｕｎ＋１

ｊ ＋ ｕｎ－１
ｊ ） ／ ２ 。

定义周期 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间 Ｈｍ
ｐｅｒ［０，Ｌ］ ＝ ｛ｕ（ｘ） （∂ｍｕ ／ ∂ｘｍ） ∈ Ｌ２ （Ω） ， ｕ（ｘ ＋ Ｌ） ＝ ｕ（ｘ），ｍ ＞ ０｝ 。 离

散内积及范数定义为： （ｕｎ，ｖｎ） ＝ ｈ ∑
Ｊ－１

ｊ ＝ ０
（ｕｎ

ｊ
􀭰ｖｎ

ｊ ）（ｕｎ
ｊ ，ｖｎ

ｊ ∈ Ωｎ
ｈ） ， ｕｎ ＝ （ｕｎ，ｖｎ） ， ｕ ∞ ＝ ｍａｘ

０≤ｊ≤Ｊ
ｕ ｊ ，其中

􀭵ｕ 表示 ｕ 的复共辄，记为 ｕｎ
ｊ 差分近似解， Ｕｎ

ｊ ＝ Ｕ（ｘ ｊ，ｔｎ） 为方程精确解。
先构造如下的守恒“蛙跳”差分格式：

Ｗｕ ＋ ｉα［（ｕｎ
ｊ ） ｔ^ ＋ （ｕｎ＋１ ／ ２

ｊ ） ｘ^］ ＋ δ２ｕｎ＋１ ／ ２
ｊ ＋ （β ／ ２）（ ｕｎ＋１

ｊ
２ｕｎ＋１

ｊ ＋ ｕｎ－１
ｊ

２ｕｎ－１
ｊ ） ＝ ０， （２）

其中： ｎ ＝ １，２，…，Ｎ － １ ； ｊ ＝ １，２，…，Ｊ － １ ； Ｗｕ ＝ （ｕｎ
） ｔ􀭰ｔ － （ｕｎ＋１ ／ ２

ｊ ） ｘ􀭰ｘ ＋ γ（ｕｎ
ｊ ） ｔ^ｘ^。

显然上述的格式为全隐格式，需要求解一阶非线性方程组或采用预估一校正方法求解。 为了避免

求解非线性方程组，引入一个小参数 􀆠 对非线性项进行处理。
将差分格式（２）中非线性项部分 ｕｎ＋１

ｊ
２ｕｎ＋１

ｊ 在第 ｎ 个时间层 Ｔａｙｌｏｒ 展开，得

ｕｎ＋１
ｊ

２ｕｎ＋１
ｊ ＝ ｕｎ

ｊ
２ｕｎ

ｊ ＋ τ［∂（ ｕｎ
ｊ

２ｕｎ
ｊ ） ／ ∂ｔ］ ＋ Ｒ（τ）， （３）

·７４１·
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其中 Ｒ（τ） ＝ ｏ（τ２ ） 是截断误差。 对式 （３） 引入小参数 􀆠（􀆠 ∈ Ｒ） ， 舍去误差项后得

ｕｎ＋１
ｊ

２ｕｎ＋１
ｊ ≈ ｕｎ

ｊ
２ｕｎ

ｊ ＋ 􀆠τ［∂（ ｕｎ
ｊ

２ｕｎ
ｊ ） ／ ∂ｔ］ ＝

ｕｎ
ｊ ｕｎ

ｊ ＋ ２􀆠τ ｕｎ
ｊ ｕｎ

ｊ ［∂（ ｕｎ
ｊ ） ／ ∂ｔ］ ＋ 􀆠τ ｕｎ

ｊ ［∂ｕｎ
ｊ ／ ∂ｔ］， （４）

用向后差分格式代替式 （４） 中的 ∂（ ｕｎ
ｊ ） ／ ∂ｔ 、 ∂（ｕｎ

ｊ ） ／ ∂ｔ 项， 即

∂ ｕｎ
ｊ ／ ∂ｔ ＝ （ ｕｎ

ｊ － ｕｎ－１
ｊ ） ／ τ，∂ｕｎ

ｊ ／ ∂ｔ ＝ （ｕｎ
ｊ － ｕｎ－１

ｊ ） ／ τ。 （５）
将式 （５） 代入式 （４） 并整理得

ｕｎ＋１
ｊ

２ｕｎ＋１
ｊ ≈ ［（１ ＋ ３􀆠） ｕｎ

ｊ
２ － ２􀆠 ｕｎ

ｊ ｕｎ－１
ｊ ］ｕｎ

ｊ － 􀆠 ｕｎ
ｊ ｕｎ－１

ｊ 。 （６）
将式 （６） 代入差分格式 （２） 中非线性项， 非线性项部分变为如下形式：

ｕｎ＋１
ｊ

２ｕｎ＋１
ｊ ＋ ｕｎ－１

ｊ
２ｕｎ－１

ｊ ≈ ［（１ ＋ ３􀆠） ｕｎ
ｊ

２ － ２􀆠 ｕｎ
ｊ ｕｎ－１

ｊ ］ｕｎ
ｊ － 􀆠 ｕｎ

ｊ ｕｎ－１
ｊ ＋ ｕｎ－１

ｊ
２ｕｎ－１

ｊ 。 （７）
将式 （７） 代入差分格式 （２） 中， 从而得到了带小参数 􀆠 的线性化格式：

Ｗｕ ＋ ｉα［（ｕｎ
ｊ ） ｔ^ ＋ （ｕｎ＋１ ／ ２

ｊ ） ｘ^］ ＋ δ２ｕｎ＋１ ／ ２
ｊ ＋ （β ／ ２） ｆ（ｕｎ

ｊ ，ｕｎ－１
ｊ ） ＝ ０， （８）

其中 ｆ（ｕｎ
ｊ ，ｕｎ－１

ｊ ） ＝ ［（１ ＋ ３􀆠） ｕｎ
ｊ

２ － ２􀆠 ｕｎ
ｊ ｕｎ－１

ｊ ］ｕｎ
ｊ － 􀆠 ｕｎ

ｊ ｕｎ－１
ｊ ＋ ｕｎ－１

ｊ
２ｕｎ－１

ｊ 。
令 ｓ ＝ τ ／ ｈ ， 式 （８） 可以改写成：

Ｄｕｎ＋１
ｊ ＋ Ｅｕｎ＋１

ｊ ＋１ ＋ Ｆｕｎ＋１
ｊ －１ ＝ Ｍ ｊｕｎ

ｊ ＋ Ｙ ｊｕｎ－１
ｊ ＋ Ｑｕｎ－１

ｊ ＋１ ＋ Ｈｕｎ－１
ｊ －１ ， （９）

其中： １ ≤ ｊ ≤ Ｎ － １；ｎ ＝ １，２，… ； Ｄ ＝ ４ ＋ ４ｓ２ ＋ ２ｉατ ＋ ２τ２δ２ ； Ｅ ＝ ｉατ ｓ ＋ γｓ － ２ｓ２ ； Ｆ ＝ － ｉατ ｓ － γｓ －
２ｓ２ ； Ｍ ｊ ＝ ８ － ２βτ２ ［（１ ＋ ３􀆠） ｕｎ

ｊ
２ － ２􀆠 ｕｎ

ｊ ｕｎ－１
ｊ ］ ； Ｙ ｊ ＝ ２βτ２ （􀆠） ｕｎ

ｊ
２ － ｕｎ－１

ｊ
２ ） ＋ ２ｉατ － ４ －

４ｓ２ －２τ２δ２ ； Ｑ ＝ ２ｓ２ ＋ γｓ － ｉατｓ ， Ｈ ＝ ２ｓ２ － γｓ ＋ ｉατｓ 。 令 Ｕｎ ＝ （ｕ１ ，ｕ２ ，…，ｕＮ） Ｔ 。
根据式 （９） 对应的所有网格点及方程 （１） 给出的初、 边值条件， 得到如下形式的线性代数系统：

ＬＵｎ＋１ ＝ ＭＵｎ ＋ ＰＵｎ－１ ， （１０）

其中， Ｌ、 Ｍ、 Ｐ 为 Ｎ × Ｎ 阶矩阵： Ｌ ＝

Ｄ Ｅ … ０ Ｆ
Ｆ Ｄ Ｅ … ０
０ ０
︙ ︙ Ｆ Ｄ Ｅ
Ｅ ０ … Ｆ Ｄ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

， Ｍ ＝

Ｍ１ ０ ０ … ０
０ Ｍ２ ０ … ０
︙ ︙
０ … ０ ＭＮ－１ ０
０ ０ … ０ ＭＮ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

，

Ｐ ＝

Ｙ１ Ｑ ０ … Ｈ
Ｈ Ｙ２ Ｑ ０
︙ Ｈ ＹＮ－１ Ｑ
Ｑ ０ … Ｈ ＹＮ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

。

２　 稳定性分析
下面讨论线性格式 （８）、 （９） 的稳定性。 令 ｕｎ－１

ｊ ＝ ｖｎ
ｊ ， 式 （８） 也可写成如下的等价形式：

Ｄｕｎ＋１
ｊ ＋ Ｅｕｎ＋１

ｊ ＋１ ＋ Ｆｕｎ＋１
ｊ －１ ＝ Ｍ ｊｕｎ

ｊ ＋ Ｙ ｊｖｎ
ｊ ＋ Ｑｕｎ

ｊ＋１ ＋ Ｈｕｎ
ｊ－１ ，

ｕｎ－１
ｊ ＝ ｖｎ

ｊ 。{ （１１）

令ωｎ
ｊ ＝ （ｕｎ

ｊ ，ｖｎ
ｊ ）Ｔ ， 则式 （１１） 变为如下形式： Ｄ ０

０ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ωｎ＋１

ｊ ＋ Ｅ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ωｎ＋１

ｊ ＋１ ＋ Ｆ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ωｎ＋１

ｊ －１ ＝
Ｍｊ Ｙｊ

１ ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ωｎ

ｊ ＋

０ Ｑ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ωｎ

ｊ＋１ ＋ ０ Ｈ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ωｎ

ｊ－１ 。 设 ωｎ
ｊ ＝ ω^ｎ（ξ）ｅｉｊξｈ ， 代入上式得

Ａ ＋ Ｂ ｉ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ω^ｎ＋１

ｊ （ξ） ＝
Ｍ ｊ ２βτ２ （􀆠 ｕｎ

ｊ
２ － ｕｎ－１

ｊ
２ ） － Ａ ＋ Ｂ ｉ

１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ω^ｎ

ｊ （ξ）， （１２）

其中： Ａ ＝ － ４ｓ２ ｃｏｓ（ξｈ） － ２ｓατｓｉｎ（ξｈ） ＋ ４ ＋ ４ｓ２ ＋ ２τ２δ２ ； Ｂ ＝ ２ｓγｓｉｎ（ξｈ） ＋ ２ατ 。
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令 Ｃ ＝ ｍａｘ｛ ｕｎ＋１ ， ｕｎ ， ｕｎ－１ ｝ ， 式 （１２） 等价地写为 ω^ｎ＋１ ＝ Ｇω^ｎ（ξ） ， 其中增长矩阵 Ｇ 为：

Ｇ ＝ ［８ － ２βτ２ （１ ＋ 􀆠）Ｃ２ ］ ／ （Ａ ＋ Ｂ ｉ） ［２βτ２ （􀆠 － １）Ｃ２ － Ａ ＋ Ｂ ｉ］ ／ （Ａ ＋ Ｂ ｉ）
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷。

　 　 设增长矩阵 Ｇ 的特征方程为 λ２ － ｂλ ＋ ｃ ＝ ０ ， 其中 ｂ ＝ ［８ － ２βτ２ （１ ＋ 􀆠）Ｃ２ ］ ／ （Ａ ＋ Ｂ ｉ） ，
ｃ ＝ － ［２βτ２ （􀆠 － １）Ｃ２ － Ａ ＋ Ｂ ｉ］ ／ （Ａ ＋ Ｂ ｉ）。

根据 Ｆｏｕｒｉｅｒ 稳定性分析方法， 要保证格式稳定， 需要满足 λ ≤ １ ， 即 ｂ ≤ ２， ｃ ≤ １。 为满足

上述条件， 只需满足以下条件即可

［８ － ２βτ２ （１ ＋ 􀆠）Ｃ２ ］ ／ （Ａ ＋ Ｂ ｉ） ≤ ２， （１３）
即

［４ － βτ２ （１ ＋ 􀆠）Ｃ２ ］ ２ － Ｂ２ ≤ Ａ２ 。 （１４）
　 　 式 （１４） 是关于 ｈ 的四次不等式， 得到 ｈ 与 τ 的关系是一个简单而运算复杂的过程。 为方便起

见， 考虑一种特殊情况：
设 Ａ ＝ ａ１ ＋ ｂ１ ， 其中 ａ１ ＝ － ４ｓ２ ｃｏｓ（ξｈ） － ２ｓατｓｉｎ（ξｈ） ， ｂ１ ＝ ４ ＋ ４ｓ２ ＋ ２τ２δ２ ， 当 ａ１ ＝ － ｂ１ 时，

式 （１４） 右侧有最小值， 使不等式恒成立， 此时满足 １６ｓ４ ＋ ４ｓ２α２τ２ ｓｉｎ（ξｈ ＋ φ０ ） ＝ ４ ＋ ４ｓ２ ＋ ２τ２δ２ ，

即 ４ ＋ ４ｓ２ ＋ ２τ２δ２ ≤ １６ｓ４ ＋ ４ｓ２α２τ２ 。 通过简单计算得， 步长 ｈ 需满足下述条件

ｈ ≤ ［τ２ （α２τ２ － ８ － ４δ２τ２ ）］ ／ （４ ＋ ４δ２τ２ ＋ δ４τ４ ） 。 （１５）
　 　 定理 １　 设 ｕ（ｘ，ｔ） ∈ Ｃ４ ［０，Ｔ；Ｈ２

ｐｅｒ］ ， 在空间步长 ｈ 与时间步长 τ 满足式 （１５） 时， 线性化格式

（８） 是稳定的。
类似于稳定性定理 １ 的证明， 可类似得到如下的收敛性定理 ２。
定理 ２　 设 ｕ（ｘ，ｔ） ∈ Ｃ４ ［０，Ｔ；Ｈ２

ｐｅｒ］ ， 在空间步长和时间步长满足式 （１５） 时， 格式 （８） 有以下

的误差估计 ｅ ≤ ｃ（ｈ２ ＋ τ２ ）。

３　 数值实验

设 ｅｎ
ｊ ＝ Ｕｎ

ｊ － ｕｎ
ｊ ，ｅ（ｈ，τ） ＝ ｅｎ ， ｅｎ

∞ ＝ ｍａｘ
０≤ｊ≤Ｎ

ｅｎ
ｊ ， ｅｎ ２ ＝ ｈ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
（ｅｎ

ｊ ） ２ ， Ｏｒｄｅｒ ２ ＝

ｌｏｇ２ （ ｅ（２ｈ，２τ） ２ ／ ｅ（ｈ，τ） ２ ） ， Ｏｒｄｅｒ ＝ ｌｏｇ２ （ ｅ（２ｈ，２τ） ∞ ／ ｅ（ｈ，τ） ∞ ）。

取参数 α ＝ γ ＝ １ ， δ２ ＝ １，β ＝ ２ ， 考虑如下周期边界条件的具波动算子的非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方

程的初、 边值问题：
ｕｔｔ － ｕｘｘ ＋ ｕｔｘ ＋ ｉ（ｕｔ ＋ ｕｘ） ＋ ｕ ＋ ２ ｕ ２ｕ ＝ ０， （ｘ，ｔ） ∈ ［０，２π］ × （０，１０］，

ｕ（ｘ ＋ ２π，ｔ） ＝ ｕ（ｘ，ｔ），ｕ（ｘ，０） ＝ ｅｉｘ，ｕｔ（ｘ，０） ＝ ｉｅｉｘ。{ 其精

确行波解为 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｅｉ（ｘ＋ｔ） 。
表 １　 不同参数下的误差比较

Ｔａｂ􀆰 １　 Ｅｒｒｏｒ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｉｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
􀆠 ｅｎ

２ ｅｎ
∞ 􀆠 ｅｎ

２ ｅｎ
∞

０． １ ０． ７６５ ３ ０． ０９６ ６ ０． ９ ０． ０９６ ２ ０． ０１２ １
０． ２ ０． ６７９ ５ ０． ０８５ ７ １． ０ ０． ０１５ ６ ０． ００２ ０
０． ３ ０． ５９４ ４ ０． ０７５ ０ １． １ ０． ０６５ ２ ０． ００８ ２
０． ５ ０． ４２５ ８ ０． ０５３ ７ １． ２ ０． １４４ ９ ０． ０１８ ３
０． ７ ０． ２５９ ８ ０． ０３２ ８ １． ４ ０． ３０２ ６ ０． ０３８ ２

由于在格式中有一个待定的参数 􀆠， 在数

值模拟实验中需要先通过运算来确定小参数 􀆠
的取值。 取 τ ＝ ０． ０１ ， ｈ ＝ ２π ／ １００ ， 选取不

同参数 􀆠， 运算结果见表 １。 通过表 １ 知， 在

相同情况下， 当小参数 􀆠 ＝ １ 时， 其 · ∞ 及

· ２ 误差为最小， 故选择 􀆠 ＝ １。
为了检验该格式的有效性， 在小参数 􀆠 ＝

１ 条件下， 取 τ ＝ ０． ０１ ， ｈ ＝ ２π ／ １００ ， 利用

计算格式 （８）， 模拟了原方程的解。 通过图 １ 可以看出， 当 ｔ ＝ ５， １０ 时， 数值解与精确解拟合较为

理想， 不论数值解的实部还是虚部均较好拟合了精确解的实部与虚部， 说明了该计算格是一个简单有

·９４１·
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图 1 数值解与精确解实部与虚部拟合图像

Fig.1 The simulation of the numerical solutions and exact solutions
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表 ２　 不同步长下的误差比较

Ｔａｂ􀆰 ２　 Ｅｒｒｏｒ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅｓ
（ｈ，τ） ｅｎ

２ Ｏｒｄｅｒ ２ ｅｎ
∞ Ｏｒｄｅｒ

（２π ／ １０，１ ／ １０） １． ５４１ ２ — ０． １９４ ４ —

（２π ／ ２０，１ ／ ２０） ０． ３８９ ４ １． ９８ ０． ０４９ １ １． ９８

（２π ／ ４０，１ ／ ４０） ０． ０９７ ４ １． ９９ ０． ０１２ ３ １． ９９

（２π ／ ８０，１ ／ ８０） ０． ０２４ ３ ２． ００ ０． ００３ １ １． ９８

效的格式。 为了验证格式的代数精度， 表 ２ 给

出了不同 ｈ、 τ 时 ｅｎ
２ 、 ｅｎ

∞ 的值及其收敛

阶， 从表 ２ 中可以得出其收敛阶阶是二阶， 与

理论分析完全一致。
与文献 ［２１ － ２４］ 相比， 本文提供的格

式是线性化格式， 在相同精度要求下只需求解

一个线性方程组， 可以用显示的追赶迭代法求

解， 大大节省了运算时间， 求解的复杂度明显

降低， 说明本文提出的格式是一种高效的、 简单的稳定格式。

４　 结论
本文在 “蛙跳” 格式的基础上， 通过对非线性部分进行处理， 将原来的全隐格式转化为线性化

格式， 得到了一个带小参数的修正的线性化格式， 并证明了其收敛性与稳定性。 通过数值算例， 验证

了该结果的可信性和有效性。 此格式最大的优势是将原全隐格式需求解一个非线性方程组的问题转化

为只需求解一个线性方程组， 大大简化了运算， 提高了计算效率。 此外， 新方案与文献 ［１１］ 中的

方案进行比较， 无论是在计算时间还是模误差， 本文构造的带小参数的线性化格式远远优于文献

［１１］， 计算效率明显提高， 是一种简单易行、 有效快捷的数值方法。
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