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ε － 变分不等式及其对偶性

黄龙光

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 利用 ε － 次微分和凸函数的共轭函数， 讨论 Ｂａｎａｃｈ 空间带集值映射的 ε － 变分不等式及其对偶

性， 给出无约束条件下凸优化问题的 ε － 最优解、 ε － 变分不等式及其对偶问题解之间的若干特征刻画。
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０　 引言
从计算和算法的角度看， 许多实际问题中的非线性最优化问题难以求其精确的最优解。 为此， 人

们通常寻求一种近似的方法， 通过迭代逼近等方法求其最优解的近似解［１ － ３］ ， 于是自然地激发起人们

寻找有关 ε － 最优解问题的兴趣。 同样地， 工程技术等实际领域中的许多问题也无需寻求精确解的必

要， 它们仅需寻求满足一定精度要求的近似解即可。 在理论和应用方面， 尽管许多的精确解难以获得

或给出， 但有时往往可通过研究近似的 ε － 最优解或对偶问题的某种性质及其收敛性而获得精确的最

优解的许多特征。 因此， 研究 ε － 变分不等式问题及其对偶问题解的有关性质在理论和实际应用中都

有重要的意义。 几种常规的多目标向量优化问题的 ε － 最优解的存在性、 ε － 最优性条件和 ε － 对偶性

等问题得到了广泛研究［４ － ５］ 。 本文利用 ε － 次微分和凸函数的共轭函数讨论 Ｂａｎａｃｈ 空间带集值映射的

ε － 变分不等式及其对偶性， 给出无约束条件下凸优化问题的 ε － 最优解、 ε － 变分不等式及其对偶问

题解之间的若干特征关系。

１　 基本概念与性质
以下总设 Ｘ 与 Ｙ 是实自反 Ｂａｎａｃｈ 空间， Ｘ∗ 与 Ｙ∗ 分别是 Ｘ 与 Ｙ 的共轭空间， Ｆ：Ｘ → ２Ｘ∗

是集值映



　 第 ５ 期 黄龙光： ε － 变分不等式及其对偶性

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

射， ｆ：Ｙ → Ｒ ∪ ｛ ＋∞ ｝ 与 ｇ：Ｘ → Ｒ ∪ ｛ ＋∞ ｝ 都是真下半连续的凸函数， Ａ：Ｘ → Ｙ 是连续线性算子。
设 ｘ ∈ ｙ ， 对 ε ≥ ０ ， 称 ∂ε ｆ（ｘ） ＝ ｛ｖ ∈ Ｙ∗：ｆ（ｙ） － ｆ（ｘ） ≥ 〈ｖ，ｙ － ｘ〉 － ε，∀ｙ ∈ Ｙ｝ 为 ｆ 在点 ｘ

处的 ε － 次微分 （其中 〈ｖ，ｙ － ｘ〉 表示连续线性泛函 ｖ 在点 ｙ － ｘ 的值）。
若存在 ｚ∈Ｘ ， 使 Ａｚ∈ ｒｉｄｏｍ（ ｆ） （其中 ｒｉｄｏｍ（ ｆ） 是 ｄｏｍ（ ｆ） 的相对内部［６］ ）， 由文献 ［６ － ７］ 有：

∂ε（ｆ 􀳱 Ａ）（ｘ） ＝ Ａ∗∂ε ｆ（Ａｘ） ， ∀ｘ ∈Ｘ，Ａｘ ∈ ｄｏｍ（ｆ） ， 􀭰ｘ∈ ∂ε ｆ（ｙ）⇔ｙ ∈ ∂ε ｆ∗（􀭰ｘ） ， ∀ｙ ∈ ｄｏｍ（ｆ） ， ∀􀭰ｘ∈
ｄｏｍ（ ｆ∗） ， 其中 Ａ∗ 为 Ａ 的共轭算子， ｆ∗ 是 ｆ 的共轭函数。

∀ε ≥ ０， 本文考虑如下 ε － 变分不等式问题：
（ＶＩ） ε 找 ｘ０ ∈ Ｘ ， 使得存在 ｖ ∈ Ｆ（ｘ０ ） 满足

〈ｖ，ｘ － ｘ０ 〉 ≥ ｆ（Ａｘ０ ） － ｆ（Ａｘ） － ε，∀ｘ ∈ Ｘ （１）
及其 （ＶＩ） ε 的对偶变分不等式。

（ＤＶＩ） ε 找 ｙ０ ∈ Ｙ ， 使得存在 ｕ ∈ ＡＦ －１ （ － Ａ∗ｙ０ ） 满足

〈ｕ，ｙ － ｙ０ 〉 ≥ ｆ∗（ｙ） － ｆ∗（ｙ０ ） ＋ ε，∀ｙ ∈ Ｙ。 （２）
由 ｆ 的下半连续性、 集值映射的有界性和闭性， 可得定理 １。

定理 １　 设 ｘｎ 是问题 （ＶＩ）εｎ （ ∀ｎ ∈ Ｎ＋ ） 的解 （即存在 ｖｎ ∈ Ｆ（ｘｎ） ， 使得 〈ｖｎ，ｘ － ｘｎ〉 ≥ ｆ（Ａｘｎ） －
ｆ（Ａｘｎ） － εｎ，∀ｘ ∈ Ｘ ） 且 εｎ↓０，ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ ＝ ｘ０ ， 若集值映射 Ｆ 在 ｘ０ 是闭的和有界的， 则 ｘ０ 是下列变分

不等式问题 （ＶＩ） 的解， 即： （ＶＩ） 找 ｘ０ ∈ Ｘ ， 使得存在 ｖ ∈ Ｆ（ｘ０ ） 满足 〈ｖ，ｘ － ｘ０ 〉 ≥ ｆ（Ａｘ０ ） － ｆ（Ａｘ），
∀ｘ ∈ Ｘ。

证明　 由条件， 存在 ｖｎ ∈ Ｆ（ｘｎ） ， 使

〈ｖｎ，ｘ － ｘｎ〉 ≥ ｆ（Ａｘｎ） － ｆ（Ａｘ） － εｎ，∀ｘ ∈ Ｘ，ｎ ∈ Ｎ ＋ 。 （３）
由 ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ ＝ ｘ０ 、 Ｆ 在 ｘ０ 的闭性和有界性知 ｛ｖｎ｝ 含有有界的子列， 而自反 Ｂａｎａｃｈ 空间的有界闭集是弱

∗紧的， 因此 ｛ ｖｎ ｝ 含有弱∗收敛的子列， 不妨设 （弱∗） ｌｉｍ
ｎ→∞

ｖｎ ＝ ｖ 。 于是由 Ａ 的线性连续性和 ｆ

的下半连续凸性， 在式 （３） 中令 ｎ → ∞ ， 得 〈ｖ，ｘ － ｘ０ 〉 ≥ ｆ（Ａｘ０ ） － ｆ（Ａｘ），∀ｘ ∈ Ｘ。

２　 ε － 变分不等式及其对偶性的特征
定理 ２　 设 ｚ ∈ Ｘ 使 Ａｚ ∈ ｒｉｄｏｍ（ ｆ） ， 则下列命题成立： ⅰ） 若 ｘ０ 是 （ＶＩ） ε 的解且 ｖ ∈ Ｆ（ｘ０ ） 满

足式 （１）， 那么 ∀ｕ ∈ ∂ε ｆ（Ａｘ０ ） ∩ （Ａ∗） －１ （ － ｖ）， ｕ 是 （ＤＶＩ） ε 的解且 Ａｘ０ ∈ ＡＦ －１ （ － Ａ∗ｕ） 并有 Ａｘ０

满足式 （２ ）； ⅱ） 若 ｙ０ ∈ Ｙ 是 （ＤＶＩ） ε 的解且 ｗ ∈ ＡＦ －１ （ － Ａ∗ｙ０ ） 满足式 （ ２ ）， 那么 ∀α ∈
Ｆ －１ （ － Ａ∗ｙ０ ） ∩ Ａ －１ （ｗ） ， α 是 （ＶＩ） ε 的解且 － Ａ∗ｙ０ ∈ Ｆ（α） ， 并有 － Ａ∗ｙ０ 满足式 （１）。

证明　 ⅰ） 若 ｘ０ 是 （ＶＩ） ε 的解且 ｖ ∈ Ｆ（ｘ０ ） 满足式 （１）， 则 － ｖ ∈ Ａ∗∂ε ｆ（Ａｘ０ ） 。 设 ｕ ∈
∂ε ｆ（Ａｘ０ ） ∩ （Ａ∗） －１ （ － ｖ） ， 则 － ｖ ＝ Ａ∗ｕ， － Ａｘ０ ∈ （∂ε ｆ） －１ （ｕ） ＝ ∂ε ｆ∗（ｕ）。 因为 ｖ ∈ Ｆ（ｘ０ ） ，故
ｘ０ ∈Ｆ －１ （ｖ） ， Ａｘ０ ∈ ＡＦ －１ （ｖ） ＝ ＡＦ －１ （ － Ａ∗ｕ） 。 即 ｕ 是 （ＤＶＩ） ε 的解，且 Ａｘ０ 满足式（２）。

ⅱ）若 ｙ０ ∈ Ｙ 是 （ＤＶＩ） ε 的解且 ｗ ∈ ＡＦ －１ （ － Ａ∗ｙ０ ） 满足式（２），则 ｗ ∈ ∂ε ｆ∗（ｙ０ ） 。 设 α ∈
ＡＦ －１ （ － Ａ∗ｙ０ ） ∩ Ａ －１ （ｗ） ， 则 ｗ ∈ Ａα ， － Ａ∗ｙ０ ∈ Ｆ（α） 。 因 ｗ ∈ ∂ε ｆ∗（ｙ０ ） ， 故 ｙ０ ∈ （∂ε ｆ∗） －１ （ｗ） ＝
（∂ε ｆ）（ｗ） ＝ （∂ε ｆ）（Ａα）， Ａ∗ｙ０ ∈ Ａ∗∂ε ｆ（Ａα） ＝ ∂ε（ ｆ 􀳱 Ａ）（α）。 于是 α 是 （ＶＩ） ε ， － Ａ∗ｙ０ ∈ Ｆ（α） 且

－ Ａ∗ｙ０ 满足式 （１）。
下设存在 ｚ ∈ Ｘ ， 使 Ａｚ ∈ ｒｉｄｏｍ（ ｆ） ， ｒｉｄｏｍ（ ｆ 􀳱 Ａ） ∩ ｒｉｄｏｍ（ｇ） ≠ φ ， 于是 ∀ｙ ∈ ｒｉｄｏｍ（ ｆ 􀳱 Ａ） ∩

ｒｉｄｏｍ（ｇ） ， ０ ∈ ∂ε（ｇ ＋ ｆ 􀳱 Ａ）（ｙ０ ） 当且仅当存在 ｒ ∈ ［０，ε］，使 ０ ∈ ∂ｒｇ（ｙ０ ） ＋ ∂ε－ｒ（ ｆ 􀳱 Ａ）（ｙ０ ）。
考虑凸优化问题 （Ｐ） ｍｉｎ｛ｇ（ｘ） ＋ ｆ（Ａｘ）：ｘ ∈ Ｘ｝ 。 若对任何 ｘ ∈ Ｘ 有 ｇ（ｘ） ＋ ｆ（Ａｘ） ≥ ｇ（ｘ０ ） ＋

ｆ（Ａｘ０ ） － ε ， 则称 ｘ０ 是 （Ｐ） 的 ε － 最优解。
（Ｐ） 的 Ｆｅｎｃｈｅｌ 对偶问题 （Ｄ） ｍａｘ｛ － ｇ∗（ － Ａ∗ｙ） － ｆ∗（ｙ）：ｙ ∈ Ｙ｝ 。

·７７３·
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若对任何 ｙ∈Ｙ ， 有 － ｇ∗（ － Ａ∗ｙ） － ｆ∗（ｙ） ≤－ ｇ∗（ － Ａ∗ｙ０ ） － ｆ∗（ｙ０ ） ＋ ε， 则称 ｙ０ 是 （Ｄ） 的 ε －
最优解。

由 Ｆｅｎｃｈｅｌ 不等式知， 若 ｘ０ ∈ Ｘ 与 ｙ０ ∈ Ｙ 分别是 （Ｐ） 与 （Ｄ） 的 ε － 最优解， 则 ０ ≤ ｇ（ｘ０ ） ＋
ｆ（Ａｘ０ ） － ［ － ｇ∗（ － Ａ∗ｙ０ ） － ｆ∗（ｙ０ ）］ ≤ ２ε。

定理 ３　 设存在 ｚ ∈ Ｘ ， 使 Ａｚ ∈ ｒｉｄｏｍ（ ｆ） ， 且存在 ｙ０ ∈ Ｙ ， 使 － Ａ∗ｙ０ ∈ ｒｉｄｏｍ（ｇ∗）， ｒｉｄｏｍ（ ｆ 􀳱
Ａ） ∩ ｒｉｄｏｍ（ｇ） ≠ Ø ， ｒｉｄｏｍ（ｇ∗ 􀳱 （ － Ａ∗）） ∩ ｒｉｄｏｍ（ ｆ∗） ≠ Ø ， 那么下列结论成立： ⅰ） 若 ｘ０ ∈ Ｘ 是

（Ｐ） 的 ε － 最优解， 则存在 ｒ ∈ ［０，ε］， ｖ ∈ Ｘ∗ ， 使 ｖ ∈ ∂ｒｇ（ｘ０ ） ， － ｖ ∈ ∂ε－ｒ（ ｆ 􀳱 Ａ）（ｘ０ ） ，且任意

ｙ０ ∈∂ε－ｒ ｆ（Ａｘ０ ） ∩ （Ａ∗） －１ （ － ｖ）， ｙ０ 是 （Ｄ） 的 ε － 最优解； ⅱ） 若 ｙ０ 是 （Ｄ） 的 ε － 最优解， 则存

在 ｒ ∈［０，ε］ ， ｗ ∈ Ｙ ， 使 ｗ ∈－ ∂ｒ（ｇ∗ 􀳱 （ － Ａ∗））（ｙ０ ） ＝ Ａ（∂ｒｇ∗）（ － Ａ∗ｙ０ ）， ｗ ∈ ∂ε－ｒ ｆ∗（ｙ０ ）， 且任

意 ｘ０ ∈ － ∂ｒｇ∗（ － Ａ∗ｙ０ ） ∩ Ａ －１ （ｗ） ， ｘ０ 是 （Ｐ） 的 ε － 最优解； ⅲ） ｘ０ ∈ Ｘ 是 （Ｐ） 的 ε － 最优解当

且仅当存在 ｒ ∈ ［０，ε］ ， ｙ０ ∈ Ｙ ， 使 － Ａ∗ｙ０ ∈ ∂ｒｇ（ｘ０ ） ， Ａｘ０ ∈ ∂ε－ｒ ｆ∗（ｙ０ ）； ⅳ） ｙ０ 是 （Ｄ） 的 ε － 最

优解当且仅当存在 ｒ ∈ ［０，ε］ ， ｘ０ ∈ Ｘ ，使 － Ａ∗ｙ０ ∈ ∂ｒｇ（ｘ０ ）， Ａｘ０ ∈ ∂ε－ｒ ｆ∗（ｙ０ ）。
证明　 ⅰ） 若 ｘ０ ∈ Ｘ 是 （Ｐ） 的 ε － 最优解， 则 ０ ∈ ∂ε（ｇ ＋ ｆ 􀳱 Ａ）（ｘ０ ） ， 即存在 ｒ ∈ ［０，ε］ ， 使 ０ ∈

∂ｒｇ（ｘ０） ＋ ∂ε－ｒ（ｆ 􀳱 Ａ）（ｘ０） ， 因此， 存在 ｒ∈［０，ε］ ， ｖ∈∂ｒｇ（ｘ０） ， 使 〈ｖ，ｘ － ｘ０〉 ≥ ｆ（Ａｘ０） － ｆ（Ａｘ） － （ε － ｒ），
∀ｘ ∈ Ｘ 。 由定理 ２， ∀ｙ０ ∈ ∂ε－ｒ ｆ（Ａｘ０） ∩ （Ａ∗） －１（ － ｖ） ， Ａｘ０ ∈ Ａ（∂ｒｇ） －１（ － Ａ∗ｙ０） ＝ Ａ（∂ｒｇ∗）（ － Ａ∗ｙ０） ＝
－ ∂ｒ（ｇ∗ 􀳱 （ － Ａ∗））（ｙ０ ）， 〈 － Ａｘ０ ，ｙ － ｙ０ 〉 ≥－ ｆ∗（ｙ） ＋ ｆ∗（ｙ０ ） － （ε － ｒ）， ∀ｙ ∈ Ｙ。 从而 － ｇ∗（ － Ａ∗ｙ） －
ｆ∗（ｙ） － ｒ ≤－ ｇ∗（ － Ａ∗ｙ０ ） － ｆ∗（ｙ０ ） ＋ （ε － ｒ）， ∀ｙ ∈ Ｙ ， 即 ｙ０ 是 （Ｄ） 的 ε － 最优解。

ⅱ） 若 ｙ０ 是 （Ｄ） 的 ε － 最优解， 则 ０ ∈ ∂ε（ｇ∗ 􀳱 （ － Ａ∗） ＋ ｆ∗）（ｙ０ ） ， 于是存在 ｒ ∈ ［０，ε］ ， 使

０ ∈ ∂ｒ（ｇ∗ 􀳱 （ － Ａ∗））（ｙ０ ） ＋ ∂ε－ｒ ｆ∗（ｙ０ ） ， 从而存在 ｒ ∈ ［０，ε］ ， ｗ ∈－ ∂ｒ（ｇ∗ 􀳱 （ － Ａ∗））（ｙ０ ） ＝
Ａ（∂ｒｇ∗）（ － Ａ∗ｙ０ ） ， 使 〈ｗ，ｙ － ｙ０ 〉 ≤ ｆ∗（ｙ） － ｆ∗（ｙ０ ） ＋ （ε － ｒ）， ∀ｙ ∈ Ｙ 。 由定理 ２， ∀ｘ０ ∈
∂ｒｇ∗ （ － Ａ∗ｙ０ ） ∩Ａ －１ｗ ， － Ａ∗ｙ０ ∈ ∂ｒｇ（ｘ０ ） ， 有 〈 － Ａ∗ｙ０ ，ｘ － ｘ０ 〉 ≥－ ｆ（Ａｘ０ ） － ｆ（Ａｘ） － （ε － ｒ），
∀ｙ ∈ Ｙ， 从而 ｇ（ｘ） － ｇ（ｘ０ ） ＋ ｒ ≥ ｆ（Ａｘ０ ） － ｆ（Ａｘ） － （ε － ｒ）， ∀ｙ ∈ Ｙ ， 即 ｘ０ ∈ Ｘ 是 （Ｐ） 的 ε － 最

优解。
ⅲ） ｘ０ ∈ Ｘ 是 （Ｐ） 的 ε － 最优解当且仅当存在 ｒ ∈ ［０，ε］ ， 使 ０ ∈ ∂ｒｇ（ｘ０ ） ＋ ∂ε－ｒ（ ｆ 􀳱 Ａ）（ｘ０ ） ，

即： 当且仅当 ｒ ∈ ［０，ε］ ， ｙ０ ∈ Ｙ， 使 － Ａ∗ｙ０ ∈ ∂ｒｇ（ｘ０ ）， Ａｘ０ ∈ ∂ε－ｒ ｆ∗（ｙ０ ）。
ⅳ） ｙ０ 是 （ Ｄ） 的 ε － 最优解， 当且仅当存在 ｒ ∈ ［０，ε］ ， 使 ０ ∈ ∂ｒ（ｇ∗ 􀳱 （ － Ａ∗））（ｙ０ ） ＋

∂ε－ｒ ｆ∗（ｙ０ ） ， 即： 当且仅当 ｒ ∈ ［０，ε］ ， ｘ０ ∈ Ｘ ，使 － Ａ∗ｙ０ ∈ ∂ｒｇ（ｘ０ ）， Ａｘ０ ∈ ∂ε－ｒ ｆ∗（ｙ０ ）。
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