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随机单种群 Ｇｏｍｐｅｒｔｚ 增长模型的稳定性

王凤筵

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 研究一个随机单种群 Ｇｏｍｐｅｒｔｚ 增长模型， 证明方程的每个从正初始值出发的解都是一个全局

正解， 得到这个解及其均值的解析表达式。 引入随机变量依均值吸引和依均方吸引的概念， 研究随机

Ｇｏｍｐｅｒｔｚ 方程， 证明随机 Ｇｏｍｐｅｒｔｚ 方程的解是依均值吸引和依均值平方全局吸引， 并存在唯一依均值的平

方全局稳定的随机解。 最后， 证明随机 Ｇｏｍｐｅｒｔｚ 方程的解是最终随机有界的。
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０　 引言
单种群增长的 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 模型、 Ｇｏｍｐｅｒｔｚ 模型是生物数学和经济学中的两个重要的数学模型。 种群

的生存环境总是受到各种随机不确定因素的影响， 因此， 很多学者研究了随机 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 模型［１ － ９］ ：
ｄｘ（ ｔ） ＝ ｒｘ（ ｔ）（１ － ｘ（ ｔ） ／ Ｋ）ｄｔ ＋ σｘ（ ｔ）ｄＢ ｔ ， 其中， ｘ（ ｔ） 表示 ｔ 时刻的种群密度， ｒ ＞ ０ 表示种群内禀增

长率， Ｋ ＞ ０ 表示种群的环境容纳量， σ 表示白噪声强度， Ｂ ｔ 是标准布朗运动。 文献 ［２］ 研究了非

自治的随机 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 方程的依时间平均的持久性和灭绝性； 文献 ［４］ 研究了非自治的随机 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 方

程的依时间平均的全局稳定性、 持久性和灭绝性； 文献 ［５］ 研究了基于随机 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 方程建立的捕

食 － 食饵的分支问题； 文献 ［６］ 研究了带有脉冲扰动的非自治的随机 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 方程的依时间平均的

持久性、 灭绝性、 全局吸引性和随机持久性。 但是， 当用依时间平均的概念研究随机单种群增长的

Ｇｏｍｐｅｒｔｚ 模型时， 就遇到无法克服的困难。 因此， 研究 Ｇｏｍｐｅｒｔｚ 模型稳定性甚至何种意义下的稳定

性， 可以参考的文献很少。
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本文引入依均值平方吸引和随机有界性概念， 研究下面的随机单种群增长的 Ｇｏｍｐｅｒｔｚ 模型［９］ ：
ｄｘ（ ｔ） ＝ ｒｘ（ ｔ）（μ － ｌｎ ｘ（ ｔ））ｄｔ ＋ σｘ（ ｔ）ｄＢ ｔ， （１）

其中： ｅμ 表示种群的环境容纳量； σ 表示白噪声强度； Ｂ ｔ 是标准布朗运动。 关于模型 （１） 的研究结

果是比较少的， 而关于确定性单种群 Ｇｏｍｐｅｒｔｚ 模型

ｄｘ（ ｔ） ＝ ｒｘ（ ｔ）（μ － ｌｎ ｘ（ ｔ））ｄｔ （２）
的研究是很多的。 方程 （２） 所描述的种群数量 ｘ（ ｔ） 渐进稳定到环境容纳量， 种群没有灭绝平衡态。
本文引入依均值吸引和依均值平方吸引的概念， 研究了随机 Ｇｏｍｐｅｒｔｚ 方程渐进的行为。

１　 预备知识和随机全局正解
文中， 设 （Ω，Ｆ，｛Ｆｔ｝ ｔ≥０ ，Ｐ） 是一个完备概率空间， 它带有滤子 Ｆｔ 并且满足通常条件 （即｛Ｆｔ｝ ｔ≥０

是右连续单调递增， 且 Ｆ０ 包含所有零测集）。 设 Ｂ ｔ 是定义在该完备概率空间上的标准布朗运动。 记

Ｒｎ
＋ ＝ ｛（ａ１ ，ａ２ ，…，ａｎ） ∈ Ｒｎ ｜ ａｉ ＞ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｎ｝ ， 本文需要下面的定理 １ 和定理 ２。

定理 １［９］ 　 （Ｉｔô 公式） 设 ｘ（ｔ）（ｔ ≥０） 是 Ｉｔô 过程， 其随机微分为 ｄｘ（ｔ） ＝ ｆ（ｔ）ｄｔ ＋ ｇ（ｔ）ｄＢｔ ， 其中：
ｆ ∈ Ｌ１ （Ｒ＋ ，Ｒｎ） ； ｇ ∈ Ｌ２ （Ｒ＋ ，Ｒｎ×ｍ） 。 若 Ｖ（ｘ（ｔ），ｔ） ∈ Ｃ２，１ （Ｒｎ × Ｒ＋ ；Ｒ） ， 则 Ｖ（ｘ（ｔ），ｔ） 仍然是 Ｉｔô 过

程， 具有如下随机微分： ｄＶ（ｘ（ｔ），ｔ） ＝ Ｖｔ（ｘ（ｔ），ｔ）ｄｔ ＋ Ｖｘ（ｘ（ｔ），ｔ）ｄｘ（ｔ） ＋ ０． ５ｄｘＴ（ｔ）Ｖｘｘ（ｘ（ｔ），ｔ）ｄｘ（ｔ）。
　 　 定理 ２　 对任意给定的初值 ｘ（０） ＝ ｘ０ ＞ ０ ， 系统 （１） 存在唯一全局正解 ｘ（ ｔ） ， 并且有如下表

达式：

ｘ（ ｔ） ＝ ｅｘｐ｛ｅ －ｒｔ ｌｎ ｘ０ ＋ （μ － σ２ ／ （２ｒ））（１ － ｅ －ｒｔ） ＋ σｅ －ｒｔ∫ ｔ

０
ｅｒｓｄＢｓ｝。 （３）

　 　 证明　 在方程 ｄｘ（ｔ） ＝ ｒｘ（ｔ）（μ － ｌｎ ｘ（ｔ））ｄｔ ＋ σｘ（ｔ）ｄＢｔ 作代换 ｕ（ｔ） ＝ ｌｎ ｘ（ｔ） 。 应用 Ｉｔô 公式可得：
ｄｕ（ ｔ） ＝ ｄ ｌｎ ｘ（ ｔ） ＝ ｄｘ（ ｔ） ／ ｘ（ ｔ） － （ｄｘ（ ｔ）） ２ ／ （２ｘ２ （ ｔ）） ＝

（ ｒμ － σ２ ／ ２ － ｒ ｌｎ ｘ（ ｔ））ｄｔ ＋ σｄＢ ｔ ＝ （ ｒμ － σ２ ／ ２ － ｒｕ（ ｔ））ｄｔ ＋ σｄＢ ｔ。

因此， 得到： ｕ（ ｔ） ＝ ｅ －ｒｔ ｌｎ ｘ０ ＋ （μ － σ２ ／ （２ｒ））（１ － ｅ －ｒｔ） ＋ σｅ － ｒｔ∫ ｔ

０
ｅｒｓｄＢｓ。 由 ｕ（ ｔ） ＝ ｌｎ ｘ（ ｔ） 可以得

到表达式 ｘ（ ｔ） ＝ ｅｕ（ ｔ） 。 这个解 ｘ（ ｔ） ＝ ｅｕ（ ｔ） 在 ｔ ∈ （０， ＋ ∞ ） 都有意义且有 ｘ（ ｔ） ＞ ０ 。 证毕。
为了研究随机解的均值， 需要下列引理 １。

引理 １　 对于随机过程 ｅｘｐ｛σｅｘｐ（ － ｒｔ∫ ｔ

０
ｅｒｓｄＢｓ）｝ ， 则有 Ｅ ｅｘｐ｛σｅｘｐ（ － ｒｔ∫ ｔ

０
ｅｒｓｄＢｓ）｝ ＝ ｅｘｐ｛σ２ （１ －

ｅ －２ｒｔ） ／ （４ｒ）｝。

证明　 设随机变量 ｚｔ ＝ ∫ ｔ

０
ｅｒｓｄＢｓ ， 那么 ｄｚｔ ＝ ｅｒｔｄＢ ｔ 。 由 Ｉｔô 公式， 有以下计算： ｄｚｎ

ｔ ＝ ｎｚｎ－１
ｔ ｄｚｔ ＋

ｎ（ｎ － １） ｚｎ－２
ｔ ｅ２ｒｔｄｔ ２ ＝ ｎｅｒｔｚｎ－１

ｔ ｄＢ ｔ ＋ ｎ（ｎ － １） ｚｎ－２
ｔ ｅ２ｒｔｄｔ ２。 对上面的随机微分等式取积分并取均值可得：

Ｅｚｎ
ｔ － Ｅｚｎ

０ ＝ Ｅ（∫ ｔ

０
ｎｅｒｓｚｎ－１

ｓ ｄＢｓ） ＋ ｎ（ｎ － １）∫ ｔ

０
Ｅｚｎ－２

ｓ ｅ２ｒｓｄｓ ２。 （４）

　 　 因为 Ｅｚｎ
０ ＝ ０，Ｅ（∫ ｔ

０
ｎｅｒｓｚｎ－１

ｓ ｄＢｓ） ＝ ０ ， 代入式 （４） 可得： Ｅｚｎ
ｔ ＝ ｎ（ｎ － １）∫ ｔ

０
Ｅｚｎ－２

ｓ ｅ２ｒｓｄｓ ２。 在上式

中设随机变量均值函数列 Ａｎ（ ｔ） ＝ Ｅｚｎ
ｔ （ｎ ＝ １，２，…） 并代入其中， 有：

Ａｎ（ ｔ） ＝ ｎ（ｎ － １）∫ ｔ

０
Ａｎ－２ （ ｓ）ｅ２ｒｓｄｓ ／ ２（ｎ ≥ ３），

其中： Ａ１ （ ｔ） ＝ Ｅ∫ ｔ

０
ｅｘｐｒｓｄＢｓ ＝ ０ ； Ａ２ （ ｔ） ＝ Ｅ（∫ ｔ

０
ｅｒｓｄＢｓ） ２ ＝ ∫ ｔ

０
ｅ２ｒｓｄｓ ＝ （ｅ２ｒｔ － １） ／ （２ｒ） 。 经过运算， 可

以得到： 当 ｎ ＝ ２ｋ － １ 时， Ａ２ｋ－１ （ ｔ） ＝ ０ ； 当 ｎ ＝ ２ｋ 时， Ａ２ｋ（ ｔ） ＝ （２ｋ）！（ｅ２ｒｔ － １） ｋ ／ （２ｋ（２ｒ） ｋｋ！），ｋ ＝ １，
２，…。

·６２１·
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　 　 应用上面的结果， 经过如下运算可以得到：

Ｅ ｅｘｐ｛σｅｘｐ（ － ｒｔ∫ ｔ

０
ｅｒｓｄＢｓ）｝ ＝ ∑

＋∞

ｎ ＝ ０
（σｎ ／ ｎ！ ｅ －ｎｒｔＥｚｎ

ｔ ） ＝ ∑
＋∞

ｋ ＝ ０
（σ２ｋｅ －２ｋｒｔＡ２ｋ（ ｔ）） ／ （２ｋ）！ ＝

∑
＋∞

ｋ ＝ ０
［σ２ｋ（１ － ｅ －２ｒｔ） ｋ ／ （ｋ！（２ｒ） ｋ２ｋ）］ ＝ ｅｘｐ｛σ２ （１ － ｅ －２ｒｔ） ／ （４ｒ）｝。 （５）

证毕。
应用引理 １ 和定理 ２ 可得定理 ３。
定理 ３　 对任意给定的初值 ｘ（０） ＝ ｘ０ ＞ ０ ， 系统 （１） 有正解 ｘ（ ｔ） ， Ｅｘ（ ｔ） 和 Ｅｘ２ （ ｔ） ， 并有如

下表达式：
Ｅｘ（ ｔ） ＝ ｅｘｐ｛ｅ －ｒｔ ｌｎ ｘ０ ＋ （μ － σ２ ／ （２ｒ））（１ － ｅ －ｒｔ） ＋ σ２ （１ － ｅ －２ｒｔ） ／ （４ｒ）｝，
Ｅｘ２ （ ｔ） ＝ ｅｘｐ｛２ｅ －ｒｔ ｌｎ ｘ０ ＋ ２（μ － σ２ ／ （２ｒ））（１ － ｅ －ｒｔ） ＋ σ２ （１ － ｅ －２ｒｔ） ／ ｒ｝。

２　 依均值平方的稳定性和随机最终有界性
定义 １　 设任意给定系统 （１） 的两个解 ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ） 对应的初值为 ｘ（０） ＝ ｘ０ ＞ ０，ｙ（０） ＝ ｙ０ ＞ ０ ，

如果成立： ｌｉｍ
ｔ→＋∞

Ｅ［ｘ（ ｔ） － ｙ（ ｔ）］ ２ ＝ ０ ， 则称系统是依均值的平方全局吸引的。

定理 ４　 方程 （１） 是依均值的平方全局吸引的， 且对于任意给定系统 （１） 的两个解 ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）
对应的初值为 ｘ（０） ＝ ｘ０ ＞ ０，ｙ（０） ＝ ｙ０ ＞ ０ ， 有如下的估计：

Ｅ［ｘ（ ｔ） － ｙ（ ｔ）］ ２ ＝ ［ｌｎ ｘ０ － ｌｎ ｙ０ ］ ２ ｅｘｐ｛２（μ － σ２ ／ （２ｒ）） ＋ σ２ ／ ｒ）｝ｅ －２ｒｔ ＋ ｏ（ｅ －２ｒｔ），ｔ →＋∞ 。
　 　 证明　 任意给定系统 （１） 的两个解 ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ） 对应的初值为 ｘ（０） ＝ ｘ０ ＞ ０ ， ｙ（０） ＝ ｙ０ ＞ ０ ， 那

么， 由表达式

Ｅ［ｘ（ｔ） － ｙ（ｔ）］２ ＝ ［ｅｘｐ｛ｅ－ｒｔ ｌｎ ｘ０｝ － ｅｘｐ｛ｅ－ｒｔ ｌｎ ｙ０｝］２ ｅｘｐ｛２（μ － σ２ ／ （２ｒ））（１ － ｅ－ｒｔ） ＋ σ２（１ － ｅ－２ｒｔ） ／ ｒ｝
可以得到定理 ４ 的结论。

定义 ２　 如果存在方程 （１） 的解 ｘ^（ ｔ） ， 对于任意方程 （１） 的解 ｘ（ ｔ） 都成立， ｌｉｍ
ｔ→＋∞

Ｅ［ｘ（ ｔ） －

ｘ^（ ｔ）］ ２ ＝ ０ ， 则称系统 （１） 的解 ｘ^（ ｔ） 是依均值的平方全局吸引的。
定理 ５　 方程 （１） 的解 ｘ∗（ ｔ） 是依均值的平方全局吸引的， 其中， ｘ∗（ ｔ） 表达如下：

ｘ∗（ ｔ） ＝ ｅｘｐ｛μ － σ２ ／ （２ｒ） ＋ σ２ ｅ －ｒｔ ／ （４ｒ） ＋ σｅ －ｒｔ∫ｔ

０
ｅｒｓｄＢｓ｝，ｘ∗

０ ＝ ｅｘｐ｛（μ － σ２ ／ （４ｒ））｝，
随机解 ｘ∗（ ｔ） 有以下的性质：

Ｅｘ∗（ ｔ） ＝ ｅｘｐ｛ｅ －ｒｔ（μ － σ２ ／ （４ｒ）） ＋ （μ － σ２ ／ （２ｒ））（１ － ｅ －ｒｔ） ＋ σ２ （１ － ｅ －２ｒｔ） ／ （４ｒ）｝，
Ｖａｒ ｘ∗（ ｔ） ＝ ｅｘｐ｛２ｅ －ｒｔ（μ － σ２ ／ （４ｒ）） ＋ ２（μ － σ２ ／ （２ｒ））（１ － ｅ －ｒｔ）｝

｛ｅｘｐ｛σ２ （１ － ｅ －２ｒｔ） ／ ｒ｝ － ｅｘｐ｛σ２ （１ － ｅ －２ｒｔ） ／ （２ｒ）｝｝。
　 　 证明　 任意给定系统 （１） 的两个解 ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ） 对应的初值为 ｘ（０） ＝ ｘ０ ＞ ０，ｙ（０） ＝ ｙ０ ＞ ０ ， 那

么， 经过运算可得：
Ｅ ｘ（ ｔ） － ｙ（ ｔ） ＝ ｅｘｐ｛ｅｒｔ ｌｎ ｘ０ ｝ － ｅｘｐ｛ｅ －ｒｔ ｌｎ ｙ０ ｝ ｅｘｐ｛（μ － σ２ ／ （２ｒ））（１ － ｅ －ｒｔ） ＋

σ２ （１ － ｅ －２ｒｔ） ／ （４ｒ）｝ ＝ ｌｎ ｘ０ － ｌｎ ｙ０ ｅｘｐ｛μ － σ２ ／ （４ｒ）｝ｅ －ｒｔ ＋ ｏ（ｅ －ｒｔ），ｔ →＋∞ 。

　 　 任意两个解依均值相互吸引。 容易得到， 任意的解 ｘ（ｔ） ， 成立 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

Ｅｘ（ｔ） ＝ ｅｘｐ｛（μ － σ２ ／ （４ｒ））｝ ＝

Ｅｘ（ ＋∞ ） 。 所以， 对于解 ｘ∗（ｔ） ， 有以下的性质： ｘ∗
０ ＝ Ｅ（ｘ∗

０ ） ＝ Ｅｘ∗（ ＋∞ ） ＝ Ｅｘ（ ＋∞ ）。 应用定理４ 可

知， ｘ∗（ ｔ） 是依均值的平方全局稳定的。
定义 ３［６］ 　 对任意给定的 ε ∈ （０，１） ， 存在 Ｍε ＞ ０ ， 使得对于任意方程 （１） 的解 ｘ（ ｔ） 都成立

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

Ｐ｛ ｘ（ ｔ） ≥ Ｍε｝ ＜ ε ， 则称方程 （１） 是随机最终有界的。

定理 ６　 方程 （１） 是随机最终有界的。

·７２１·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

证明　 任意给定系统 （１） 的解 ｘ（ ｔ） ， 设随机变量 ｘ（ ｔ） 对应的概率密度函数为 ｇ（ｘ） 。 给定的

ε ∈（０，１） 。 由极限 Ｅｘ２ （ ｔ） → ｅ２μ，ｔ →＋∞ ， 都存在 Ｔε ＞ ０ ， 任意的 ｔ ＞ Ｔε 时， Ｅｘ２ （ ｔ） ＜ ｅ２μ ＋ １ 成立。

取定 Ｍε ＝ （ｅ２μ ＋ １） ／ ε ， 应用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 不等式， 有如下的估算：

Ｐ｛ ｘ（ｔ） ≥ Ｍε｝ ＝ ∫
ｘ（ｔ） ２≥Ｍ２

ε

ｇ（ｘ）ｄｘ ＜ ∫
ｘ（ｔ） ２≥Ｍ２

ε

（ ｘ（ｔ） ２ｇ（ｘ）ｇ（ｘ） ／ Ｍ２
ε）ｄｘ ＜ Ｅ ｘ（ｔ） ２ ／ Ｍ２

ε ＜ ε，ｔ ＞ Ｔε。

所以， 得到 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

Ｐ｛ ｘ（ ｔ） ≥ Ｍε｝ ＜ ε。 定理证毕。
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