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一类发展的 ｐ（ ｘ） ⁃Ｌａｐｌａｃｅ 方程解的存在唯一性
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［摘要］ 讨论一类发展的 ｐ（ｘ） ⁃Ｌａｐｌａｃｅ 方程 ｕｔ ＝ ｄｉｖ（ａ（ｘ，ｔ） Ñｕ ｐ（ｘ） －２ Ñｕ） ＋ ｆ（ｕ，ｘ，ｔ） 解的存在唯一性。

不同于此前的研究， 文中假设 ａ（ｘ，ｔ） ≥ ０ ， 且当 ｘ ∈ Ω 时， ａ（ｘ，ｔ） ＞ ０ ， 解的稳定性是建立在一个合理的

部分边界条件 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ０，（ｘ，ｔ） ∈ Σ１ 上， 其中 Σ１ ⊆ ∂Ω × （０，Ｔ） 仅仅是一个子流形。
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０　 引言
２１ 世纪以来， 发展的 ｐ（ｘ） ⁃Ｌａｐｌａｃｅ 方程

ｕｔ ＝ ｄｉｖ（ａ（ｘ，ｔ） Ñｕ ｐ（ｘ） －２ Ñｕ） ＋ ｆ（ｕ，ｘ，ｔ），（ｘ，ｔ） ∈ ＱＴ ＝ Ω × （０，Ｔ） （１）
引起许多偏微分方程研究者的兴趣。 从形式上看， 方程 （１） 不仅是传统的发展 ｐ⁃Ｌａｐｌａｃｅ 方程的推广，
该方程还有着自身的物理应用背景， 比如它来自于 ２１ 世纪新兴的电磁变流体理论［１ － ２］ 、 非标准的图像

处理［３ － ４］等。 其中： Ω ⊂ ＲＮ 是具有光滑边界∂Ω 的有界区域； ｐ（ｘ） 是一个可测函数。 如果 ａ（ｘ，ｔ） ＝ １ ，
方程 （１） 的初边值问题解的存在唯一性问题、 正则性问题、 大时间渐近行为和爆破问题等已经被广泛

研究［５ － ７］ 。 如果 ａ（ｘ，ｔ） ＝ ｄ （ｘ）α ， 其中 ｄ ＝ ｄｉｓｔ（ｘ，∂Ω） 是距离函数， 文献 ［８ － １１］ 研究了方程

ｕｔ ＝ ｄｉｖ（ｄ （ｘ） α
Ñｕ ｐ－２ Ñｕ） ＋ ｆ（ｘ，ｔ，ｕ，Ñｕ），（ｘ，ｔ） ∈ ＱＴ （２）

解的存在唯一性， 文献 ［１２］ 研究了解的内部正则性。 如果 ｆ（ｘ，ｕ，ｔ） ＝ ０ ， 并假设 ａ（ｘ，ｔ） ＝ ａ（ｘ） 满足
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ａ（ｘ） ＞ ０， ｘ ∈ Ω，
ａ（ｘ） ＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω，{ （３）

文献［１３ － １４］研究了解的存在性和稳定性。 实际上，如果 ａ（ｘ，ｔ） ｘ∈∂Ω ＝ ０ ， 并假设方程 （１） 有解

ｕ ∈Ｌ１ （０，Ｔ；Ｗｐ（ｘ） （Ω）） ， 那么对于方程 （１） 的两个解 ｕ（ｘ，ｔ） 、 ｖ（ｘ，ｔ） ， 只要

ｆ（ｕ，ｘ，ｔ） － ｆ（ｖ，ｘ，ｔ） ≤ ｃ ｕ － ｖ 。 （４）
由于 ａ（ｘ，ｔ） 在边界 ∂Ω 的退化性， 可以不用 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｖ（ｘ，ｔ） ＝ ０，（ｘ，ｔ） ∈ ∂Ω × （０，Ｔ）， （５）
就可以证明

∫
Ω

ｕ（ｘ，ｔ） － ｖ（ｘ，ｔ） ２ ｄｘ ≤ ∫
Ω

ｕ０ （ｘ） － ｖ０ （ｘ） ２ ｄｘ。 （６）

问题的关键在于，正是 ａ（ｘ，ｔ） ｘ∈∂Ω ＝ ０， 一般没有 ｕ ∈ Ｌ１ （０，Ｔ；Ｗｐ（ｘ） （Ω）） 。 实际上， 只能得到 ｕ ∈

Ｌ１ （０，Ｔ；Ｗｐ（ｘ）
ｌｏｃ （Ω）） 。 文献 ［１３ － １６］ 在没有条件 ｕ ∈ Ｌ１ （０，Ｔ；Ｗｐ（ｘ）

ｌｏｃ （Ω）） 下证明了解的唯一性。
本文将借鉴文献 ［１３ － １５］ 的方法， 研究方程 （１） 具有如下初边值条件

ｕ ｔ ＝ ０ ＝ ｕ０ （ｘ），ｘ ∈ Ω， （７）
ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ０，（ｘ，ｔ） ∈ Σ１ ， （８）

解的存在唯一性。 与文献 ［１３ － １５］ 的主要不同在于， 本文需要部分边界条件 （８）， 其中 Σ１ ⊆
∂Ω ×（０，Ｔ） 仅仅是一个子流形。

１　 基本函数空间及其弱解的定义
先回顾一下带权的变指数空间 Ｌｐ（ｘ） （ｂ，Ω） ［１２］和带权的变指数 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间 Ｗ１，ｐ（ｘ） （ｂ，Ω） ［１７］ 。 记

Ｃ ＋（Ω） ＝ ｛ｈ ∈ Ｃ（Ω）：ｍｉｎ
ｘ∈Ω

ｈ（ｘ） ＞ １｝ 。 对任意的 ｈ ∈ Ｃ ＋（Ω） ， 记 ｈ ＋ ＝ ｓｕｐ ｈ（ｘ）
ｘ∈Ω

， ｈ － ＝ ｉｎｆ ｈ（ｘ）
ｘ∈Ω

。 对

任意的 ｐ ∈ Ｃ ＋ （Ω） ， ｂ（ｘ） 非负， 带权的变指数空间 Ｌｐ（ｘ） （ｂ，Ω） 代表所有的可测实函数 ｕ ， 满足

∫
Ω
ｂ（ｘ） ｕ（ｘ） ｐ（ｘ） ｄｘ ＜ ∞ ， 其 范 数 以 Ｌｕｘｅｍｂｕｒｇ 形 式 来 定 义 ｕ Ｌｐ（ｘ）（ｂ，Ω） ＝ ｉｎｆ｛λ ＞ ０：

∫
Ω
ｂ（ｘ） ｕ（ｘ） ／ λ ｐ（ｘ） ｄｘ ≤ １｝ 。 带权的变指数 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间 Ｗ１，ｐ（ｘ） （ｂ，Ω） 定义为 Ｗ１，ｐ（ｘ） （ｂ，Ω） ＝ ｛ｕ ∈

Ｌｐ（ｘ） （Ω）： Ñｕ ∈ Ｌｐ（ｘ） （ｂ，Ω）｝ ， 其范数定义为 ｕ Ｗ１，ｐ（ｘ）（ｂ，Ω） ＝ ｕ Ｌｐ（ｘ）（Ω） ＋ Ñｕ Ｌｐ（ｘ）（ｂ，Ω） 。 易知

ｕ ＝ ｉｎｆ｛μ ＞ ０：∫
Ω
（ ｕ（ｘ） ／ μ ｐ（ｘ） ＋ ｂ（ｘ） Ñｕ ／ μ ｐ（ｘ） ）ｄｘ ≤ １｝ 是与 ｕ Ｗ１，ｐ（ｘ）（ｂ，Ω） 等价的范数。

如果记 ρ（ｕ） ＝ ∫
Ω
ｂ（ｘ） ｕ（ｘ） ｐ（ｘ） ｄｘ ， 对任意的 ｕ ∈ Ｌｐ（ｘ） （ｂ，Ω） ， 则熟知有以下引理。

引理 １［１４］ 　 ρ（ｕ） 满足以下性质： １） ρ（ｕ） ＞ １ （ ＝ １； ＜ １）， 当且仅当 ｕ Ｌｐ（ｘ）（ｂ，Ω） ＞ １ （ ＝ １；
＜ １）； ２） 若 ｕ Ｌｐ（ｘ）（ｂ，Ω） ＞ １， 则 ｕ ｐ＿

Ｌｐ（ｘ）（ｂ，Ω） ≤ ρ（ｕ） ≤ ｕ ｐ ＋
Ｌｐ（ｘ）（ｂ，Ω） ； ３） 若 ｕ Ｌｐ（ｘ）（ｂ，Ω） ＜ １， 则

ｕ ｐ ＋
Ｌｐ（ｘ）（ｂ，Ω） ≤ ρ（ｕ） ≤ ｕ ｐ＿

Ｌｐ（ｘ）（ｂ，Ω） 。

引理 ２［１７］ 　 设 １ ＜ ｐ０ ≤ ｐ（ｘ） ≤ ｐ１ ＜ ∞ ，［Ｌｐ（ｘ） （ｂ，Ω）］ ∗ 为带权的变指数空间 Ｌｐ（ｘ） （ｂ，Ω） 的共轭

空间 ［Ｌｐ（ｘ） （ｂ，Ω）］ ∗ ＝ Ｌｐ′（ｘ） （［ｂ（ｘ）］ １ ／ （１ －ｐ（ｘ）） ，Ω），１ ／ ｐ（ｘ） ＋ １ ／ ｐ′（ｘ） ＝ １ ， 则 有 Ｈöｌｄｅｒ 不 等 式

∫
Ω
ｕ（ｘ）ｖ（ｘ）ｄｘ ≤ ｋ ｕ Ｌｐ′（ｘ）（［ｂ（ｘ）］１ ／ （１ －ｐ（ｘ）），Ω） ｖ Ｌｐ（ｘ）（ｂ，Ω） 。

引理 ３［１２］ 　 设 Ω ⊂ ＲＮ 为开集， ｐ ∈ Ｃ ＋ （Ω） ， Ω０ 是 Ω 的紧子集。 若 ｂ（ｘ） ≥ ０ 满足 （ ｗ１） ｂ ∈
Ｌ１

ｌｏｃ（Ω） 且 ｂ －１ ／ （ｐ（ｘ） －１） ∈ Ｌ１
ｌｏｃ（Ω） ， 则 Ｌｐ（ｘ） （ｂ，Ω） → Ｌ１ （Ω０ ） ， 其中→ 代表连续嵌入。

引理 ４［１２］ 　 设 ｐ，ｓ ∈ Ｃ ＋ （Ω） ， ｂ（ｘ） ≥ ０ 满足 （ｗ１） 及 （ｗ２） ｂ －ｓ（ｘ） ∈ Ｌ１ （Ω） ， ｓ（ｘ） ∈ （Ｎ ／ ｐ（ｘ），

·０２１·
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∞ ） ∩ ［１ ／ （ｐ（ｘ） － １），∞ ） 。 则有紧嵌入 Ｗ１，ｐ（ｘ） （ｂ，Ω） → → Ｌｒ（ｘ） （Ω） ， 其中 ｒ ∈ Ｃ ＋ （Ω） ， 对任意的

ｘ ∈Ω ， １ ≤ ｒ（ｘ） ＜ ｐ∗
ｓ （ｘ） 。 同时，

ｐｓ（ｘ） ＝ ｐ（ｘ） ｓ（ｘ） ／ （１ ＋ ｓ（ｘ）），

ｐ∗
ｓ （ｘ） ＝

ｐ（ｘ） ｓ（ｘ）Ｎ ／ ［（ ｓ（ｘ） ＋ １）Ｎ － ｐ（ｘ） ｓ（ｘ）］， ｐｓ（ｘ） ＜ Ｎ，
＋∞ ， ｐｓ（ｘ） ≥ Ｎ。{

　 　 变指数空间的其他一些基本性质还可以参考文献 ［１８ － ２０］， 例如当 ｐ（ｘ） 满足对数 Ｈöｌｄｅｒ 连续

性时， Ｃ∞
０ （Ω） 在 Ｗ１，ｐ（ｘ）

０ （Ω） 中稠密。 在本文中也都假设 ｐ（ｘ） 满足对数 Ｈöｌｄｅｒ 连续性， 以下不再重复

这一条件。
定义 １　 若函数 ｕ（ｘ，ｔ） 满足

ｕ ∈ Ｌ∞ （ＱＴ），ｕｔ ∈ Ｌ２ （ＱＴ），ｕ ∈ Ｌ∞ （０，Ｔ；Ｗ１，ｐ（ｘ） （ａ，Ω））， （９）
且对于 φ ∈ Ｃ１

０ （ＱＴ） ， 有

∬
ＱＴ

（ｕｔφ ＋ ａ（ｘ，ｔ） Ñｕ ｐ（ｘ） －２ Ñｕ·Ñφ）ｄｘｄｔ ＝ ∬
ＱＴ

ｆ（ｕ，ｘ，ｔ）φｄｘｄｔ， （１０）

则称函数 ｕ（ｘ，ｔ） 为方程 （１） 的弱解。 其中初值条件 （７） 在如下意义下成立

ｌｉｍ
ｔ→０ ∫Ω ｕ（ｘ，ｔ） － ｕ０ （ｘ） φ（ｘ）ｄｘ ＝ ０，∀φ（ｘ） ∈ Ｃ∞

０ （Ω）， （１１）

部分边界条件 （８） 是在迹的意义下成立。
文中， 假设 ａ（ｘ，ｔ） ≥ ０ 且对于任意固定的 ｔ ∈ ［０，Ｔ） ，

ａ（ｘ，ｔ） ＞ ０，ｘ ∈ Ω。 （１２）
　 　 定理 １　 设对于任意固定的 ｔ ∈ ［０，Ｔ） 、 ａ（ｘ，ｔ） 满足式 （１２）、 ａｔ（ｘ，ｔ） ≤ ０ 及条件 （ｗ１） （ｗ２），

ｕ０ ∈ Ｌ∞ （Ω），ｕ０ ∈ Ｗ１，ｐ（ｘ）
０ （Ω）， （１３）

ｆ（ｕ，ｘ，ｔ） 是连续函数且满足式 （４）， 那么方程 （１） 有一解 ｕ（ｘ，ｔ） 满足初值条件 （７）。 并且当

∫
Ω
ａ（ｘ，ｔ） －１ ／ （ｐ（ｘ） －１） ｄｘ ＜ ∞ ， （１４）

ｕ（ｘ，ｔ） 在迹的意义下满足部分边界条件 （８）。
注 １　 ｕ０ ∈ Ｗ１，ｐ（ｘ）

０ （Ω） 这一条件可以更弱， 比如减弱到 ａ（ｘ，０） Ñｕ０
ｐ（ｘ） ∈ Ｌ１ （Ω） ， 只不过处理

起来会比较麻烦一些。
定理 ２　 设 ａ（ｘ，ｔ） 满足式 （１２） 及条件 （ｗ１） （ｗ２）， 同时对于充分大的 ｎ ，

ｎ１ －１ ／ ｐ ＋ （∫
Ωｔ ／ ｎ ＼ Ω２ｔ ／ ｎ

Ñａ ｐ（ｘ） ｄｘ） １ ／ ｐ ＋ ≤ ｃ， （１５）

其中， 对任意 ｔ ∈ ［０，Ｔ） ， Ωｔ ／ ｎ ＝ ｛ｘ ∈ Ω：ａ（ｘ，ｔ） ＞ １ ／ ｎ｝ ， 若 ｕ（ｘ，ｔ） 、 ｖ（ｘ，ｔ） 是方程 （１） 的弱解，
具有不同的初值 ｕ０ （ｘ） 、 ｖ０ （ｘ） ， 并具有相同的部分边界条件

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｖ（ｘ，ｔ） ＝ ０，（ｘ，ｔ） ∈ Σ１ ， （１６）
则有

∫
Ω

ｕ（ｘ，ｔ） － ｖ（ｘ，ｔ） ｄｘ ≤ ｃ∫
Ω

ｕ（ｘ，０） － ｖ（ｘ，０） ｄｘ， （１７）

其中 Σ１ ＝ ｛（ｘ，ｔ） ∈ ∂Ω × （０，Ｔ）：ａ（ｘ，ｔ） ＞ ０｝ 。
稳定性 （１７） 隐含解的唯一性成立， 只不过需要条件 （１５）， 如果没有这一条件， 那么解的唯一

性还需要将来另外论证。

２　 定理 １ 和定理 ２ 的证明
２􀆰 １　 定理 １ 的证明

本节用抛物正则化证明定理 １。

·１２１·
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考虑正则化问题

ｕｔ ＝ ｄｉｖ（（ａ（ｘ，ｔ） ＋ ε） Ñｕ ｐ（ｘ） －２ Ñｕ） ＋ ｆ（ｕ，ｘ，ｔ），（ｘ，ｔ） ∈ ＱＴ， （１８）
具初边值条件

ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０ε（ｘ），ｘ ∈ Ω， （１９）
ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ０，（ｘ，ｔ） ∈ ∂Ω × （０，Ｔ）。 （２０）

其中， ｕ０ε（ｘ） ∈ Ｃ∞
０ （Ω） ， ｕ０ε（ｘ） → ｕ０ 于 Ｗ１，ｐ（ｘ）

０ （Ω） 中。 根据发展的 ｐ（ｘ） ⁃Ｌａｐｌａｃｅ 方程理论［６］ ， 初边

值问题 （１８） ～ （２０） 具有解 ｕε ∈ Ｌ１ （０，Ｔ；Ｗ１，ｐ（ｘ）
０ （Ω）） ， 且存在独立于 ε 的常数 ｃ ， 使得

ｕε Ｌ∞ （ＱＴ） ≤ ｃ。 （２１）
　 　 在方程 （１８） 的两边同乘以 ｕε ， 有

∫
Ω
ｕε

２ ｄｘ ／ ２ ＋ ∬
ＱＴ

（ａ（ｘ，ｔ） ＋ ε） Ñｕε
ｐ（ｘ） －２

Ñｕε
２ ｄｘｄｔ ＝ ∫

Ω
ｕ２

０ ｄｘ ２ ＋ ∬
ＱＴ

ｆ（ｕε，ｘ，ｔ）ｕεｄｘｄｔ， （２２）

由式 （２１）， 有

∫
Ω
ｕ２

εｄｘ ２ ＋ ∬
ＱＴ

（ａ（ｘ，ｔ） ＋ ε） Ñｕε
ｐ（ｘ） －２

Ñｕε
２ ｄｘｄｔ ≤ ｃ。　 （２３）

特别地，

∬
ＱＴ

ａ（ｘ，ｔ） Ñｕε
ｐ（ｘ） ｄｘｄｔ ≤ ∬

ＱＴ

（ａ（ｘ，ｔ） ＋ ε） Ñｕε
ｐ（ｘ） ｄｘｄｔ ≤ ｃ。 （２４）

同时， 在方程 （１８） 的两边同乘以 ｕεｔ ， 对任意的 ｔ ∈ ［０，Ｔ） ， 在 Ｑｔ ＝ Ω × （０，ｔ） 上积分， 有

∬
Ｑｔ

ｕεｔ
２ ｄｘｄｔ ＝ ∬

Ｑｔ

ｄｉｖ（ａ（ｘ，ｔ） ＋ ε） Ñｕε
ｐ（ｘ） －２ Ñｕεｕεｔｄｘｄｔ ＋ ∬

Ｑｔ

ｕεｔ ｆ（ｕε，ｘ，ｔ）ｄｘｄｔ。 （２５）

注意到 Ñｕε
ｐ（ｘ） －２ Ñｕε·Ñｕεｔ ＝ （１ ／ ２）ｄ∫ Ñｕε ２

　 ０
ｓ（ｐ（ｘ） －２） ／ ２ ｄｓ ｄｔ ， 那么， 由于 ａｔ（ｘ，ｔ） ≤ ０ ， 利用 ｕ０ ∈

Ｗ１，ｐ（ｘ）
０ （Ω） ， ｕ０ε → ｕ０ 在 Ｗ１，ｐ（ｘ）

０ （Ω） ， 有

∬
Ｑｔ

ｄｉｖ（ａ（ｘ，ｔ） ＋ ε） Ñｕε
ｐ（ｘ） －２ Ñｕεｕεｔｄｘｄｔ ＝ － ∬

Ｑｔ

（ａ（ｘ，ｔ） ＋ ε） Ñｕε
ｐ（ｘ） －２ Ñｕε Ñｕεｔｄｘｄｔ ＝

－ （１ ／ ２）∬
Ｑｔ

（ａ（ｘ，ｔ） ＋ ε）ｄ∫ Ñｕε ２

　 ０
ｓ（ｐ（ｘ） －２） ／ ２ ｄｓｄｘｄｔ ｄｔ ＝ － ∫

Ω
（ａ（ｘ，ｔ） ＋ ε）∫ Ñｕε ２

　 ０
ｓ（ｐ（ｘ） －２） ／ ２ ｄｓｄｘ ｔ

０
２ ＋

∬
Ｑｔ

ａｔ（ｘ，ｔ）∫ Ñｕε ２

　 ０
ｓ（ｐ（ｘ） －２） ／ ２ ｄｓｄｘｄｔ ２ ≤ ∫

Ω
（ａ（ｘ，０） ＋ ε）∫ Ñｕ０ε

２

　 ０
ｓ（ｐ（ｘ） －２） ／ ２ ｄｓｄｘ ２ ≤

∫
Ω

Ñｕ０ε
ｐ（ｘ） ｄｘ ≤ ∫

Ω
Ñｕ０ε

ｐ（ｘ） ｄｘ ≤ ｃ。 （２６）

由式 （２１）， 应用 Ｙｏｕｎｇ 不等式， 有

∬
ＱＴ

ｕεｔ ｆ（ｕε，ｘ，ｔ）ｄｘｄｔ ≤ ∬
ＱＴ

ｕεｔ
２ ｄｘｄｔ ２ ＋ ｃ。 （２７）

　 　 于是， 由式 （２１）、 （２４） 和 （２７）， 存在一个函数 ｕ 和一个 Ｎ － 维向量值函数 ζ ＝ （ζ１ ，…，ζＮ） ，
ｕ ∈ Ｌ∞ （ＱＴ） ， ｕｔ ∈ Ｌ２ （ＱＴ） ， ζ ∈ Ｌ１ （０，Ｔ；Ｌｐ（ｘ） ／ （Ｐ（ｘ） －１） （ａ１ ／ （１ －ｐ（ｘ）） ，Ω）） ， 使得： ｕε ⇀ ｕ ， 在 Ｌ∞ （ＱＴ）

弱星收敛， ｕε → ｕ ， 在 Ｌ２ （０，Ｔ；Ｌｐ（ｘ） （ａ，Ω）） 弱收敛， ｕεｔ ⇀ ｕｔ ， 在 Ｌ２ （ＱＴ） 弱收敛， Ñｕε
ｐ（ｘ） －２ Ñｕε ⇀ ζ

在 Ｌ１ （０，Ｔ；Ｌｐ（ｘ） ／ （Ｐ（ｘ） －１） （ａ１ ／ （１ －ｐ（ｘ）） ，Ω）） 弱收敛。 并且由引理 ３ 知， ｕε →ｕ 几乎处处于 ＱＴ 。 于是 ｆ（ｕε，ｘ，
ｔ） → ｆ（ｕ，ｘ，ｔ） ， ａ． ｅ． （ｘ，ｔ） ∈ ＱＴ 。 另外， 通过类似于发展的 ｐ⁃Ｌａｐｌａｃｅ 方程理论［２１］ ， 可以证明对

φ ∈Ｃ１
０ （ＱＴ） ， 有

∬
ＱＴ

ａ（ｘ，ｔ） Ñｕ ｐ（ｘ） －２ Ñｕ·Ñφｄｘｄｔ ＝ ∬
ＱＴ

ζ·Ñφｄｘｄｔ。 （２８）

　 　 特别地， 当 ａ（ｘ，ｔ） ＝ ａ（ｘ） ， 式 （２８） 的证明可见文献 ［２２］。 尽管本文考虑的是 ａ（ｘ，ｔ） 的情

况， 但完全可以类似证明， 故在此不再重复其证明。

·２２１·
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初值条件 （１１） 不难按文献 ［６］ 的方法证明。 同时在 ａ（ｘ，ｔ） 满足式 （１４） 条件下， 通过类似

于文献 ［８］ 的方法， 可以证明 ∫
Ω

Ñｕ ｄｘ ＜ ∞ 。 于是可以定义 ｕ（ｘ，ｔ） 在 ∂Ω × （０，Ｔ） 上的迹， 故部

分边界条件 （８） 在迹的意义下成立。 定理 １ 得证。
２􀆰 ２　 定理 ２ 的证明

设 ｕ（ｘ，ｔ） 、 ｖ（ｘ，ｔ） 为方程 （１） 的弱解， 具有不同的初值条件 ｕ（ｘ，０） 、 ｖ（ｘ，０） ， 具有相同的部

分边界条件 （１６）， 其中， Σ１ ＝ ｛（ｘ，ｔ） ∈ ∂Ω × （０，Ｔ）：ａ（ｘ，ｔ） ＞ ０｝ 。
对 任 意 正 整 数 ｎ ， 设 ｇｎ（ ｓ） 是 一 个 奇 函 数， 当 ｓ ＞ ０ 时， 定 义 为 ｇｎ（ ｓ） ＝

１， ｓ ＞ １ ／ ｎ
ｎ２ ｓ２ ｅ１ －ｎ２ｓ２ ， ０ ≤ ｓ ≤ １ ／ ｎ{ 。 易知， ｌｉｍ

ｎ→∞
ｇｎ（ ｓ） ＝ ｓｇｎ（ ｓ），ｓ ∈ （ －∞ ， ＋∞ ） 。

任意固定的 ｔ ∈ ［０，Ｔ） ， 定义

Ωλ ｔ ＝ ｛ｘ ∈ Ω：ａ（ｘ，ｔ） ＞ λ｝，φｎｔ（ｘ） ＝
１， ｘ ∈ Ω２ｔ ／ ｎ，
ｎ（ａ（ｘ，ｔ） － １ ／ ｎ）， ｘ ∈ Ωｔ ／ ｎ ＼ Ω２ｔ ／ ｎ

０， ｘ ∈ Ω ＼ Ωｔ ／ ｎ。

ì

î

í

ïï

ïï
，

　 　 由于 ｕ（ｘ，ｔ） 、 ｖ（ｘ，ｔ） ∈Ｌ∞ （０，Ｔ；Ｗ１，ｐ（ｘ） （ａ，Ω）） ， 故 ｇｎ（ｕ － ｖ） ∈Ｌ∞ （０，Ｔ；Ｗ１，ｐ（ｘ） （ａ，Ω）） 。 因为 ｕ（ｘ，
ｔ） 、 ｖ（ｘ，ｔ） 具有相同的部分边界条件 （１６）， 在边界∂Ω 上， 当 ａ（ｘ，ｔ） ＞ ０ 时， ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｖ（ｘ，ｔ） ＝ ０，
通过一个极限过程， 可以选取 φｎｔｇｎ（ｕ － ｖ） 作为检验函数， 于是，

∫ ｔ

０
∫
Ω
φｎｔ（ｘ）ｇｎ（ｕ － ｖ）（ｕ － ｖ） ｔｄｘｄｔ ＋ ∫ ｔ

０
∫
Ω
ａ（ｘ，ｔ）（ Ñｕ ｐ（ｘ） －２ Ñｕ － Ñｖ ｐ（ｘ） －２ Ñｖ） Ñ（ｕ － ｖ）ｇ′ｎ（ｕ －

ｖ）φｎｔ（ｘ）ｄｘｄｔ ＋ ∫ ｔ

０
∫
Ω
ａ（ｘ，ｔ）（ Ñｕ ｐ（ｘ） －２ Ñｕ － Ñｖ ｐ（ｘ） －２ Ñｖ） Ñ（ｕ － ｖ）ｇｎ（ｕ － ｖ） Ñφｎｔｄｘｄｔ ＝

∫ ｔ

０
∫
Ω
［ ｆ（ｕ，ｘ，ｔ） － ｆ（ｖ，ｘ，ｔ）］φｎｔｇｎ（ｕ － ｖ）ｄｘｄｔ。 （２９）

　 　 首先， 由算子 Ñｕ ｐ（ｘ） －２ Ñｕ 的单调性， 有

∫ｔ

０
∫
Ω
ａ（ｘ，ｔ）（ Ñｕ ｐ（ｘ） －２ Ñｕ － Ñｖ ｐ（ｘ） －２ Ñｖ） Ñ（ｕ － ｖ）ｇ′ｎ（ｕ － ｖ）φｎｔ（ｘ）ｄｘｄｔ ≥ ０。 （３０）

　 　 其次来讨论式 （２９） 的其他项。 因为对任意的 ｔ ∈ ［０，Ｔ） ， ｎ ｇｎ（ｕ － ｖ） Ñａ Ｌｐ（ｘ）（ａ，Ωｔ ／ ｎ ＼ Ω２ｔ ／ ｎ） ≤

ｎ Ñａ Ｌｐ（ｘ）（ａ，Ωｔ ／ ｎ ＼ Ω２ｔ ／ ｎ） ≤ ｎ（∫
Ωｔ ／ ｎ ＼ Ω２ｔ ／ ｎ

ａ（ｘ，ｔ） Ñａ ｐ（ｘ） ｄｘ） １ ／ ｐ ＋ ≤ ｃｎ１ －１ ／ ｐ ＋ （∫
Ωｔ ／ ｎ ＼ Ω２ｔ ／ ｎ

Ñａ ｐ（ｘ） ｄｘ） １ ／ ｐ ＋ ≤ ｃ 。 注意

到 ｘ ∈ Ωｔ ／ ｎ ＼ Ω２ｔ ／ ｎ ， Ñφｎｔ ＝ Ñａ ／ λ ， 而在 Ω 的其他地方， Ñφｎｔ ＝ ０ ， 于是由引理 ２， 有

∫
Ω
ａ（ｘ，ｔ）（ Ñｕ ｐ（ｘ） －２ Ñｕ － Ñｖ ｐ（ｘ） －２ Ñｖ）·Ñφｎｔｇｎ（ｕ － ｖ）ｄｘ ＝

∫
Ωｔ ／ ｎ ＼ Ω２ｔ ／ ｎ

ａ（ｘ，ｔ）（ Ñｕ ｐ（ｘ） －２ Ñｕ － Ñｖ ｐ（ｘ） －２ Ñｖ）·Ñφｎｔｇｎ（ｕ － ｖ）ｄｘ ≤

ｎ∫
Ωｔ ／ ｎ ＼ Ω２ｔ ／ ｎ

ａ（ｘ，ｔ）（ Ñｕ ｐ（ｘ） －１ ＋ Ñｖ ｐ（ｘ） －１ ）· Ñａｇｎ（ｕ － ｖ） ｄｘ ≤

ｃｎ （ Ñｕ ｐ（ｘ） －１ ＋ Ñｖ ｐ（ｘ） －１ ） Ｌｑ（ｘ）（ａ１ ／ （１ －ｐ（ｘ）），Ωｔ ／ ｎ ＼ ２ｔ ／ ｎ）
· Ñａｇｎ（ｕ － ｖ） Ｌｐ（ｘ）（ａ，Ωｔ ／ ｎ ＼ ２ｔ ／ ｎ） ≤

ｃ［（∫
Ωｔ ／ ｎ ＼ Ω２ｔ ／ ｎ

ａ（ｘ，ｔ） Ñｕ ｐ（ｘ） ｄｘ） １ ／ ｑ１ ＋ （∫
Ωｔ ／ ｎ ＼ Ω２ｔ ／ ｎ

ａ（ｘ，ｔ） Ñｖ ｐ（ｘ） ｄｘ） １ ／ ｑ１ ］。 （３１）

　 　 当 ｎ → ∞ 时， 式 （３１） 的右边趋于 ０。 这里， ｑ（ｘ） ＝ ｐ（ｘ） ／ （ｐ（ｘ） － １） ， ｑ１ ＝ ｑ ＋ 或 ｑ１ ＝ ｑ ＋ 具体

是哪个， 根据引理 １ 要看 Ñｕ ｐ（ｘ） －１
Ｌｑ（ｘ）（ａ１ ／ （１ －ｐ（ｘ）），Ωｔ ／ ｎ ＼ （２ｔ） ／ ｎ）

＞ １ 还是 ≤ １ 。
同时又有：

ｌｉｍ
ｎ→∞ ∫ ｔ

０
∫
Ω
［ ｆ（ｕ，ｘ，ｔ） － ｆ（ｖ，ｘ，ｔ）］φｎｔｇｎ（ｕ － ｖ）ｄｘｄｔ ≤ ｃ∫ ｔ

０
∫
Ω

ｕ － ｖ ｄｘｄｔ， （３２）

·３２１·
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ｌｉｍ
ｎ→∞∫

ｔ

０
∫
Ω
φｎｔｇｎ（ｕ － ｖ）（ｕ － ｖ） ｔｄｘｄｔ ＝ ∫

Ω
ｕ（ｘ，ｔ） － ｖ（ｘ，ｔ） ｄｘ － ∫

Ω
ｕ０ （ｘ） － ｖ０ （ｘ） ｄｘ。 （３３）

　 　 最后， 在式 （２９） 中取 ｎ → ∞ 的极限， 由式 （２９） ～ 式 （３３）， 有 ∫
Ω

ｕ（ｘ，ｔ） － ｖ（ｘ，ｔ） ｄｘ ≤

∫
Ω

ｕ０ （ｘ） － ｖ０ （ｘ） ｄｘ ＋ ｃ∫ ｔ

０
∫
Ω

ｕ（ｘ，ｓ） － ｖ（ｘ，ｓ） ｄｘｄｓ 。 由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不 等 式， 就 可 以 得 到

∫
Ω

ｕ（ｘ，ｔ） － ｖ（ｘ，ｔ） ｄｘ ≤ ｃ∫
Ω

ｕ０ （ｘ） － ｖ０ （ｘ） ｄｘ ， ∀ｔ ∈ ［０，Ｔ） ， 定理 ２ 得证。
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