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［摘要］ 提出一种求解 Ｒｉｅｓｚ 空间分布阶的分数阶扩散方程的数值方法。 利用辛普森数值求积公式， 将

分布阶微分方程离散为一个多项分数阶导数的微分方程； 利用四阶差分格式求解此具有多项分数阶导数的

微分方程， 并运用能量法分析数值格式的稳定性和收敛性。 同时， 给出数值例子， 说明所建立的数值离散

格式的有效性。
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０　 引言
分数阶微分方程是广义的非整数阶的微分方程。 由于分数阶算子的非局部性， 分数阶微分方程非

常适合用来描述现实世界中具有记忆及遗传性质的材料［１ － ３］ 。 然而， 还有很多问题不能采用分数阶系

统来解决， 如非均质多孔和裂隙介质中的溶质迁移试验［４ － ５］ 。 由于复杂流体流动的力学性质会随时空

尺度而发生一定的变化， 因此污染物等溶质扩散将产生所谓的多尺度效应。 近年来， 研究者们［６ － ９］ 采

用 Ｒｉｅｓｚ 分布阶的分数阶扩散方程 （其中分布阶导数在数学上可以看成是对分数阶导数在给定范围内

关于其阶数的一个积分， 即分数阶导数是在一个单位区间上的积分） 来描述这种反常扩散。 Ｄｉｅｔｈｅｌｍ
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等［１０］研究了 Ｃａｐｕｔｏ 分布阶常微分方程的数值解并进行了收敛性分析； Ａｔａｎａｃｋｏｖｉｃ 等［１１］证明了时间分

布阶柯西问题解存在性， 并求出解析解； Ｌｕｃｈｋｏ 等［１２］考虑了一个开区间上的分布阶时间分数阶扩散

方程， 并证明了这个问题的解的唯一性和存在性； Ｊｉａｏ 等［９］给出了分布阶导数在信号处理中的分布阶

的滤波器和控制系统中的最优分布阶阻尼两个应用。 Ｐｏｄｌｕｂｎｙ 等［１３］ 用矩阵方法离散分布阶导数和积

分， 给出数值例子验证算法的精确性， 但是没有具体的数值理论分析； Ｇｏｒｅｎｆｌｏ 等［１４］研究了一种分布

阶时间分数阶扩散波动方程， 并利用傅里叶变换和拉普拉斯变换技术得到了此问题的基本解。 现有文

献关于分布阶微分方程数值方法的研究还比较少。 ２０１４ 年， Ｋａｔｓｉｋａｄｅｌｉｓ［１５］ 研究了 Ｃａｐｕｔｏ 分布阶线性

与非线性常微分方程的数值解， 但没有进行理论分析。 ２０１８ 年， Ｓｅｍａｒｙａ 等［１６］ 运用移位的分数阶积

分切比雪夫算子矩阵与修正的 Ｐｉｃａｒｄ 数值方法求解分布阶线性分数阶常微分方程， 但没有进行理论分

析。 分布阶微分算子作为分数阶微分算子的发展形式， 已经越来越受到研究人员的重视。 相对于固定

阶导数， 这类算子的应用领域更为广阔， 但由于算子定义的复杂性， 相应的数值算法更为复杂， 并不

能简单照搬分数阶的数值算法。 本文考虑用有效的数值方法求解空间分布阶的分数阶扩散方程。
考虑以下 Ｒｉｅｓｚ 空间分布阶的分数阶扩散方程［１７ － １８］ ：

∂ｕ ／ ∂ｔ ＝ Ｋ ∫２

１
Ｐ（α）∂αｕ ／ ∂ ｘ αｄα ＋ ｆ（ｘ，ｔ），ｘ ∈ ［ｘＬ，ｘＲ］，ｔ ∈ （０，Ｔ］， （１）

边界条件：
ｕ（ｘＬ，ｔ） ＝ ０，ｕ（ｘＲ，ｔ） ＝ ０，ｔ ∈ （０，Ｔ］， （２）

初始条件：
ｕ（ｘ，０） ＝ φ（ｘ），ｘ ∈ ［ｘＬ，ｘＲ］， （３）

这里 Ｐ（α） 是非负加权函数［１０］ ， 满足：

０ ≤ Ｐ（α），Ｐ（α） ≠ ０，α ∈ ［１，２］，０ ＜ ∫２

１
Ｐ（α）ｄα ＜ ∞ 。 （４）

扩散系数 Ｋ 为非负常数。 有限区间 ［ｘＬ，ｘＲ］ 上的空间 Ｒｉｅｓｚ 分数算子 ∂αｕ ／ ∂ ｘ α 定义为：

∂αｕ（ｘ，ｔ） ／ ∂ ｘ α ＝ ｃα［ ｘＬ
Ｄα

ｘ ｕ ＋ ｘＤα
ｘＲ

ｕ］， （５）
这里 ｃα ＝ － １ ／ （２ｃｏｓ（πα ／ ２）） ， 且

ｘＬ
Ｄ α

ｘ ｕ ＝ （１ ／ Γ（２ － α））∂２ ／ ∂ｘ２ ∫ｘ

ｘＬ

ｕ（ξ，ｔ） ／ （ｘ － ξ） α－１ ｄξ， （６）

ｘＤ α
ｘＲ

ｕ ＝ （（ － １） ２ ／ （Γ（２ － α））∂２ ／ ∂ｘ２∫ｘＲ

ｘ
ｕ（ξ，ｔ） ／ （ξ － ｘ） α－１ ｄξ。 （７）

特别地， 当 α ＝ ２ 时， ∂２ｕ ／ ∂ ｘ ２ ＝ ∂２ｕ ／ ∂ｘ２ 。

１　 积分项的离散
首先， 把积分区间划分成若干个子区间： １ ＝ α０ ＜ α１ ＜ … ＜ αＳ ＝ ２，Ｓ ∈ Ｎ ， 并记

Δαｉ ＝ αｉ － αｉ －１ ＝ １ ／ Ｓ ＝ σ， αｉ －１ ／ ２ ＝ （αｉ －１ ＋ αｉ） ／ ２，ｉ ＝ １，２，…，Ｓ。 （８）

利用 辛 普 森 数 值 求 积 公 式， 方 程 （ １ ） 中 的 积 分 可 以 化 为： ∫２

１
Ｐ（α）∂αｕ ／ ∂ ｘ αｄα ＝

σ∑
Ｓ

ｉ ＝ １
［Ｐ（αｉ －１ ）∂αｉ－１ｕ ／ ∂ ｘ αｉ－１ ＋ ４Ｐ（αｉ －１ ／ ２ ）∂αｉ－１ ／ ２ｕ ／ ∂ ｘ αｉ－１ ／ ２ ＋ Ｐ（αｉ）∂αｉｕ ／ ∂ ｘ αｉ］ ／ ６ ＋ Ｏ（σ４ ）。 为简单起

见， 记：
Ｄαｉ

ｘ ｕ ＝ （Ｋσ ／ ６）Ｐ（αｉ）∂αｉｕ ／ ∂ ｘ αｉ，ｉ ＝ ０，１ ／ ２，１，３ ／ ２，２，…，Ｓ。 （９）

Ｄｘｕ ＝ ∑
Ｓ

ｉ ＝ １
（Ｄαｉ－１

ｘ ｕ ＋ ４Ｄαｉ－１ ／ ２
ｘ ｕ ＋ Ｄαｉ

ｘ ｕ）， （１０）

则 Ｒｉｅｓｚ 空间分布阶的分数阶扩散方程可以离散成具有多项分数阶导数的微分方程：

·８９·
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∂ｕ（ｘ，ｔ） ／ ∂ｔ ＝ Ｄｘｕ ＋ ｆ（ｘ，ｔ） ＋ Ｏ（σ４ ） （１１）
具有边界和初始条件 （２） ～ （３）。

２　 数值离散格式
首先对空间和时间进行离散。 取正整数 Ｎ ， 设时间步长 τ ＝ Ｔ ／ Ｎ，ｔｎ ＝ ｎτ，０ ≤ ｎ ≤ Ｎ。 记时间区域

Ωτ ＝ ｛ ｔｎ ０ ≤ ｎ ≤ Ｎ｝。 取正整数 Ｍ ， 并设空间步长 ｈ ＝ （ｘＲ － ｘＬ） ／ Ｍ，ｘｉ ＝ ｘＬ ＋ ｉｈ，０ ≤ ｉ ≤ Ｍ。 空间区

域 Ωｈ ＝ ｛ｘｉ ０ ≤ ｉ ≤ Ｍ｝。 空间平均差分算子 Ａα 定义为： Ａαｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｄα
２ ｕ（ｘ － ｈ，ｔ） ＋ （１ － ２ｄα

２ ）ｕ（ｘ，ｔ） ＋
ｄα

２ ｕ（ｘ ＋ ｈ，ｔ）， ｄα
２ ＝ （ － α２ ＋ α ＋ ４） ／ ２４。

平均算子 Ａ 定义为：

Ａｕ ＝ σ∑
Ｓ

ｉ ＝ １
（Ａαｉ－１ｕ ＋ ４Ａαｉ－１ ／ ２ｕ ＋ Ａαｉｕ） ／ ６， （１２）

Ａ（Ｄｘｕ） ＝ ∑
Ｓ

ｉ ＝ １
（Ａαｉ－１Ｄαｉ－１

ｘ ｕ ＋ ４Ａαｉ－１ ／ ２Ｄαｉ－１ ／ ２
ｘ ｕ ＋ ＡαｉＤαｉ

ｘ ｕ）。 （１３）

定义网格函数 Ｕｎ
ｉ ＝ ｕ（ｘｉ，ｔｎ），０ ≤ ｉ ≤ Ｍ，０ ≤ ｎ ≤ Ｎ。 因此在点 Ｕｎ

ｉ 处的算子 Ａ 可写为：
ＡＵｎ

ｉ ＝ Ｑ１Ｕｎ
ｉ－１ ＋ Ｑ２Ｕｎ

ｉ ＋ Ｑ１Ｕｎ
ｉ＋１ ， （１４）

其中： Ｑ１ ＝ σ∑
Ｓ

ｌ ＝ １
（ｄαｌ－１

２ ＋ ４ｄαｌ－１ ／ ２
２ ＋ ｄαｌ

２ ） ／ ６；Ｑ２ ＝ σ∑
Ｓ

ｌ ＝ １
［（１ － ２ｄαｌ－１

２ ） ＋ ４（１ － ２ｄαｌ－１ ／ ２
２ ） ＋ （１ － ２ｄαｌ

２ ）］ ／ ６。 由

文献 ［１８］， 有以下结论成立：
Ａα（ ｘＬ

Ｄ α
ｘ ｕ（ｘｉ，ｔ）） ＝ δα

ｘ，＋ ｕ（ｘｉ，ｔ） ＋ Ｏ（ｈ４ ）， （１５）
Ａα（ ｘＤα

ｘＲ
ｕ（ｘｉ，ｔ）） ＝ δα

ｘ，－ ｕ（ｘｉ，ｔ） ＋ Ｏ（ｈ４ ）， （１６）
其中，

δα
ｘ，＋ ｕ（ｘｉ，ｔ） ＝ ∑

ｉ

ｋ ＝ ０
［ｗ（α）

ｋ ｕ（ｘｉ － （ｋ － １）ｈ，ｔ）］ ／ ｈα， （１７）

δα
ｘ，－ ｕ（ｘｉ，ｔ） ＝ ∑

Ｍ－ｉ

ｋ ＝ ０
［ｗ（α）

ｋ ｕ（ｘｉ ＋ （ｋ － １）ｈｘ，ｔ）］ ／ ｈα， （１８）

且

ｗ（α）
０ ＝ （α２ ＋ ３α ＋ ２）ｇ（α）

０ ／ １２，

ｗ（α）
１ ＝ （α２ ＋ ３α ＋ ２）ｇ（α）

１ ／ １２ ＋ （４ － α２ ）ｇ（α）
０ ／ ６，

ｗ（α）
ｋ ＝ （α２ ＋ ３α ＋ ２）ｇ（α）

ｋ ／ １２ ＋ （４ － α２ ）ｇ（α）
ｋ－１ ／ ６ ＋ （α２ － ３α ＋ ２）ｇ（α）

ｋ－２ ／ １２，ｋ ≥ ２。

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１９）

权重系数 ｇ（α）
０ ＝ １，ｇ（α）

ｋ ＝ （１ － （α ＋ １） ／ ｋ）ｇ（α）
ｋ－１ ，ｋ ＝ １，２，…。

　 　 引入以下差分算子 δαｉ
ｘ ：

δαｉ
ｘ ｕ ＝ ＫσＰ（αｉ）ｃαｉ

［δαｉ
ｘ，＋ ｕ ＋ δαｉ

ｘ，－ ｕ］ ／ ６，ｉ ＝ ０，１ ／ ２，１，３ ／ ２，２，…，Ｓ， （２０）
及差分算子 δｘｕ ：

δｘｕ ＝ ∑
Ｓｘ

ｉ ＝ １
（δαｉ－１

ｘ ｕ ＋ ４δαｉ－１ ／ ２
ｘ ｕ ＋ δαｉ

ｘ ｕ）。 （２１）

因此， 在点 Ｕｎ
ｉ 处的算子 δｘ 可改写为：

δｘＵｎ
ｉ ＝ ∑

ｉ＋１

ｌ ＝ １
（Ｗｉ －ｌ＋１Ｕｎ

ｌ ） ＋ ∑
Ｍ－１

ｌ ＝ ｉ－１
（Ｗｌ －ｉ＋１Ｕｎ

ｌ ）， （２２）

其中，

Ｗｋ ＝ Ｋσ∑
Ｓ

ｌ ＝ １
［Ｐ（αｌ －１ ）ｃαｌ－１

ｗαｌ－１
ｋ ＋ ４Ｐ（αｌ －１ ／ ２ ）ｃαｌ－１ ／ ２

ｗαｌ－１ ／ ２
ｋ ＋ Ｐ（αｌ）ｃαｌ

ｗαｌ
ｋ ］ ／ ６，ｋ ＝ ０，１，２，…。 （２３）

由方程 （９） ～ （１６） 得到：

·９９·
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Ａ（Ｄｘｕ（ｘｉ，ｔ）） ＝ δｘｕ（ｘｉ，ｔ） ＋ Ｏ（ｈ４ ）。 （２４）
　 　 考虑方程 （１） 在点 （ｘｉ，ｔ） 处的方程为：

ｕｔ（ｘｉ，ｔ） ＝ Ｄｘｕ（ｘｉ，ｔ） ＋ ｆ（ｘｉ，ｔ） ＋ Ｏ（σ４ ）， （２５）
在方程 （２５） 两端取平均算子 Ａ ， 则有：

Ａｕｔ（ｘｉ，ｔ） ＝ ＡＤｘｕ（ｘｉ，ｔ） ＋ Ａｆ（ｘｉ，ｔ） ＋ Ｏ（σ４ ），ｘｉ ∈ Ωｈ。 （２６）
由式 （２４） 可得：

Ａｕｔ（ｘｉ，ｔ） ＝ δｘｕ（ｘｉ，ｔ） ＋ Ａｆ（ｘｉ，ｔ） ＋ Ｏ（σ４ ＋ ｈ４ ），ｘｉ ∈ Ωｈ。 （２７）
　 　 下面对时间离散。 对于方程 （２７）， 在 ｔ ＝ ｔｎ 和 ｔ ＝ ｔｎ＋１ 处取平均， 且利用泰勒展开， 可得到：

ＡδｔＵｎ＋１ ／ ２
ｉ － δｘＵｎ＋１ ／ ２

ｉ ＝ Ａｆｎ＋１ ／ ２
ｉ ＋ Ｒｎ

ｉ ，０ ≤ ｉ ≤ Ｍ，０ ≤ ｎ ≤ Ｎ － １。 （２８）
其中： δｔＵｎ＋１ ／ ２

ｉ ＝ （Ｕｎ＋１
ｉ － Ｕｎ

ｉ ） ／ τ ； Ｕｎ＋１ ／ ２
ｉ ＝ （Ｕｎ＋１

ｉ ＋ Ｕｎ
ｉ ） ／ ２ 且 ｆｎ＋１ ／ ２

ｉ ＝ ｆ（ｘｉ，（ ｔｎ ＋ ｔｎ＋１ ） ／ ２）。 则截断误差 Ｒｎ
ｉ

满足：
Ｒｎ

ｉ ＝ Ｏ（τ２ ＋ σ４ ＋ ｈ４ ），０ ≤ ｉ ≤ Ｍ，０ ≤ ｎ ≤ Ｎ － １。 （２９）
　 　 在方程 （２８） 中略去截断误差， 将精确解 Ｕｎ

ｉ 用数值解 ｕｎ
ｉ 替代， 并利用初始和边界条件：

Ｕｎ
０ ＝ ０，Ｕｎ

Ｍ ＝ ０，１ ≤ ｎ ≤ Ｎ， Ｕ０
ｉ ＝ φ（ｘｉ），０ ≤ ｉ ≤ Ｍ， （３０）

得到以下四阶拟紧差分格式：
Ａδｔｕｎ＋１ ／ ２

ｉ － δｘｕｎ＋１ ／ ２
ｉ ＝ Ａｆ ｎ＋１ ／ ２

ｉ ，０ ≤ ｉ ≤ Ｍ，０ ≤ ｎ ≤ Ｎ － １。 （３１）
ｕｎ

０ ＝ ｕｎ
Ｍ ＝ ０，１ ≤ ｎ ≤ Ｎ，ｕ０

ｉ ＝ φ（ｘｉ），０ ≤ ｉ ≤ Ｍ。 （３２）
　 　 为了逼近 Ｒｉｅｓｚ 空间分布阶的分数阶扩散方程， 将方程 （３１） 改成：

（Ａ － τδｘ ／ ２）ｕｎ＋１
ｉ ＝ （Ａ ＋ τδｘ ／ ２）ｕｎ

ｉ ＋ τＡｆ ｎ＋１ ／ ２
ｉ ，０ ≤ ｉ ≤ Ｍ，０ ≤ ｎ ≤ Ｎ － １。 （３３）

线性系统 （３３） 的系数矩阵 Ａ ＝ （ａｓ，ｔ） 写成下式：

ａｓ，ｔ ＝

－ τＷｓ－ｔ＋１ ／ ２，ｔ ＜ ｓ － １，
Ｑ１ － τ（Ｗ０ ＋ Ｗ２ ） ／ ２，ｔ ＝ ｓ ± １，
Ｑ２ － τＷ１ ，ｔ ＝ ｓ，
－ τＷｔ －ｓ＋１ ／ ２，ｔ ＞ ｓ ＋ １，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３４）

则有以下的定理 １。
定理 １　 差分格式 （３１） ～ （３２） 是唯一可解的。
证明　 因为 ｄα

２ ＝ （ － α２ ＋ α ＋ ４） ／ ２４， １ ＜ α ≤ ２ ， 所以 ４ｄα
２ ＝ （ － α２ ＋ α ＋ ４） ／ ６ ≤ １ ， 则有 ２ｄα

２ ＜
１ － ２ｄα

２ 。 由 Ｑ１ 、Ｑ２ 的定义， 可得 ２Ｑ１ ＜ Ｑ２ 。 再由式 （３４） 可知， 对于很小的值 τ ， 方程 （３３） 的系

数矩阵是严格对角占优的， 定理 １ 得证。

３　 稳定性和收敛性的证明
与文献 ［１９］ 讨论相似， 本节提供隐式格式的数值分析。 首先， 定义离散的内积和范数， 设

Ｖｈ ＝ ｛ｖ ｖ ＝ （ｖ０ ，…，ｖＭ） 是定义在 Ωｈ 上的网格函数且 ｖ０ ＝ ｖＭ ＝ ０｝ 。 对任意的网格函数 ｕ，ｖ ∈ Ｖｈ，

定义内积 （ｕ，ｖ） ＝ ｈ∑
Ｍ－１

ｉ ＝ １
（ｕｉｖｉ）， 并且对应的离散范数为 Ｌ２ 范数： ｕ ＝ （ｕ，ｕ） 。

为了证明差分格式的稳定性和收敛性， 有以下引理。
引理 １　 Ａ 是自相似的， 即对任意的 ｕ，ｖ ∈ Ｖｈ， 成立 （Ａｕ，ｖ） ＝ （ｕ，Ａｖ）。
证明

（Ａｕ，ｖ） ＝ σ∑
Ｓ

ｉ ＝ １
［（Ａαｉ－１ｕ，ｖ） ＋ ４（Ａαｉ－１ ／ ２ｕ，ｖ） ＋ （Ａαｉｕ，ｖ）］ ／ ６ ＝

σ∑
Ｓ

ｉ ＝ １
［（ｕ，Ａαｉ－１ｖ） ＋ ４（ｕ，Ａαｉ－１ ／ ２ｖ） ＋ （ｕ，Ａαｉｖ）］ ／ ６ ＝ （ｕ，Ａｖ）， （３５）

·００１·
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即证得。
引理 ２　 对任意的 ｖ ∈ Ｖｈ， 成立 ｖ ２ ／ ３ ≤ （Ａｖ，ｖ） ≤ ｖ ２ 。
证明

（Ａｖ，ｖ） ＝ σ∑
Ｓ

ｉ ＝ １
［（Ａαｉ－１ｖ，ｖ） ＋ ４（Ａαｉ－１ ／ ２ｖ，ｖ） ＋ （Ａαｉｖ，ｖ）］ ／ ６， （３６）

且

ｖ ２ ／ ３ ≤ （Ａαｖ，ｖ） ≤ ｖ ２ ， （３７）
可得

（Ａｖ，ｖ） ≤ σ∑
Ｓ

ｉ ＝ １
（６ ｖ ２ ） ／ ６ ＝ ｖ ２ ，（Ａｖ，ｖ） ≥ σ∑

Ｓ

ｉ ＝ １
（２ ｖ ２ ） ／ ６ ＝ ｖ ２ ／ ３。 （３８）

即证得。
引理 ３　 对任意的 ｖ ∈ Ｖｈ， 成立 （δｘｖ，ｖ） ≤ ０。
证明

（δｘｖ，ｖ） ＝ ∑
Ｓｘ

ｉ ＝ １
［（δαｉ－１

ｘ ｖ，ｖ） ＋ ４（δαｉ－１ ／ ２
ｘ ｖ，ｖ） ＋ （δαｉ

ｘ ｖ，ｖ）］， （３９）

且有 （δα
ｘ ｖ，ｖ） ≤ ０， 可得 （δｘｖ，ｖ） ≤ ０。

使用引理 ３， 容易得到以下定理 ２， 其证明类似文献 ［１８］ 的定理 ２。
定理 ２　 设 ｛ｖｎ

ｉ ｝ 是以下差分格式的解：
Ａδｔｖｎ＋１ ／ ２

ｉ － δｘｖｎ＋１ ／ ２
ｉ ＝ ｆｎｉ ，０ ≤ ｉ ≤ Ｍ，０ ≤ ｎ ≤ Ｎ － １。 （４０）

ｖｎ
０ ＝ ｖｎ

Ｍ ＝ ０，１ ≤ ｎ ≤ Ｎ，ｖ０
ｉ ＝ φ（ｘｉ），０ ≤ ｉ ≤ Ｍ， （４１）

则有

ｖｎ ≤ ３ （ ｖ０ ＋ ３ τ∑
ｎ－１

ｌ ＝ ０
ｆ ｌ ），１ ≤ ｎ ≤ Ｎ。 （４２）

其中： ｖ０ （ｘ０ ） ＝ ｖ０ （ｘｎ） ＝ ０； ｆ ｌ ＝ ｈ∑
Ｍ－１

ｉ ＝ １
（ ｆ ｌ

ｉ） ２ 。

由定理 ２ 可以直接推出如下定理 ３。
定理 ３　 差分格式 （３１） ～ （３２） 按初值和右端项 ｆ 是无条件稳定的。
现在考虑差分格式 （３１） ～ （３２） 的收敛性。
定理 ４　 差分格式 （３１） ～ （３２） 是收敛的， 且收敛阶为 Ｏ（τ２ ＋ σ４ ＋ ｈ４ ） 。
证明　 设 ｛ｕｎ

ｉ ｝（０ ≤ ｉ ≤ Ｍ，０ ≤ ｎ ≤ Ｎ） 是差分格式 （３１） ～ （３２） 的解， 且

ｅｎ
ｉ ＝ Ｕｎ

ｉ － ｕｎ
ｉ ，０ ≤ ｉ ≤ Ｍ，０ ≤ ｎ ≤ Ｎ。 （４３）

将式 （２８） 和式 （２９） 分别减去式 （３１） 和式 （３２）， 可得到误差方程

Ａδｔｅｎ＋１ ／ ２
ｉ － δｘｅｎ＋１ ／ ２

ｉ ＝ Ｒｎ
ｉ ， ０ ≤ ｉ ≤ Ｍ，０ ≤ ｎ ≤ Ｎ － １。 （４４）

ｅｎ
０ ＝ ｅｎ

Ｍ ＝ ０， １ ≤ ｎ ≤ Ｎ， ｅ０
ｉ ＝ ０， ０ ≤ ｉ ≤ Ｍ。 （４５）

根据定理 ２ 得到：

ｅｎ ≤ ３τ∑
ｎ－１

ｌ ＝ ０
Ｒ ｌ ≤ ３Ｔ （ｘＲ － ｘＬ） Ｏ（τ２ ＋ σ４ ＋ ｈ４ ）， １ ≤ ｎ ≤ Ｎ。 （４６）

证毕。

４　 数值例子
例 １　 考虑以下 Ｒｉｅｓｚ 空间分布阶扩散方程：

∂ｕ ／ ∂ｔ ＝ ∫２

１
Ｐ（α）（∂αｕ ／ ∂ ｘ α）ｄα ＋ ｆ（ｘ，ｔ），ｘ ∈ ［０，１］，ｔ ∈ （０，１］， （４７）

·１０１·
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边界条件：
ｕ（０，ｔ） ＝ ０， ｕ（１，ｔ） ＝ ０， ｔ ∈ （０，１］， （４８）

初始条件：
ｕ（ｘ，０） ＝ ｘ４ （１ － ｘ） ４ ， ｘ ∈ ［０，１］。 （４９）

这里，
Ｐ（α） ＝ － ２Γ（９ － α）ｃｏｓ（πα ／ ２）， （５０）

且

ｆ（ｘ，ｔ） ＝ － ｅ －ｔ［ｘ４ （１ － ｘ） ４ ＋ ∫２

１
ｐ（α）∂αｕ（ｘ，０） ／ ∂ ｘ αｄα］。 （５１）

方程 （４７） ～ （４９） 的精确解为 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｅ －ｔｘ４ （１ － ｘ） ４ 。

精确解
The exact solutions
数值解
Numerical solutions

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.000 01

0.000 02
0.000 03

0.000 04
0.000 05

0.000 06
0.000 07

u（
x,
t）

图 1 数值解与精确解比较(滓=1/1 000，子=h2=1/400，T=1.0)
Fig.1 Comparison of numerical solutions and
exact solutions(滓=1/1 000，子=h2=1/400，T=1.0)

x

取参数σ ＝ １ ／ １ ０００， τ ＝ ｈ２ ＝ １ ／ ４００ ， Ｔ ＝ １．０，
记最大误差 Ｅ∞ （ｈ，τ） ＝ ｍａｘ

０≤ｉ≤Ｍ
０≤ｋ≤Ｎ

ｕ（ｘｉ，ｔｋ） － ｕｋ
ｉ ，

误差率定义为： Ｒε ＝ ｌｏｇ（ε（ｈ１ ） ／ ε（ｈ２ ）） ／ ｌｏｇ ２。
图 １ 显示了 Ｔ ＝ １． ０ 时刻数值解与精确解的

比较， 取 σ ＝ １ ／ １ ０００ 、 τ ＝ ｈ２ ＝ １ ／ ４００ 二者非

常吻合。 表 １ 显示 σ ＝ １ ／ １ ０００、 τ ＝ ｈ２ 、 Ｔ ＝
１􀆰 ０ 时数值解与精确解的最大误差及收敛。 误差

率接近： Ｒε ＝ ｌｇ（ε（ｈ１ ） ／ ε（ｈ２ ）） ／ ｌｇ ２ ≈ ４， 这与

定理 ４ 中差分格式的收敛阶是 Ｏ（τ２ ＋ σ４ ＋ ｈ４ ）
是一致的。 从图 １ 和表 １ 可以看出， 数值结果

与理论分析结果是一致的。

表 １　 Ｔ ＝ １． ０ 时刻数值方法的最大误差和收敛阶 （σ ＝ １ ／ １ ０００，τ ＝ ｈ２）
Ｔａｂ． １　 Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ

（σ ＝ １ ／ １ ０００，τ ＝ ｈ２） ａｔ ｔｉｍｅ Ｔ ＝ １． ０

ｈ τ Ｅ∞ （ｈ，τ） Ｒε

１ ／ ５ １ ／ ２５ １． １８１ × １０ － ４ －
１ ／ １０ １ ／ １００ ７． ９０４ × １０ － ６ ３． ９０１
１ ／ ２０ １ ／ ４００ ３． ３４３ × １０ － ７ ４． ５６４
１ ／ ４０ １ ／ １６００ １． ５２２ × １０ － ８ ４． ４５７

５　 结论
本文发展了一个 Ｒｉｅｓｚ 空间分布阶的分数阶扩散方程的数值方法。 将分布阶方程离散为含有多项

分数阶导数的微分方程， 利用有限差分法对得到的微分方程进行数值求解。 证明差分格式是稳定的和

无条件收敛的。 此外， 本文的数值方法的收敛阶为 Ｏ（τ２ ＋ σ４ ＋ ｈ４ ） 。 最后， 给出了数值例子来证明

本文数值方法与理论结果是一致的。 这种方法和分析技术可用于求解和分析其他类型的分数阶偏微分

方程。
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