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一类含有扰动项的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 型方程解的多重性

汤碧云， 蓝永艺

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 考虑含有扰动项的非线性 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 型问题 － （ａ ＋ ｂ∫
Ω

∇ｕ ２ ｄｘ）Δｕ ＝ ｆ（ｘ，ｕ） ＋ ｈ（ｘ） 。 在非线

性项 ｆ 适当的假设条件下， 利用 Ｎｅｈａｒｉ 流形、 临界点理论和一些分析技巧， 研究一类含有扰动项的 Ｋｉｒｃｈ⁃
ｈｏｆｆ 型方程解的多重性。

［关键词］ Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 型方程； Ｎｅｈａｒｉ 流形； 扰动项； 临界点理论
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－  ａ ＋ｂ∫
Ω

∇ｕ ２ ｄｘ Δｕ ＝ ｆ ｘ ｕ ＋ ｈ ｘ ． Ｕｎｄｅｒ ｓｕｉｔａｂｌｅ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ ｏｎ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｔｅｒｍ ｆ ｉｔ ｗａｓ ｓｈｏｗｎ

ｔｈａｔ ｔｈｅ Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ ｔｙｐｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｔｅｒｍｓ ｈａｄ ｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｂｙ Ｎｅｈａｒｉ ｍａｎｉｆｏｌｄ ｃｒｉｔｉ⁃
ｃａｌ ｐｏｉｎｔ ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ｓｏｍｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ ｔｙｐｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ Ｎｅｈａｒｉ ｍａｎｉｆｏｌｄ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｔｅｒｍｓ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｐｏｉｎｔ ｔｈｅｏｒｙ

０　 引言
考虑如下 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 型方程的 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边值问题

－ （ａ ＋ ｂ∫
Ω

∇ｕ ２ ｄｘ）Δｕ ＝ ｆ（ｘ，ｕ） ＋ ｈ（ｘ），ｘ ∈ Ω，

ｕ ＝ ０，ｘ ∈ ∂Ω，
{ （１）

其中： Ω 是 Ｒ３ 中的非空有界开集； ａ，ｂ ＞ ０；ｆ（ｘ，ｔ） ∈ Ｃ（Ω × Ｒ） ； Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间 Ｈ１
０ （Ω） ≜ Ｘ 中的范数

ｕ ＝ （∫
Ω

∇ｕ ２ ｄｘ） １ ／ ２ 。

问题 （１） 的解等价于其对应的能量泛函 Ｉ（ｕ） ＝ ａ∫
Ω

∇ｕ ２ ｄｘ ／ ２ ＋ ｂ（∫
Ω

∇ｕ ２ ｄｘ） ２ ／ ４ － ∫
Ω
Ｆ（ｘ，

ｕ）ｄｘ － ∫
Ω
ｈ（ｘ）ｕｄｘ 的临界点， 其中 Ｆ（ｘ，ｕ） ＝ ∫ ｕ

０
ｆ（ｘ，ｓ）ｄｓ。
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易知 Ｉ ∈ Ｃ１ （Ｘ，Ｒ） ， 且对 ∀ｕ，ｖ ∈ Ｘ ， 〈 Ｉ′（ｕ），ｖ〉 ＝ （ａ ＋ ｂ ｕ ２ ）∫
Ω
∇ｕ∇ｖ ｄｘ － ∫

Ω
ｆ（ｘ，ｕ）ｖ ｄｘ －

∫
Ω
ｈ（ｘ）ｖｄｘ。

问题 （１） 中的 ∫
Ω

∇ｕ ２ ｄｘ 使得 （１） 不再是点态恒等式， 而是非局部的， 这种现象在生物系统

中得到了广泛应用， 也激发了很多学者对这类问题进行相关研究， 其中对不含扰动项的研究比较多，
如： 文献 ［１］ 用变分法理论得到了方程有正解； 文献 ［２］ 运用 Ｙａｎｇ 指标和临界群的相关知识得到

方程有非平凡解； 文献 ［３］ 使用极大极小值定理以及构造恰当的不变集得到了具有变号解； 文献

［４ － ５］ 由局部极大极小方法以及山路引理等理论， 得到方程具有多个非平凡解； 文献 ［６ － ７］ 通过

假设 ｆ 的单调性探讨方程解的情况； 文献 ［８］ 通过弱化非线性项 ｆ（ｘ，ｕ） 研究了一类 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 型方程

的解存在性问题； 文献 ［９］ 运用单调性技巧研究了一类 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 型方程的基态解的稳定性； 文献

［１０］ 通过弱化非线性项 ｆ（ｘ，ｕ） 的条件得到方程的基态解。
受文献 ［１１］ 的启发， 本文在一般的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 型方程中加入干扰项， 形成问题 （１）， 而且将一般

的次临界条件以及 ＡＲ 条件弱化为条件 Ｆ１ ） 和 Ｆ２ ） ， 再结合 Ｎｅｈａｒｉ 流形， 可以得到方程具有多重解。 本

文考虑一类非线性项 ｆ（ｘ，ｕ） 具有更一般的增长性条件， 假设：
Ｆ１ ） ｌｉｍ

ｕ →∞
［ ｆ（ｘ，ｕ） ／ （ｕ ｕ ２∗－２ ）］ ＝ ｌｉｍ

ｕ →∞
［ ｆ（ｘ，ｕ） ／ ｕ５ ］ ＝ ０ 关于 ｘ ∈ Ω 一致成立， 其中 ２∗ ＝ ２Ｎ ／

（Ｎ － ２） ＝ ６ 为 Ｓｏｂｏｌｅｖ 临界指数； Ｆ２ ） ｌｉｍ
ｕ →０

（ ｆ （ｘ， ｕ） ／ ｕ３ ） ＝ ０ 关于 ｘ∈Ω 一致成立； Ｆ３ ） ｄｆ （ｘ，

ｕ） ／ ｄｕ ｕ ＝０ ＝０， ∀ｘ∈Ω 一致成立； Ｆ４） 存在常数 ｒ ＞ ０ 和 Ｃ ＞ ０， 使得当 ｔ ≥ｒ 时， ｕｆ（ｘ，ｕ） － ４Ｆ（ｘ，ｕ） ≥
－ Ｃｕ２ 关于 ｘ∈Ω 一致成立； Ｆ５ ） ｌｉｍ

ｕ→＋∞
（Ｆ（ｘ，ｕ） ／ ｕ４ ） ＝ ＋∞ 关于 ｘ∈Ω 一致成立。

１　 预备知识

∀ｑ≥１， 定义 ｕ ｑ ＝ （∫
Ω

ｕ ｑ ｄｘ） １ ／ ｑ 。 由 Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入定理知， ｕ ｑ ≤ ｃｑ ｕ ， 其中 ｃｑ ＞ ０ 为最佳

Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入常数。
定义以下正数： ｄ１ ＝ （ａ ／ （（２∗ － １）Ｃεｃ２∗

２∗ ）） １ ／ （２∗－２） ， ｄ２ ＝ （ａｄ２
１ ／ （２Ｃεｃ２∗

２∗ ）） １ ／ ２∗ ， ｄ３ ＝ ｍｉｎ｛ｄ１ ，
ｄ２ ／ ｃ２∗ ｝ ／ ２ 。 显然 ｄ３ ＜ ｄ１ 。

假设 ｕ≠０ 是 Ｉ 的一个临界点， 即 Ｉ′（ｕ）ｖ ＝ ０，∀ｖ ∈ Ｘ ， 则 ｕ 包含在以下集合

Ｎ ＝ ｛ｕ ∈ Ｘ ＼ ｛０｝：（ａ ＋ ｂ ｕ ２ ） ｕ ２ ＝ ∫
Ω
ｆ（ｘ，ｕ）ｕｄｘ｝ （２）

中， 这个集合称为 Ｎｅｈａｒｉ 流形。 由文献 ［９ － １０］ 知， 在一定条件下， 该流形微分同胚于 Ｘ 的单位球

面。
考虑 Ｎ 的一个子集：

Ｎｈ ＝ ｛ｕ ∈ Ｘ：Ｉ′（ｕ）ｕ ＝ ０， ｕ ＞ ｄ１ ｝。 （３）
在条件 Ｆ１ ） ～ Ｆ５ ） 的假设下， 给出了以下的几个引理。

引理 １　 ｌｉｍ
ｕ→０

Ｆ（ｘ，ｕ） ／ ｕ４ ＝ ０ 关于 ｘ∈Ω 一致成立， Ｆ（ｘ，ｕ） ≥ Ａ ｕ ４ － Ｂ ， ∀ｕ ∈ Ｒ，∀ｘ ∈ Ω ， 其

中 Ａ， Ｂ 为正常数。
证明　 由 Ｆ５ ） 知， ∀Ａ ＞ ０，∃Ｘ，当 ｕ ＞ Ｘ 时， 有 Ｆ（ｘ，ｕ） ≥ Ａｕ４ ， 又因为 Ｆ（ｘ，ｕ） ∈ Ｃ（Ω） ， 所以

∃Ｂ ＞ ０， 使得 Ｆ（ｘ，ｕ） ＞ － Ｂ 。 综上， ∀ｕ∈Ｒ， ∀ｘ∈Ω， Ｆ（ｘ，ｕ） ≥ Ａｕ４ － Ｂ 。
引理 ２ 　 ∀０ ＜ ε ＜ １， 存在常数 Ｃε ＞ ０， 满足 Ｆ （ｘ， ｕ） ＋ ｆ （ｘ， ｕ） ｕ ≤ε ｕ ４ ＋ Ｃε ｕ ２∗ ，

ｆ （ｘ， ｕ） ≤ε ｕ ３ ＋ Ｃε ｕ ２∗ － １ ， Ｆ （ｘ， ｕ） ≤ε ｕ ４ ＋ Ｃε ｕ ２∗ ， ∀ｕ∈Ｒ， ∀ｘ∈Ω。
证明　 由 Ｆ１ ） 和 Ｆ２ ） 知， ∀０ ＜ ε ＜ １ ， ∃Ｃε ＞ ０ ， 使得 ｆ（ｘ，ｕ） ≤ ε ｕ ３ ＋ Ｃε ｕ ２∗－１ 。 对上式

·５７３·
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两边进行积分可得 Ｆ（ｘ，ｕ） ≤ ε ｕ ４ ＋ Ｃε ｕ ２∗ 。 又因为 ｆ（ｘ，ｕ）ｕ ≤ ε ｕ ４ ＋ Ｃε ｕ ２∗ ， Ｆ（ｘ，ｕ） ＋

ｆ（ｘ，ｕ）ｕ ≤ ε ｕ ４ ＋ Ｃε ｕ ２∗ 。
引理 ３　 存在 ε１ ＞ ０， 当 ０ ＜ ｈ ２ ≤ ε１ 时， 若 ｕ ∈ Ｘ ＼ ｛０｝ ， 且

（ａ ＋ ｂ ｕ ２ ） ｕ ２ ＝ ∫
Ω
ｆ（ｘ，ｕ）ｕ ｄｘ ＋ ∫

Ω
ｈ（ｘ）ｕｄｘ， （４）

则有 ｕ ＞ ｄ１ 或 ｕ ＜ ｄ３ ； 若 ｕ ＞ ｄ１ 成立， 则还有 ｕ ｐ ≥ ｄ２ 。

证明　 由引理 ２ 以及式 （４） 知， （ａ ＋ ｂ ｕ ２ ） ｕ ２ ≤ ∫
Ω
（ε ｕ ４ ＋ Ｃε ｕ ２∗ ）ｄｘ ＋ ∫

Ω
ｈ（ｘ）ｕｄｘ ≤

εｃ４
４ ｕ ４ ＋ Ｃεｃ２∗

２∗ ｕ ２ ＋ ｃ ｈ ２ ｕ 。 若 ｕ≠０， 则 ａ ｕ ＋ （ｂ － εｃ４
４ ） ｕ ３ － Ｃεｃ２∗

２∗ ｕ ２∗－１ － ｃ ｈ ２ ≤ ０ ， 即

ａ ｕ － Ｃεｃ２∗
２∗ ｕ ２∗－１ － ｃ ｈ ２ ≤ ０。

考虑泛函 γ：［０， ＋∞ ） → Ｒ ， 令 γ（ｔ） ＝ ａｔ － Ｃεｃ２∗
２∗ｔ２∗－１ － ｃ ｈ ２。由于 γ′（ｔ） ＝ ａ － （２∗ － １）Ｃεｃ２∗

２∗ ｔ２∗－２ ，

则泛函 γ（ｔ） 在 ｔ ＝ ｄ１ ≜ ［（ａ ／ （（２∗ － １）Ｃεｃ２∗
２∗）］１ ／ （２∗－２） 有唯一的极大值点， 其极大值为 γ（ｄ１ ） ＝ ａ（２∗ －

２）［ａ ／ （（２∗ － １）Ｃεｃ２∗
２∗ ）］ １ ／ （２∗－２） ／ （２∗ － １） － ｃ ｈ ２ ≜ α － ｃ ｈ ２ ， 其中 α ＞ ０。

如果取 ｈ ２ ≤ α ／ （２ｃ） ， 则 γ（ｄ１ ） ≥ α ／ ２ ＞ ０ ， 所以泛函 γ 有两个零点 ｔ１ 、 ｔ２ ， 使得 ｔ１ ＜ ｄ１ ＜ ｔ２ ，
且在 （ ｔ１ ，ｔ２ ） 上， γ（ ｔ） ＞ ０ ； 然而在 ［０，ｔ１ ） ∪ （ ｔ２ ， ＋∞ ） 上， γ（ ｔ） ＜ ０ 。

由 γ（ ｔ１ ） ＝ ０ 知， ｃ ｈ ２ ＝ ａｔ１ － Ｃεｃ２∗
２∗ ｔ２∗－２

１ ＝ ｔ１ （ａ － Ｃεｃ２∗
２∗ ｔ２∗－１

１ ） 。 由于 ｔ１ ＜ ｄ１ ， 则 ｃ ｈ ２ ≥ ｔ１ （ａ －

Ｃεｃ２∗
２∗ｄ２∗－１

１ ） ＝ ｔ１ａ（２∗ － ２） ／ （２∗ － １） ， ｔ１ ≤ ｃ ｈ ２（２∗ － １） ／ （ａ（２∗ － ２）） ， 如果取 ｈ ２ ＜ ｄ３ａ（２∗ － ２） ／
（ｃ（２∗ － １）） ， 那么有 ｕ ＜ ｄ３ 。

综上所述， 当 ｈ ２ ＜ ｍｉｎ｛ｄ３ａ（２∗ － ２） ／ （ｃ（２∗ － １）），α ／ （２ｃ）｝ 时， 有 ｕ ＞ ｄ１ 或 ｕ ＜ ｄ３ 。
引理 ４　 存在 ε２ ∈ （０，ε１ ） ， 对 ∀０ ＜ ｈ ２ ≤ ε２ ， 对每个 ｕ ∈ Ｘ ＼ ｛０｝ ， 存在唯一的 ｔ∗ ∈ （０，

＋∞ ） ， 使得 ｔ∗ｕ ∈ Ｎｈ 。

证明　 对固定的 ｕ ∈ Ｘ ＼ ｛０｝ ， Ｉ′（ｔｕ）ｔｕ ＝ （ａ ＋ ｂｔ２ ｕ ２）∫
Ω
∇ｔｕ∇ｔｕｄｘ － ∫

Ω
ｆ（ｘ，ｔｕ）ｔｕｄｘ － ∫

Ω
ｈ（ｘ）ｔｕｄｘ ＝

ｔ２ （ａ ＋ ｂｔ２ ｕ ２ ） ｕ ２ － ∫
Ω
ｆ（ｘ，ｔｕ） ｔｕｄｘ － ∫

Ω
ｈ（ｘ） ｔｕｄｘ， γ１ （ ｔ） ≜ ｔ（ａ ＋ ｂｔ２ ｕ ２ ） ｕ ２ － ∫

Ω
ｆ（ｘ，ｔｕ） ｔｕｄｘ ／ ｔ －

∫
Ω
ｈ（ｘ）ｕｄｘ ≥ ｔ（ａ ＋ ｂｔ２ ｕ ２ ） ｕ ２ － ∫

Ω
（ε ｔｕ ３ ｔｕ ＋ Ｃε ｔｕ ２∗－１ ｔｕ）ｄｘ ／ ｔ － ∫

Ω
ｈｕｄｘ ＝ ｔ（ａ ＋ ｂｔ２ ｕ ２ ） ｕ ２ －

εｔ３∫
Ω

ｕ ４ ｄｘ － Ｃε ｔ２∗－１∫
Ω

ｕ ２∗ ｄｘ － ∫
Ω
ｈ（ｘ）ｕｄｘ ≥ ｔ（ａ ＋ ｂｔ２ ｕ ２ ） ｕ ２ － Ｃ４

４εｔ３ ｕ ４
４ －

Ｃε ｔ２∗－１ ｕ ２∗
２∗∫

Ω
ｈ（ｘ）ｕｄｘ ≥ ａ ｕ ２ ｔ － Ｃε ｔ２∗－１ ｕ ２∗

２∗ － ∫
Ω
ｈ（ｘ）ｕｄｘ ≜ γ２ （ ｔ） 。 令 γ′２ （ ｔ） ＝ ０ ， 解得 ｔ１ ＝

［ａ ｕ ２ ／ （（２∗ － １）Ｃε ｕ ２∗
２∗ ）］ １ ／ （２∗－２） ， 易知 γ２ （ ｔ） 在 （０，ｔ１ ） 上单调递增， 在 （ ｔ１ ＋∞ ） 上单调递减， 即

γ２（ｔ） 在 ｔ１ 处取得极大值， 其极大值为： γ２（ｔ１） ＝ β（ａ（２∗－１） ／ （２∗－２） ｕ ２（２∗－１） ／ （２∗－２） ） ／ （Ｃ１ ／ （２∗－２）
ε ｕ ２∗ ／ （２∗－２）

２∗ ） －

∫
Ω
ｈｕｄｘ， 其中 β ＝ （２∗ － ２） ／ ［（２∗ － １）（２∗ － １） １ ／ （２∗－２） ］ ＞ ０。

当 ０ ＜ ｈ ２ ＜ βａ（２∗－１） ／ （２∗－２） ／ （２ｃ２Ｃ１ ／ （２∗－２）
ε ｃ２∗ ／ （２∗－２） ） 时， γ２ （ ｔ１ ） ≥ βａ（２∗－１） ／ （２∗－１） ｕ ２（２∗－１） ／ （２∗－２） ／

（Ｃ１ ／ （２∗－２）
ε ｕ ２∗ ／ （２∗－２）

２∗ ） － ｃ２ ｈ ２ ｕ ≥ βａ（２∗－１） ／ （２∗－２） ｕ ／ （Ｃ１ ／ （２∗－２）
ε ｃ２∗ ／ （２∗－２）

２∗ ） － ｃ２β ｕ ａ（２∗－１） ／ （２∗－２） ／

（２ｃ２Ｃ１ ／ （２∗－２）
ε ｃ２∗ ／ （２∗－２）

２∗ ） ＝ βａ（２∗－１） ／ （２∗－２） ｕ ／ （２Ｃ１ ／ （２∗－２）
ε ｃ２∗ ／ （２∗－２）

２∗ ） ＞ ０ ， 即 γ２ （ ｔ１ ） ＞ ０。 又因为 γ２ （ ｔ）
在 ｔ１ 处取得最大值， 且 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
γ２ （ ｔ） ＝ －∞ ， 所以函数 γ２ （ ｔ） 存在唯一一个零点 ｔ２ ∈ （ ｔ１ ， ＋∞ ） 。

另一方面， 固定 ｔ０ ， 定义集合 Ω１ ＝ ｛ｘ ∈ Ω ｔ０ Ｕ（ｘ） ≥ １｝ ， 由 Ω１ 的定义知 Ω１ ＞ ０ 。 由 Ｆ５ ）

知， 对 Ｋ∗ ＝ ｂ ｕ ４ ／ （４∫
Ω１

ｕ ４ ｄｘ） ＋ １ ， 存在 Ｕ０ ＞ ０ ， 当 ｕ ≥ Ｕ０ 时， 有 Ｆ（ｘ，ｕ） ≥ Ｋ∗ ｕ ４ 。 于是

·６７３·
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当 ｘ ∈ Ｘ ， 且 ｔ ≥ ｔ０Ｕ０ 时， 有 ｔ Ｕ（ｘ） ＝ ｔｔ０ Ｕ（ｘ） ／ ｔ０ ≥ ｔ ／ ｔ０ ≥ Ｕ０ 。 由 Ｆ４ ） 和 Ｆ５ ） 知， γ１ （ ｔ） ≤ ｔ（ａ ＋

ｂｔ２ ｕ ２ ） ｕ ２ － ∫
Ω１

ｆ（ｘ，ｔｕ） ｔｕｄｘ ／ ｔ － ∫
Ω
ｈ（ｘ）ｕｄｘ ≤ ｔ（ａ ＋ ｂｔ２ ｕ ２ ） ｕ ２ － ∫

Ω１

［４Ｆ（ｘ，ｔｕ） ／ ｔ － Ｃ（ ｔｕ） ２ ］ｄｘ －

∫
Ω
ｈ（ｘ）ｕｄｘ ≤ ｔ（ａ ＋ ｂｔ２ ｕ ２） ｕ ２ － ∫

Ω１

［４Ｋ∗ ｔｕ ４ － Ｃ（ｔｕ）２］ｄｘ ／ ｔ － ∫
Ω
ｈ（ｘ）ｕｄｘ ＝ ｔ（ａ ｕ ２ ＋ Ｃ∫

Ω１
ｕ ２ｄｘ） ＋

ｔ３ （ｂ ｕ ４ － ∫
Ω１

４Ｋ∗ ｔｕ ４ ｄｘ） － ∫
Ω
ｈ（ｘ）ｕｄｘ ≤ ｔ（ａ ｕ ２ ＋ Ｃ∫

Ω１
ｕ ２ ｄｘ） － ｔ３ － ∫

Ω
ｈ（ｘ）ｕｄｘ →－∞ （ ｔ →＋∞ ）。

其中 ｂ ｕ ４ － ∫
Ω１

４Ｋ∗ ｔｕ ４ ｄｘ ≤－ １ 。 显然， 当 ｔ ＞ ０ 很小时， γ１ （ ｔ） ＞ ０ ， 所以存在 ｔ∗ ＞ ０ ， 满足

γ１ （ ｔ∗） ＝ ０ ， 且 ｔ∗ 为 γ１ （ ｔ） 的 唯 一 零 点。 于 是 ｔ∗ ≥ ｔ２ ＞ ｔ１ ， 从 而 有 ｔ∗ ｕ ＞ ｔ１ ｕ ＝

ｕ ［ａ ｕ ２ ／ （（２∗ － １）Ｃε ｕ ２∗
２∗ ）］ １ ／ （２∗－２） ≥ ｕ ［ａ ｕ ２ ／ （（２∗ － １）ＣεＣ２∗

２∗ ｕ ２∗ ）］ １ ／ （２∗－２） ＝ ［ａ ／ （（２∗ －

１）ＣεＣ２∗
２∗ ）］ １ ／ （２∗－２） ＝ ｄ１ ， 所以 ｔ∗ｕ ∈ Ｎｈ。

引理 ５　 设 ０ ＜ ｈ ２ ＜ ε３ ，ｕｋ ∈ Ｎｈ（ｋ ≥ １），Ｉ（ｕｋ） → ｃ ≜ ｍｉｎ
ｕ∈Ｎｈ

Ｉ（ｕ）（ｋ → ∞ ） ， 则 ｛ｕｋ｝ 有界。

证明　 假设 ｛ｕｋ｝ 无界， 则可设 ｕｋ → ∞ ， 记 ｖｋ ＝ ｕｋ ／ ｕｋ ， 则 ｖｋ ＝ １ 。 不妨设 ｖｋ 在 Ｘ 中弱

收敛于 ｖ，ｖｋ（ｘ） 在 Ω 中几乎处处收敛于 ｖ（ｘ） 。 首先证明 ｖ≠０， 假若 ｖ ＝ ０， 则任意固定的 ｓ ＞ ０， 有

Ｉ（ｕｋ） ≥ Ｉ（ ｓｕｋ ／ ｕｋ ） ＝ Ｉ（ ｓｖｋ） ＝ ａ∫
Ω

∇ｓｖｋ
２ ｄｘ ／ ２ ＋ ｂ（∫

Ω
∇ｓｖｋ

２ ｄｘ） ２ ／ ４ － ∫
Ω
Ｆ（ｘ，ｓｖｋ）ｄｘ － ｓ∫

Ω
ｈｖｋｄｘ ＝

ａｓ２ ｖｋ
２ ／ ２ － ｂｓ２ ｖｋ

２ ／ ４ － ∫
Ω
Ｆ（ｘ，ｓｖｋ）ｄｘ － ｓ∫

Ω
ｈｖｋｄｘ ＝ ａｓ２ ／ ２ － ｂｓ２ ／ ４ － ∫

Ω
Ｆ（ｘ，ｓｖｋ）ｄｘ － ｓ∫

Ω
ｈｖｋｄｘ → ａｓ２ ／ ２ －

ｂｓ２ ／ ４（ｋ → ∞ ）。 由题设条件知 Ｉ（ｕｋ） ≤ ｃ ， 代入上式可知， ｃ ≥ Ｉ（ｕｋ） ≥ （ａ ／ ２ － ｂ ／ ４） ｓ２ 。 若取 ｓ ＞
（ｃ ／ （ａ ／ ２ － ｂ ／ ４）） １ ／ ２ ， 矛盾， 所以 ｖ≠０。

由

Ｉ（ｕｋ） ／ ｕｋ
４ ＝ ａ ／ （２ ｕｋ

２ ） ＋ ｂ ／ ４ － ∫
Ω
Ｆ（ｘ，ｕｋ）ｄｘ ／ ｕｋ

４ － ∫
Ω
ｈｕｋｄｘ ／ ｕｋ

４ ， （５）

在式 （５） 中令 ｋ → ∞ ， 由 Ｆａｔｏｕ 引理及 Ｆ（ｘ，ｙ） 的弱连续性知， 左边结果为 ０， 右边结果为 ｂ ／ ４， 这

是一个矛盾， 所以 ｛ｕｋ｝ 有界。
引理 ６　 存在 ０ ＜ ε４ ≤ ε３ ， 对 ∀０ ＜ ｈ ２ ≤ ε４ ， 存在 ｕ∗ ∈ Ｎｈ ， 使得 Ｉ（ｕ∗） ＝ ｍｈ。
证明　 令 ０ ＜ ｈ ２ ≤ ε３ ， 且 ｛ｕｋ｝ 是引理 ５ 中的序列， 即存在 ｕ∗ ∈ Ｘ ， 满足 ｕｋ 在 Ｘ 中弱收敛于

ｕ∗， ｕｋ（ｘ） 在 Ω 中几乎处处收敛于 ｕ∗（ｘ） 。 利用文献 ［１１］ 中的技巧和 Ｅｋｅｌａｎｄ 变分原理， 不妨假设

Ｉ′（ｕｋ） → ０ ， 于是可知 Ｉ′（ｕ∗） ＝ ０ ， 从而 Ｉ′（ｕ∗）ｕ∗ ＝ ０ ， 即 （ａ ＋ ｂ ｕ∗ ２ ） ｕ∗ ２ ＝ ∫
Ω
ｆ（ｘ，ｕ∗）ｕ∗ｄｘ ＋

∫
Ω
ｈ（ｘ）ｕ∗ｄｘ ， 由引理 ３ 得 ｕ∗ ＞ ｄ１ 或 ｕ∗ ＜ ｄ３ 。 若 ｕ∗ ＞ ｄ１ ， 则 ｕ∗ ∈ Ｎｈ ， 且 Ｉ（ｕ∗） ≤

ｌｉｍ ｉｎｆ
ｋ→∞

Ｉ（ｕｋ） ＝ ｍｈ。 若 ｕ∗ ＜ ｄ３ ， 则 ｕ∗
ｐ ≤ ｃｐ ｕ∗ ≤ ｃｐｄ３ ＜ ｃｐｄ２ ／ ｃｐ ＝ ｄ２ 。

另一方面， 由 ｕｋ ∈ Ｎｈ，可得 ｕ∗ ＞ ｄ１ 。 由引理 ３ 知 ｕｋ ｐ ≥ ｄ２ ，令 ｋ → ∞ 有 ｕ∗
ｐ ＜ ｄ２ ， 矛盾。

故可得 ｕ∗∈ Ｎｈ，Ｉ（ｕ∗） ＝ ｍｈ ， 且 Ｉ′（ｕ∗） ＝ ０ 。

２　 定理 １ 及其证明

本文研究 ｈ（ｘ） ≠ ０ ， 但 ∫
Ω

ｈ（ｘ） ２ ｄｘ 很小的情形， 此时不妨设 λ ＝ ０ ， 主要结果如下：

定理 １　 假设条件 （Ｆ１ ） ～ （Ｆ５ ） 成立， 则 ∃ε∗ ＞ ０ ， 当 ０ ＜ ∫
Ω

ｈ（ｘ） ２ ｄｘ ＜ ε∗ 时， 边值问题

（１） 存在两个不同的非平凡解。
证明　 定理 １ 分两步来证明。

·７７３·



集美大学学报 （自然科学版） 第 ２６ 卷

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

第一步： 先证对 ∀０ ＜ σ ＜ ｄ１ ， 存在 δ∗ ＞ ０ ， 若 ０ ＜ ｈ ２ ＜ δ∗ ， 则边值问题 （１） 存在一个非平

凡解 ｕｈ 且满足 ｕｈ ＜ σ 。 令 φ（ｕ） ＝ ａ ｕ ２ ／ ２ ＋ ｂ ｕ ４ ／ ４ － ∫
Ω
Ｆ（ｘ，ｕ） ｄｘ，ｕ ∈ Ｘ ， 则 φ（ｕ） ≥ ａ ｕ ２ ／ ２ －

ｂ ｕ ４ ／ ４ － ε∫
Ω
（ ｕ ４ ｄｘ － Ｃε ｕ ２∗） ｄｘ ≥ ａ ｕ ２ ／ ２ ＋ （ｂ ／ ４ － ｃ４

４） ｕ ４ － Ｃεｃ２∗
２∗ ｕ ２∗ 。 定义函数ϕ（ｔ） ≜ ａｔ２ ／ ２ ＋

（ｂ ／ ４ － ｃ４
４ ） ｔ４ － Ｃεｃ２∗

２∗ ｔ２∗ ， 则存在 ０ ＜ σ１ ＜ σ ， 满足对 ∀ｔ ∈ （０，σ１ ） ， 有 ϕ（ ｔ） ＞ ０。 对任意固定的

τ ∈（０，σ１ ） ， 当 ｕ ＝ τ 时， 有 φ（ｕ） ≥ ϕ（τ ） ＞ ０ ， 所以 Ｉ（ｕ） ＝ φ（ｕ） － ∫
Ω
ｈｕ ｄｘ ≥ ϕ（τ ） － ｈ ２ｃ２τ。

取 δ∗ ＝ ϕ（τ ） ／ （２ｃ２τ） ， 当 ０ ＜ ｈ ２ ＜ δ∗ 时， 对 ｕ ＝ τ ， 有 Ｉ（ｕ） ≥ ϕ（τ ） ／ ２ ＞ ０ 。
第二步： Ｉ（ｕ） 在 Ｂτ 存在局部极小值， 正好是边值问题 （１） 的解。
令 Ｂτ ≜ ｛ｕ ∈ Ｘ ｕ ≤ τ｝ 和 ητ ≜ ｉｎｆ

ｕ∈Ｂτ
Ｉ（ｕ） ， 显然 ητ ≤ Ｉ（ｕ） ＝ ０ 。 设 ｛ｕ∗

ｋ ｝ ⊂ Ｂτ 是 Ｉ 的极小化

序列， 于是存在 ｕｈ ∈ Ｂτ ， 满足 ｕ∗
ｋ 弱收敛于 ｕｈ， 从而 Ｉ（ｕｈ） ＝ ａ ｕｈ ２ ／ ２ ＋ ｂ ｕｈ ４ ／ ４ － ∫

Ｂτ

Ｆ（ｘ，ｕｈ） ｄｘ －

∫
Ｂτ

ｈｕｈ ｄｘ ≤ ｌｉｍ ｉｎｆ
ｋ→∞

（ａ ｕ∗
ｋ

２ ／ ２ ＋ ｂ ｕ∗
ｋ

４ ／ ４ － ∫
Ｂτ

Ｆ（ｘ，ｕ∗
ｋ ） ｄｘ － ∫

Ｂτ

ｈｕ∗
ｋ ｄｘ） ≤ ｌｉｍ ｉｎｆ

ｋ→∞
Ｉ（ｕ∗

ｋ ） ＝ ηＴ 。 于是

Ｉ（ｕｈ） ＝ ητ 。 因为 Ｉ（ｕｈ） ＝ ητ ≤０ ， 所以 ｕｈ 在 Ｂτ 内部， 即 ｕｈ 是 Ｉ 的局部极小值点， 从而也为边值问

题 （１） 的解， 且 ０ ＜ ｈ ＜ σ ＜ ｄ１ 。
综上所述， 当 ０ ＜ ｈ ２ ＜ ε∗ ＝ ｍｉｎ｛ε４ ，δ∗｝ 时， 边值问题 （１） 存在两个不同的非平凡解： 一个

解为 ｕ∗， 满足 ｕ∗ ＞ ｄ１ ； 一个解为 ｕｈ， 满足 ０ ＜ ｈ ２ ＜ ｄ１ 。
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［１０］ ＡＭＢＲＯＳＥＴＴＩ Ａ， ＭＡＬＣＨＩＯＤＩ Ａ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ａｎａｌｙｉｓ ａｎｄ ｓｅｍｉｌｉｎｅａｒ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｐｒｏｂｌｅｍ ［Ｍ］． Ｌｏｎｄｏｎ： Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ， ２００７．
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