
　 第 ２６ 卷　 第 ４ 期 集美大学学报 （自然科学版） Ｖｏｌ． ２６　 Ｎｏ． ４
　 　 ２０２１ 年 ７ 月 Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｊｉｍｅｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ） Ｊｕｌ． ２０２１

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

　 　 ［收稿日期］ ２０２０ － ０１ － １７
［基金项目］ 国家自然科学基金项目 （１１２０１１７８， １１９０１２３７）； 福建省自然科学基金项目 （２０１９Ｊ０１３２９）； 福建省

教育厅项目 （ＪＴ１８０２６２， ＺＣ２０１８００８）
［作者简介］ 闫羽媛 （１９９４—）， 女， 硕士生， 从事计算数学方向研究。 通信作者： 梁宗旗 （１９６４—）， 男， 教

授， 硕导， 从事计算数学方向研究。 Ｅ⁃ｍａｉｌ：ｚｑｌｉａｎｇ＠ ｊｍｕ． ｅｄｕ． ｃｎ

［文章编号］ １００７ － ７４０５（２０２１）０４ － ０３６５ － ０９ ＤＯＩ：１０． １９７１５ ／ ｊ． ｊｍｕｚｒ． ２０２１． ０４． １０

α 阶右侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的高阶插值逼近
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［摘要］ 对 α 阶（１ ＜ α ＜ ２） 右侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数引入新变量以降低函数阶数， 采用 Ｌ２ － １ 插值方

法， 得到了高阶插值格式。 为了进一步改善 Ｌ２ － １ 方法在区间 ［ ｔＮ－１ ，ｂ］ 上由 Ｌ１ 插值带来的非一致 Ｏ（Δｔ４ －α）
阶精度， 增加约束条件， 使整体区间均利用 Ｌ２ 插值得到一致的 Ｏ（Δｔ４ －α） 精度的高阶插值格式， 并分别证

明了二者的截断误差。
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０　 引言
分数阶微积分理论及其数值逼近是数学的一个重要分支， 它是传统的整数阶微积分理论的推广。

近年来， 分数阶微分方程及其应用得到了广泛的关注， 其主要归因于分数阶微积分理论自身的迅速发

展及其在数学、 物理、 信号和图像处理等各学科中的广泛应用。 分数阶微分方程是广义非整数阶的微

分方程， 它能获取在时间和空间上具有幂律内存内核的非局部关系， 为描述不同物质的记忆和继承性

质提供了强有力的工具。 研究这类方程具有明确的物理背景， 同时也开启了分数阶微分和积分方程理

论方面的研究。 分数阶微分方程适用于描述现实世界中具有记忆以及遗传性质的物理行为或材料问

题， 因而更广泛地应用于反常扩散、 粘性力学、 流体力学、 信号处理等领域。 在实际求解中， 分数阶
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微分方程的解析解很难显式给出， 即使是线性分数阶方程的解析解， 也大多含有一些特殊函数， 而这

些函数的计算本身相当困难。 所以， 如何构造高效的数值方法来模拟分数阶微分方程是当今最热门的

研究课题。 关于分数阶导数， 现在有几种不同的定义， 如空间分数阶 Ｌａｐｌａｃｅ 算子［１ － ２］ 、 Ｒｉｅｓｚ 空间分

数阶导数［３］等。 大多数文献中涉及的 Ｒｉｅｓｚ 分数阶导数均为 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 框架下的分数阶导数。
但 Ｐａｎｄｅｙ 等［４］指出， Ｃａｐｕｔｏ 定义能够避免一些分数阶导数存在的质量守恒误差、 超奇异反常积分、
常数的导数非零、 初始条件中的分数阶导数无直观的物理意义等问题。 分数阶导数定义为在 Ｃａｐｕｔｏ
意义下的 Ｒｉｅｓｚ 分数阶导数， 也称为 Ｒｉｅｓｚ⁃Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数［５］ 。

Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数分为左侧导数和右侧导数。 左侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的离散主要是 Ｌ１ 和 Ｌ２ 离

散： Ｍｕｒｉｏ［６］对 α 阶 （０ ＜ α ＜ １） Ｃａｐｕｔｏ 型时间分数阶低扩散方程作 Ｌ１ 离散建立差分方程， 其截断误

差为 Ｏ（Δｔ） ； Ｌｉｎ 等［７］也类似地利用 Ｌ１ 离散， 并将精度提高到 Ｏ（Δｔ２ －α） ； Ｓｕｎ 等［８］ 构造了 Ｌ１ － ２ 格

式进行离散， 并证明其收敛阶 Ｏ（Δｔ３ －α） ； Ｄｕ 等［９］ 改进 Ｌ１ － ２ 格式为一致的 Ｌ２ 格式， 对 α 阶 （１ ＜
α ＜ ２） 左侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数进行离散， 得到了一致的 Ｏ（Δｔ４ －α） 精度。 杜瑞莲等［１０］ 对 α 阶 （０ ＜
α ＜ １） 右侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数作 Ｌ２ － １ 插值逼近， 并证明其收敛阶为 Ｏ（Δｔ３ －α）。 为了得到 Ｒｉｅｓｚ⁃Ｃａ⁃
ｐｕｔｏ 分数阶导数的高阶格式， 需要研究 α 阶（１ ＜ α ＜ ２） 右侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的数值逼近格式。 本

文主要构造了 α 阶（１ ＜ α ＜ ２） 右侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的一种高阶数值逼近格式， 通过引入新变量，
先用 Ｌ２ － １ 格式构造数值离散， 进一步改善得到一致的 Ｌ２ 逼近格式， 并给出其严格的误差估计， 证

明了收敛阶为 Ｏ（Δｔ４ －α）。

１　 右侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的 Ｌ２ － １ 格式
定义 １［１１］ （右侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数） 　 设 α 是一个正实数， 且 ｎ － １ ≤ α ＜ ｎ， ｎ 为正整数。 ｆ（ ｔ）

是定义在区间 ［ａ，ｂ］ 上的可积函数， 则称 Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ ｔ） ＝ （ － １） ｎ（１ ／ Γ（ｎ － α））∫ ｂ

ｔ
ｆ（ｎ） （τ）（τ － ｔ） ｎ－α－１ ｄτ 为函

数 ｆ（ ｔ） 的 α 阶右侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数。
根据右侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的定义知， 当 α ＝ ｎ － １ 时， 该导数退化为一般形式的整数阶导数。

为方便起见， 本文只讨论 １ ＜ α ＜ ２ 的情况。

根据定义 １， 右侧 α 阶（１ ＜ α ＜ ２） Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数为 Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ ｔ） ＝ （１ ／ Γ（２ － α））∫ ｂ

ｔ
ｆ ″（τ）（τ －

ｔ） １ －αｄτ。 作变量替换 ｇ（τ） ＝ ｆ ′（τ） ， 则有 Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ ｔ） ＝ （１ ／ Γ（２ － α））∫ ｂ

ｔ
ｇ′（τ）（τ － ｔ） １ －αｄτ。

假设 ｇ（ ｔ） ∈ Ｃ３ ［ ｔ，ｂ］ ， 记 ｔ ＝ ｔｋ ＜ ｔｋ＋１ ＜ … ＜ ｔＮ ＝ ｂ ， ｔｋ ＝ ｋΔｔ（ｋ ＝ ０，１，２，…，Ｎ） ， Δｔ 为步长。
在节点 ｔｋ 处， 右侧 Ｃａｐｕｔｏ 导数可以写为

Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ｔｋ） ＝ （１ ／ Γ（２ － α））∫ ｂ

ｔｋ
ｇ′（τ）（τ － ｔｋ）１－αｄτ ＝ （１ ／ Γ（２ － α）） ∑

Ｎ

ｊ ＝ ｋ＋１
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１

ｇ′（τ）（τ － ｔｋ）１－αｄτ。 （１）

　 　 为计算方便， 记： δｔｇ ｊ ＋１ ／ ２ ＝ （ｇ（ ｔ ｊ ＋１ ） － ｇ（ ｔ ｊ）） ／ Δｔ ； δ２
ｔ ｇ ｊ ＝ （δｔｇ ｊ ＋１ ／ ２ － δｔｇ ｊ －１ ／ ２ ） ／ Δｔ ； ｔ ｊ ＋１ ／ ２ ＝ （ ｔ ｊ ＋１ ＋

ｔ ｊ） ／ ２。
将式 （１） 中区间 ［ｔ ｊ －１ ，ｔ ｊ］（ ｊ ∈ ［ｋ ＋ １，Ｎ － １］） 上用 Ｌ２ 插值 Ｐ２，ｊｇ（ｔ） 来近似代替 ｇ（ｔ） ， 区间 ［ｔＮ－１ ，

ｔＮ］ 上用 Ｌ１ 插值 Ｐ１，Ｎｇ（ｔ） 来近似代替 ｇ（ｔ） ， Ｐ２，ｊｇ（ｔ） ＝ ｇ（ｔ ｊ －１ ）（ｔ ｊ － ｔ）（ｔ ｊ ＋１ － ｔ） ／ （２Δｔ２ ） ＋ ｇ（ｔ ｊ）（ｔ －
ｔ ｊ －１ ）（ ｔ ｊ ＋１ － ｔ） ／ Δｔ２ ＋ ｇ（ ｔ ｊ ＋１ ）（ ｔ － ｔ ｊ）（ ｔ ｊ －１ － ｔ） ／ （２Δｔ２ ）， Ｐ１，Ｎｇ（ ｔ） ＝ ｇ（ ｔＮ－１ ）（ ｔＮ － ｔ） ／ Δｔ ＋ ｇ（ ｔＮ）（ ｔ －
ｔＮ－１ ） ／ Δｔ， 对应的截断误差分别为： ｇ（ ｔ） － Ｐ２，ｊｇ（ ｔ） ＝ ｇ‴（ζｉ）（ ｔ － ｔ ｊ －１ ）（ ｔ － ｔ ｊ）（ ｔ － ｔ ｊ ＋１ ） ／ ６， ｔ ∈ ［ ｔ ｊ －１ ，ｔ ｊ］，
ζｉ ∈ （ ｔ ｊ －１ ，ｔ ｊ ＋１ ） ， ｇ（ ｔ） － Ｐ１，Ｎｇ（ ｔ） ＝ ｇ″（ξ）（ ｔ － ｔＮ－１ ）（ ｔ － ｔＮ） ／ ２， ｔ ∈ ［ ｔＮ－１ ，ｔＮ］， ζ ∈ （ ｔＮ－１ ，ｔＮ）。

式 （１） 中右侧 α 阶（１ ＜ α ＜ ２） Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数可以写为：

Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ｔｋ） ＝ （１ ／ Γ（２ － α）） ∑
Ｎ

ｊ ＝ ｋ＋１
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１

ｇ′（τ）（τ － ｔｋ）１－αｄτ ＝ （１ ／ Γ（２ － α））（∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１

ｇ′（τ）（τ － ｔｋ）１－αｄτ ＋

·６６３·
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∫ ｔＮ

ｔＮ－１

ｇ′（τ）（τ － ｔｋ） １ －αｄτ） ＝ （１ ／ Γ（２ － α））（ ∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１

（Ｐ２，ｊｇ（τ）） ′（τ － ｔｋ） １ －αｄτ ＋

∫ ｔＮ

ｔＮ－１

（Ｐ１，Ｎｇ（τ）） ′（τ － ｔｋ） １ －αｄτ） ＋ Ｒｋ ＝ （１ ／ Γ（２ － α））（ ∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
（δ２

ｔ ｇ ｊ）∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１

（τ － ｔ ｊ ＋１ ／ ２ ）（τ － ｔｋ） １ －αｄτ ＋

∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
（δｔｇ ｊ ＋１ ／ ２ ）∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１

（τ － ｔｋ） １ －αｄτ ＋ δｔｇＮ－１ ／ ２∫ ｔＮ

ｔＮ－１

（τ － ｔｋ） １ －αｄτ） ＋ Ｒｋ， （２）

其中： （Ｐ１，Ｎｇ（ ｔ）） ′ ＝ （ｇ（ ｔＮ） － ｇ（ ｔＮ－１ ）） ／ Δｔ ＝ δｔｇＮ－１ ／ ２ ； （Ｐ２，ｊｇ（ ｔ）） ′ ＝ ｇ（ ｔ ｊ －１ ）（２ｔ － ｔ ｊ － ｔ ｊ ＋１ ） ／ （２Δｔ２ ） ＋
ｇ（ ｔ ｊ）（ ｔ ｊ ＋１ ＋ ｔ ｊ －１ － ２ｔ） ／ Δｔ２ ＋ ｇ（ ｔ ｊ ＋１ ）（２ｔ － ｔ ｊ － ｔ ｊ －１ ） ／ （２Δｔ２ ） ＝ δ２

ｔ ｇ ｊ（ ｔ － ｔ ｊ ＋１ ／ ２ ） ＋ δｔｇ ｊ ＋１ ／ ２ ；

Ｒｋ ＝ （１ ／ Γ（２ － α））（ ∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１

（ｇ′（τ） － （Ｐ２，ｊｇ（τ）） ′）（τ － ｔｋ） １ －αｄτ ＋

∫ ｔＮ

ｔＮ－１

（ｇ′（τ） － （Ｐ１，Ｎｇ（τ）） ′）（τ － ｔｋ） １ －α）。 （３）

注意到，

∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１

（τ － ｔｋ） １ －αｄτ ＝ ｂ ｊ －ｋΔｔ２ －α ／ （２ － α）， （４）

∫ ｔＮ

ｔＮ－１

（τ － ｔｋ） １ －αｄτ ＝ ｂＮ－ｋΔｔ２ －α ／ （２ － α）， （５）

∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１

（τ － ｔ ｊ ＋１ ／ ２ ）（τ － ｔｋ） １ －αｄτ ＝ ｅｊ －ｋΔｔ３ －α ／ （２ － α）， （６）

其中： ｂｌ ＝ ｌ２ －α － （ ｌ － １） ２ －α，１ ≤ ｌ ≤ Ｎ － ｋ；ｅｌ ＝ （（ ｌ － １） ３ －α － ｌ３ －α） ／ （３ － α） ＋ （３（ ｌ － １） ２ －α － ｌ２ －α） ／ ２；
ｌ ≥ １。

将式 （４） ～ 式 （６） 代入式 （２） 中得，

Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ ｔｋ） ＝ （Δｔ２ －α ／ Γ（３ － α））（ ∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
（δｔｇ ｊ ＋１ ／ ２ － δｔｇ ｊ －１ ／ ２ ）ｅｊ －ｋ ＋ ∑

Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
（δｔｇ ｊ ＋１ ／ ２ｂ ｊ －ｋ） ＋ δｔｇＮ－１ ／ ２ｂＮ－ｋ） ＋ Ｒｋ ＝

（Δｔ２ －α ／ Γ（３ － α））（ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ｋ＋２
（δｔｇ ｊ －１ ／ ２ｅｊ －ｋ－１ ） － ∑

Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
（δｔｇ ｊ －１ ／ ２ｅｊ －ｋ） ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ ｋ＋２
（δｔｇ ｊ －１ ／ ２ｂ ｊ －ｋ－１ ） ＋ δｔｇＮ－１ ／ ２ｂＮ－ｋ） ＋ Ｒｋ ＝

（Δｔ２－α ／ Γ（３ － α））（∑
Ｎ

ｊ ＝ ｋ＋２
（δｔｇｊ －１ ／ ２ （ｅｊ －ｋ－１ ＋ ｂｊ －ｋ－１ ）） － ∑

Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
（δｔｇｊ －１ ／ ２ｅｊ －ｋ） ＋ δｔｇＮ－１ ／ ２ｂＮ－ｋ） ＋ Ｒｋ ＝ （Δｔ１－α ／ Γ（３ －

α））（∑
Ｎ

ｊ ＝ ｋ＋２
（ｇｊ － ｇｊ －１）（ｅｊ －ｋ－１ ＋ ｂｊ －ｋ－１） ＋ ∑

Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
（（ｇｊ － ｇｊ －１）（ － ｅｊ －ｋ）） ＋ （ｇＮ － ｇＮ－１）ｂＮ－ｋ） ＋ Ｒｋ ＝ （Δｔ１－α ／ Γ（３ －

α））（ｗｋｇ（ ｔＮ） － ∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
（ｗＮ＋ｋ－ｊ－１ － ｗＮ＋ｋ－ｊ）ｇ（ ｔ ｊ） － ｗＮ－１ｇ（ ｔｋ）） ＋ Ｒｋ，

其中 ｗ ｌ ＝
ｅＮ－ｌ－１ ＋ ｂＮ－ｌ－１ ＋ ｂＮ－ｌ， ｌ ＝ ｋ，
ｅＮ－ｌ－１ ＋ ｂＮ－ｌ－１ － ｅＮ－ｌ， ｋ ＋ １ ≤ ｌ ≤ Ｎ － ２，
－ ｅＮ－ｌ， ｌ ＝ Ｎ － １。

ì

î

í

ïï

ïï
因此， 得到：

（ Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ ｔｋ） ＋ Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ ｔｋ＋１ ）） ／ ２ ＝ （Δｔ１ －α ／ Γ（３ － α））（ｗｋｇ（ ｔＮ） － （ｗｋ － ｗｋ＋１ ）（ｇ（ ｔＮ－１ ） ＋ ｇ（ ｔＮ）） ／ ２ －

∑
Ｎ－２

ｊ ＝ ｋ＋１
（ｗＮ＋ｋ－ｊ－１ － ｗＮ＋ｋ－ｊ）（ｇ（ ｔ ｊ） ＋ ｇ（ ｔ ｊ ＋１ ）） ／ ２ － ｗＮ－１ （ｇ（ ｔｋ） ＋ ｇ（ ｔｋ＋１ ）） ／ ２） ＋ （Ｒｋ ＋ Ｒｋ＋１ ） ／ ２。 （７）

　 　 引理 １　 当 Ｎ ≥ ｋ ＋ ３ 时， 对于任意的 α（１ ＜ α ＜ ２） ， 式 （７） 中系数 ｗ ｌ 有下列性质： １） ｗＮ－１ ＞
ｗＮ－２ ； ２） ｗ ｌ ＞ ０，ｌ ≠ Ｎ － ２ ； ３） ｗＮ－１ ＞ ｗＮ－３ ； ４） ｗＮ－３ ≥ ｗＮ－４ ≥ … ≥ ｗｋ。

证明　 根据 ｗ ｌ 的定义及 ｅｊ、 ｂ ｊ 的性质， 易得 １） ～ ３）。 下面证明性质 ４）。
当 ｋ ＋ １≤ｌ≤Ｎ － ３ 时， ｗｌ ＝ ｅＮ－ｌ－１ ＋ ｂＮ－ｌ－１ － ｅＮ－ｌ ＝ ［（Ｎ － ｌ － ２）３－α － ２（Ｎ － ｌ － １）３－α ＋ （Ｎ － ｌ）３－α］ ／

（３ － α） ＋ ［（Ｎ － ｌ － ２）２－α － ２（Ｎ － ｌ － １）２－α ＋ （Ｎ － ｌ）２－α］ ／ ２。
令 ｗ（ｘ） ＝ ［（ｘ － １）３－α － ２ｘ３－α ＋ （ｘ ＋ １）３－α］ ／ （３ － α） ＋ ［（ｘ － １）２－α － ２ｘ２－α ＋（ｘ ＋ １）２－α］ ／ ２， 则有

·７６３·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

ｗ′（ｘ） ＝ ［（ｘ － １） ２ －α － ２ｘ２ －α ＋ （ｘ ＋ １） ２ －α］ ＋ （２ － α）［（ｘ － １） １ －α － ２ｘ１ －α ＋ （ｘ ＋ １） １ －α］ ／ ２。
令 ｈ（ｘ） ＝ ｘ２ －α ＋ （２ － α）ｘ１ －α ／ ２， 则 ｗ′（ｘ） ＝ ｈ（ｘ － １） － ２ｈ（ｘ） ＋ ｈ（ｘ ＋ １）。 由于 ｈ″（ｘ） ＝

（２ － α）（１ － α）ｘ －α ＋ （２ － α）（１ － α）ｘ －α－１ ／ ２ ＝ （２ － α）（１ － α）（ｘ －α － （α ／ ２）ｘ －α－１ ） ＜ ０， 故 ｈ（ｘ） 是

一个凸函数。 根据凸函数的性质得 ｈ（ｘ － １） － ２ｈ（ｘ） ＋ ｈ（ｘ ＋ １） ＞ ０。 特别地， 当 ｘ ＝ Ｎ － ｌ － １ 时，
ｗ′（Ｎ － ｌ － １） ＝ ｈ（Ｎ － ｌ － ２） － ２ｈ（Ｎ － ｌ － １） ＋ ｈ（Ｎ － ｌ） ＞ ０。 证毕。

为了研究式 （７） 中的系数， 引入引理 ２。
引理 ２　 假设 ｆ（ ｔ） ∈ Ｃ４ ［ ｔ，ｂ］ ， 记 ｆ ｊ ＝ ｆ（ ｔ ｊ） 。 当 Ｎ≥ｋ ＋ ３ 时， 则有：

（ ｆ ′
ｊ ＋ ｆ ′

ｊ ＋１ ） ／ ２ ＝ （１３δｔ ｆ ｊ ＋１ ／ ２ － ２δｔ ｆ ｊ ＋３ ／ ２ ＋ δｔ ｆ ｊ ＋５ ／ ２ ） ／ １２ ＋ Ｏ（Δｔ３ ）， ｊ ＝ ｋ， （８）
（ ｆ ′

ｊ ＋ ｆ ′
ｊ ＋１ ） ／ ２ ＝ （δｔ ｆ ｊ －１ ／ ２ ＋ １０δｔ ｆ ｊ ＋１ ／ ２ ＋ δｔ ｆ ｊ ＋３ ／ ２ ） ／ １２ ＋ Ｏ（Δｔ４ ）， ｋ ＋ １ ≤ ｊ ≤ Ｎ － ２， （９）

（ ｆ ′
ｊ ＋ ｆ ′

ｊ ＋１ ） ／ ２ ＝ （１３δｔ ｆ ｊ ＋１ ／ ２ － ２δｔ ｆ ｊ －１ ／ ２ ＋ δｔ ｆ ｊ －３ ／ ２ ） ／ １２ ＋ Ｏ（Δｔ３ ）， ｊ ＝ Ｎ － １。 （１０）
　 　 证明　 先讨论 ｋ ＋ １ ≤ ｊ ≤ Ｎ － ２ 的情况。 应用 Ｔａｙｌｏｒ 展开式，

ｆ ｊ ＝ ｆ ｊ ＋１ ／ ２ － Δｔｆ ′
ｊ ＋１ ／ ２ ／ ２ ＋ Δｔ２ ｆ ″

ｊ ＋１ ／ ２ ／ ８ － Δｔ３ ｆ ‴
ｊ ＋１ ／ ２ ／ ４８ ＋ Δｔ４ ｆ（４）

ｊ ＋１ ／ ２ ／ ３８４ ＋ Ｏ（Δｔ５ ）， （１１）
ｆ ｊ ＋１ ＝ ｆ ｊ ＋１ ／ ２ ＋ Δｔｆ ′

ｊ ＋１ ／ ２ ／ ２ ＋ Δｔ２ ｆ ″
ｊ ＋１ ／ ２ ／ ８ ＋ Δｔ３ ｆ ‴

ｊ ＋１ ／ ２ ／ ４８ ＋ Δｔ４ ｆ（４）
ｊ ＋１ ／ ２ ／ ３８４ ＋ Ｏ（Δｔ５ ）。 （１２）

将式 （１１） 与式 （１２） 两式相减得， ｆ ｊ ＋１ － ｆ ｊ ＝ Δｔｆ ′
ｊ ＋１ ／ ２ ＋ Δｔ３ ｆ ‴

ｊ ＋１ ／ ２ ／ ２４ ＋ Ｏ（Δｔ５ ） ， 即

ｆ ′
ｊ ＋１ ／ ２ ＝ （ ｆ ｊ ＋１ － ｆ ｊ） ／ Δｔ － Δｔ３ ｆ ‴

ｊ ＋１ ／ ２ ／ ２４ ＋ Ｏ（Δｔ４ ）。 （１３）
同理， ｆ ′ｊ ＝ ｆ ′

ｊ ＋１ ／ ２ － Δｔｆ ″
ｊ ＋１ ／ ２ ／ ２ ＋ Δｔ２ ｆ ‴

ｊ ＋１ ／ ２ ／ ８ － Δｔ３ ｆ（４）
ｊ ＋１ ／ ２ ／ ４８ ＋ Δｔ４ ｆ（５）

ｊ ＋１ ／ ２ ／ ３８４ ＋ Ｏ（Δｔ５ ） ， ｆ ′
ｊ ＋１ ＝ ｆ ′

ｊ ＋１ ／ ２ ＋
Δｔｆ ″

ｊ ＋１ ／ ２ ／ ２ ＋ Δｔ２ ｆ ‴
ｊ ＋１ ／ ２ ／ ８ ＋ Δｔ３ ｆ（４）

ｊ ＋１ ／ ２ ／ ４８ ＋ Δｔ４ ｆ（５）
ｊ ＋１ ／ ２ ／ ３８４ ＋ Ｏ（Δｔ５ ）， 将上述两式相加得， ｆ ′

ｊ ＋ ｆ ′
ｊ ＋１ ＝ ２ｆ ′

ｊ ＋１ ／ ２ ＋
Δｔ２ ｆ ‴

ｊ ＋１ ／ ２ ／ ４ ＋ Ｏ（Δｔ４ ）。 将式 （１３） 代入上式，
（ ｆ ′

ｊ ＋ ｆ ′
ｊ ＋１ ） ／ ２ ＝ ｆ ′

ｊ ＋１ ／ ２ ＋ Δｔ２ ｆ ‴
ｊ ＋１ ／ ２ ／ ８ ＋ Ｏ（Δｔ４ ） ＝ （ ｆ ｊ ＋１ － ｆ ｊ） ／ Δｔ ＋ Δｔ２ ｆ ‴

ｊ ＋１ ／ ２ ／ １２ ＋ Ｏ（Δｔ４ ）。 （１４）
注意到，

ｆ ｊ －１ ＝ ｆ ｊ ＋１ ／ ２ － ３Δｔｆ ′
ｊ ＋１ ／ ２ ／ ２ ＋ ９Δｔ２ ｆ ″

ｊ ＋１ ／ ２ ／ ８ － ９Δｔ３ ｆ ‴
ｊ ＋１ ／ ２ ／ １６ ＋ ２７Δｔ４ ｆ（４）

ｊ ＋１ ／ ２ ／ １２８ ＋ Ｏ（Δｔ５ ）， （１５）
ｆ ｊ ＋２ ＝ ｆ ｊ ＋１ ／ ２ ＋ ３Δｔｆ ′

ｊ ＋１ ／ ２ ／ ２ ＋ ９Δｔ２ ｆ ″
ｊ ＋１ ／ ２ ／ ８ ＋ ９Δｔ３ ｆ ‴

ｊ ＋１ ／ ２ ／ １６ ＋ ２７Δｔ４ ｆ（４）
ｊ ＋１ ／ ２ ／ １２８ ＋ Ｏ（Δｔ５ ）。 （１６）

由式 （１１） ～ 式 （１２）、 式 （１５） ～ 式 （１６） 及待定系数法得， ａｆ ｊ －１ ＋ ｂｆ ｊ ＋ ｃｆ ｊ ＋１ ＋ ｄｆ ｊ ＋２ ＝ （ａ ＋ ｂ ＋
ｃ ＋ ｄ） ｆ ｊ ＋１ ／ ２ ＋ （ － ３ａ － ｂ ＋ ｃ ＋ ３ｄ）Δｔｆ ′

ｊ ＋１ ／ ２ ／ ２ ＋ （９ａ ＋ ｂ ＋ ｃ ＋ ９ｄ）Δｔ２ ｆ ″
ｊ ＋１ ／ ２ ／ ８ ＋ （ － ２７ａ － ｂ ＋ ｃ ＋ ２７ｄ）Δｔ３

ｆ ‴
ｊ ＋１ ／ ２ ／ ４８ ＋ （８１ａ ＋ ｂ ＋ ｃ ＋ ８１ｄ）Δｔ４ ｆ（４）

ｊ ＋１ ／ ２ ／ ３８４ ＋ Ｏ（Δｔ５ ）。 为使上式右端能达到 ３ 阶精度， 需满足以下条

件： ａ ＋ ｂ ＋ ｃ ＋ ｄ ＝ ０ ， － ３ａ － ｂ ＋ ｃ ＋ ３ｄ ＝ ０ ， ９ａ ＋ ｂ ＋ ｃ ＋ ９ｄ ＝ ０ ， － ２７ａ － ｂ ＋ ｃ ＋ ２７ｄ ＝ １ 。 得到， ａ ＝
－ １ ／ ６， ｂ ＝ １ ／ ２，ｃ ＝ － １ ／ ２， ｄ ＝ １ ／ ６。 所以， － ｆ ｊ －１ ／ ６ ＋ ｆ ｊ ／ ２ － ｆ ｊ ＋１ ／ ２ ＋ ｆ ｊ ＋２ ／ ６ ＝ Δｔ３ ｆ ‴

ｊ ＋１ ／ ２ ／ ６ ＋ Ｏ（Δｔ５ ）， 将其

代入式 （１４）， 得 （ｆ ′
ｊ ＋ ｆ ′

ｊ ＋１ ） ／ ２ ＝ （δｔ ｆ ｊ ＋３ ／ ２ ＋ １０δｔ ｆ ｊ ＋１ ／ ２ ＋ δｔ ｆ ｊ －１ ／ ２ ） ／ １２ ＋ Ｏ（Δｔ４ ） ， 式 （９） 得证。
下面证明式 （８）。 当 ｊ ＝ ｋ 时， 由 Ｔａｙｌｏｒ 展开式可得， ｆｋ＋１ ／ ２ ＝ ｆｋ ＋ Δｔｆ ′

ｋ ／ ２ ＋ Δｔ２ ｆ ″
ｋ ／ ８ ＋ Δｔ３ ｆ ‴

ｋ ／ ４８ ＋
Ｏ（Δｔ４ ） ， ｆｋ＋１ ／ ２ ＝ ｆｋ＋１ － Δｔｆ ′

ｋ＋１ ／ ２ ＋ Δｔ２ ｆ ″
ｋ＋１ ／ ８ － Δｔ３ ｆ ‴

ｋ＋１ ／ ４８ ＋ Ｏ（Δｔ４ ）。 由上述两式可得， （ｆ ′
ｋ ＋ ｆ ′

ｋ＋１ ） ／ ２ ＝
δｔ ｆｋ＋１ ／ ２ ＋ Δｔ（ｆ ″

ｋ＋１ － ｆ ″
ｋ ） ／ ８ － Δｔ２ （ｆ ‴

ｋ ＋ ｆ ‴
ｋ＋１ ） ／ ４８ ＋ Ｏ（Δｔ３ ） ， 其中， ｆ ″

ｋ＋１ － ｆ ″
ｋ ＝ Δｔｆ ″

ｋ ＋ Δｔ２ ｆ（４）
ｋ ／ ２ ＋ Ｏ（Δｔ３ ）。

因此有，
（ｆ ′

ｋ ＋ ｆ ′
ｋ＋１ ） ／ ２ ＝ δｔ ｆｋ＋１ ／ ２ ＋ Δｔ２ （ｆ ‴

ｋ － ｆ ‴
ｋ＋１ ） ／ ４８ ＋ Δｔ２ ｆ ‴

ｋ ／ １２ ＋ Ｏ（Δｔ３ ） ＝
δｔ ｆｋ＋１ ／ ２ ＋ Δｔ２ ｆ ‴

ｋ ／ １２ ＋ Ｏ（Δｔ３ ）。 （１７）
注意到， ｆ ‴

ｋ － ｆ ‴
ｋ＋１ ＝ － Δｔｆ（４）

ｋ＋１ ＋ Ｏ（Δｔ２ ）， ｆｋ＋１ ＝ ｆｋ ＋ Δｔｆ ′
ｋ ＋ Δｔ２ ｆ ″

ｋ ／ ２ ＋ Δｔ３ ｆ ‴
ｋ ／ ６ ＋ Ｏ（Δｔ４ ）， ｆｋ＋２ ＝ ｆｋ ＋

２Δｔｆ ′
ｋ＋２ Δｔ２ ｆ ″

ｋ ＋８Δｔ３ ｆ ‴
ｋ ／ ３ ＋ Ｏ（Δｔ４ ）， ｆｋ＋３ ＝ ｆｋ ＋ ３Δｔｆ ′

ｋ ＋ ９Δｔ２ ｆ ″
ｋ ／ ２ ＋ ９Δｔ３ ｆ ‴

ｋ ／ ２ ＋ Ｏ（Δｔ４ ）， 从而

３ｆｋ＋１ － ３ｆｋ＋２ ＋ ｆｋ＋３ ＝ ｆｋ ＋ Δｔ３ ｆ ‴
ｋ ＋ Ｏ（Δｔ４ ）。 （１８）

由式 （１７） ～ 式 （１８） 可得， （ｆ ′
ｋ ＋ ｆ ′

ｋ＋１ ） ／ ２ ＝ （１３δｔ ｆｋ＋１ ／ ２ － ２δｔ ｆｋ＋３ ／ ２ ＋ δｔ ｆｋ＋５ ／ ２ ） ／ １２ ＋ Ｏ（Δｔ３ ）， 式 （８） 得证。
类似地， 考虑 ｊ ＝ Ｎ － １ 的情形， ｆＮ－１ ／ ２ ＝ ｆＮ－１ ＋ Δｔｆ ′

Ｎ－１ ／ ２ ＋ Δｔ２ ｆ ″
Ｎ－１ ／ ８ ＋ Δｔ３ ｆ ‴

Ｎ－１ ／ ４８ ＋ Ｏ（Δｔ４ ），

·８６３·
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ｆＮ－１ ／ ２ ＝ ｆＮ － Δｔｆ ′
Ｎ ／ ２ ＋ Δｔ２ ｆ ″

Ｎ ／ ８ － Δｔ３ ｆ ‴
Ｎ ／ ４８ ＋ Ｏ（Δｔ４ ）。 同理

（ ｆ ′
Ｎ ＋ ｆ ′

Ｎ－１ ） ／ ２ ＝ δｔ ｆＮ－１ ／ ２ ＋ Δｔ２ （ ｆ ‴
Ｎ － ｆ ‴

Ｎ－１ ） ／ ４８ ＋ Δｔ２ ｆ ‴
Ｎ ／ １２ ＋ Ｏ（Δｔ３ ） ＝

δｔ ｆｋ＋１ ／ ２ ＋ Δｔ２ ｆ ‴
ｋ ／ １２ ＋ Ｏ（Δｔ３ ）。 （１９）

注意到， ｆ ‴
Ｎ － ｆ ‴

Ｎ－１ ＝ Δｔｆ（４）
Ｎ ＋ Ｏ（Δｔ２ ） ， ｆＮ－１ ＝ ｆＮ － Δｔｆ ′

Ｎ ＋ Δｔ２ ｆ ″
Ｎ ／ ２ － Δｔ３ ｆ ‴

Ｎ ／ ６ ＋ Ｏ（Δｔ４ ） ， ｆＮ－２ ＝ ｆＮ －
２Δｔ ｆ ′

Ｎ ＋ ２Δｔ２ ｆ ″
Ｎ － ４Δｔ３ ｆ ‴

Ｎ ／ ３ ＋ Ｏ（Δｔ４ ） ， ｆＮ－３ ＝ ｆＮ － ３Δｔｆ ′
Ｎ ＋ ９Δｔ２ ｆ ″

Ｎ ／ ２ － ９Δｔ３ ｆ ‴
Ｎ ／ ２ ＋ Ｏ（Δｔ４ ） ， 从而

３ｆＮ－１ － ３ｆＮ－２ ＋ ｆＮ－３ ＝ ｆＮ － Δｔ３ ｆ ‴
Ｎ ＋ Ｏ（Δｔ４ ）。 （２０）

由式 （１９） ～ 式 （２０） 可得， （ ｆ ′
Ｎ ＋ ｆ ′

Ｎ－１ ） ／ ２ ＝ （１３δｔ ｆＮ－１ ／ ２ － ２δｔ ｆＮ－３ ／ ２ ＋ δｔ ｆＮ－５ ／ ２ ） ／ １２ ＋ Ｏ（Δｔ３ ）。 式 （１０）
得证， 引理 ２ 证毕。

利用引理 ２， 当 Ｎ≥ｋ ＋ ３ 时， 式 （７） 变为

（ Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ ｔｋ） ＋ Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ ｔｋ＋１ ）） ／ ２ ＝ （Δｔ１ －α ／ Γ（３ － α））［ － ｗＮ－１ （１３δｔ ｆｋ＋１ ／ ２ － ２δｔ ｆｋ＋３ ／ ２ ＋ δｔ ｆｋ＋５ ／ ２ ） ／ １２ －

∑
Ｎ－２

ｊ ＝ ｋ＋１
（ｗＮ＋ｋ－ｊ－１ － ｗＮ＋ｋ－ｊ）（δｔ ｆ ｊ －１ ／ ２ ＋ １０δｔ ｆ ｊ ＋１ ／ ２ ＋ δｔ ｆ ｊ ＋３ ／ ２ ） ／ １２ － （ｗｋ － ｗｋ＋１ ）（１３δｔ ｆＮ－１ ／ ２ － ２δｔ ｆＮ－３ ／ ２ ＋ δｔ ｆＮ－５ ／ ２ ） ＋

ｗｋ ｆ ′（ ｔＮ）］ ／ １２ ＋ （Δｔ１ －α ／ Γ（３ － α））［ － ｗＮ－１Ｏ（Δｔ３ ） － ∑
Ｎ－２

ｊ ＝ ｋ＋１
（ｗＮ＋ｋ－ｊ－１ － ｗＮ＋ｋ－ｊ）Ｏ（Δｔ４ ） －

（ｗｋ － ｗｋ＋１）（Δｔ３）］ ＋ （Ｒｋ ＋ Ｒｋ＋１） ／ ２ ＝ （Δｔ －α ／ Γ（３ － α））（∑
Ｎ

ｊ ＝ ｋ
（ｄＮ－ｊ ｆｊ） ＋ ｗｋ ｆ ′（ｂ）Δｔ） ＋ Ｒｋ＋１ ／ ２， （２１）

其中，
Ｒｋ＋１ ／ ２ ＝ Ｏ（Δｔ４ －α） ＋ （Ｒｋ ＋ Ｒｋ＋１ ） ／ ２。 （２２）

在式 （２１） 中， 系数 ｄｋ 的具体形式如下：

１） 当 Ｎ ＝ ｋ ＋ ３ 时，

ｄ０ ＝ － １３ｗｋ ／ １２ ＋ ｗｋ＋１ ，
ｄ１ ＝ ５ｗｋ ／ ４ － ２ｗｋ＋１ ＋ ｗｋ＋２ ，
ｄ２ ＝ － ｗｋ ／ ４ ＋ ｗｋ＋１ － ２ｗｋ＋２ ，
ｄ３ ＝ ｗｋ ／ １２ ＋ ｗｋ＋２ 。

ì

î

í
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２） 当 Ｎ ＝ ｋ ＋ ４ 时，

ｄ０ ＝ － １３ｗｋ ／ １２ ＋ ｗｋ＋１ ＋ ｗｋ＋２ ／ １２，
ｄ１ ＝ ５ｗｋ ／ ４ － ２ｗｋ＋１ ＋ ２ｗｋ＋２ ／ ３，
ｄ２ ＝ － ｗｋ ／ ４ ＋ ｗｋ＋１ － ３ｗｋ＋２ ／ ２ ＋ ｗｋ＋３ ，
ｄ３ ＝ ｗｋ ／ １２ ＋ ２ｗｋ＋２ ／ ３ － ２ｗｋ＋３ ，
ｄ４ ＝ ｗｋ＋２ ／ １２ ＋ ｗｋ＋３ 。

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

３） 当 Ｎ ＝ ｋ ＋ ５ 时，

ｄ０ ＝ － １３ｗｋ ／ １２ ＋ ｗｋ＋１ ＋ ｗｋ＋２ ／ １２，
ｄ１ ＝ ５ｗｋ ／ ４ － ２ｗｋ＋１ ＋ ２ｗｋ＋２ ／ ３ ＋ ｗｋ＋３ ／ １２，
ｄ２ ＝ － ｗｋ ／ ４ ＋ ｗｋ＋１ － ３ｗｋ＋２ ／ ２ ＋ ２ｗｋ＋３ ／ ３，
ｄ３ ＝ ｗｋ ／ １２ ＋ ２ｗｋ＋２ ／ ３ － ３ｗｋ＋３ ／ ２ ＋ ｗｋ＋４ ，
ｄ４ ＝ ｗｋ＋２ ／ １２ ＋ ２ｗｋ＋３ ／ ３ － ２ｗｋ＋４ ，
ｄ５ ＝ ｗｋ＋３ ／ １２ ＋ ｗｋ＋４ 。

ì

î

í

ï
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４） 当 Ｎ ＝ ｋ ＋ ６ 时，

ｄ０ ＝ － １３ｗｋ ／ １２ ＋ ｗｋ＋１ ＋ ｗｋ＋２ ／ １２，
ｄ１ ＝ ５ｗｋ ／ ４ － ２ｗｋ＋１ ＋ ２ｗｋ＋２ ／ ３ ＋ ｗｋ＋３ ／ １２，
ｄ２ ＝ － ｗｋ ／ ４ ＋ ｗｋ＋１ － ３ｗｋ＋２ ／ ２ ＋ ２ｗｋ＋３ ／ ３ ＋ ｗｋ＋４ ／ １２，
ｄ３ ＝ ｗｋ ／ １２ ＋ ２ｗｋ＋２ ／ ３ － ３ｗｋ＋３ ／ ２ ＋ ２ｗｋ＋４ ／ ３，
ｄ４ ＝ ｗｋ＋２ ／ １２ ＋ ２ｗｋ＋３ ／ ３ － ３ｗｋ＋４ ／ ２ ＋ ｗｋ＋５ ，
ｄ５ ＝ ｗｋ＋３ ／ １２ ＋ ２ｗｋ＋４ ／ ３ － ２ｗｋ＋５ ，
ｄ６ ＝ ｗｋ＋４ ／ １２ ＋ ｗｋ＋５ 。

ì

î

í
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５） 当 Ｎ≥ｋ ＋ ７ 时，

ｄ０ ＝ － １３ｗｋ ／ １２ ＋ ｗｋ＋１ ＋ ｗｋ＋２ ／ １２，
ｄ１ ＝ ５ｗｋ ／ ４ － ２ｗｋ＋１ ＋ ２ｗｋ＋２ ／ ３ ＋ ｗｋ＋３ ／ １２，
ｄ２ ＝ － ｗｋ ／ ４ ＋ ｗｋ＋１ － ３ｗｋ＋２ ／ ２ ＋ ２ｗｋ＋３ ／ ３ ＋ ｗｋ＋４ ／ １２，
ｄ３ ＝ ｗｋ ／ １２ ＋ ２ｗｋ＋２ ／ ３ － ３ｗｋ＋３ ／ ２ ＋ ２ｗｋ＋４ ／ ３ ＋ ｗｋ＋５ ／ １２，
ｄ ｊ ＝ ｗ ｊ －２ ／ １２ ＋ ２ｗ ｊ －１ ／ ３ － ３ｗ ｊ ／ ２ ＋ ２ｗ ｊ ＋１ ／ ３ ＋ ｗ ｊ ＋２ ／ １２，ｋ ＋ ４ ≤ ｊ ≤ Ｎ － ４，
ｄＮ－３ ＝ ｗＮ－５ ／ １２ ＋ ２ｗＮ－４ ／ ３ － ３ｗＮ－３ ／ ２ ＋ ２ｗＮ－２ ／ ３，
ｄＮ－２ ＝ ｗＮ－４ ／ １２ ＋ ２ｗＮ－３ ／ ３ － ３ｗＮ－２ ／ ２ ＋ ｗＮ－１ ，
ｄＮ－１ ＝ ｗＮ－３ ／ １２ ＋ ２ｗＮ－２ ／ ３ － ２ｗＮ－１ ，
ｄＮ ＝ ｗＮ－２ ／ １２ ＋ ｗＮ－１ 。

ì

î

í
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定理 １　 函数 ｆ（ ｔ） ∈ Ｃ４ ［ ｔ，ｂ］ ， 当 Ｎ≥ｋ ＋ ３ 时， α 阶 （１ ＜ α ＜ ２） 右侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的逼近

格式 （ Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ ｔｋ） ＋ Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ ｔｋ＋１ ）） ／ ２ ＝ （Δｔ －α ／ Γ（３ － α））（∑
Ｎ

ｊ ＝ ｋ
ｄＮ－ｊ ｆ ｊ ＋ ｗｋ ｆ ′（ｂ）） ＋ Ｒｋ＋１ ／ ２ ， 其中截断误差满足：

Ｒｋ＋１ ／ ２ ≤ （１ ／ Γ（２ － α））［（（６ － α）（α － １） ／ （６（２ － α）（３ － α）（４ － α）） － １ ／ １２）
ｍａｘ

ｔｋ≤ｔ≤ｔＮ
ｆ（４） （ ｔ） Δｔ４ －α ＋ （（α － １） ／ ８） ｍａｘ

ｔＮ－１≤ｔ≤ｔＮ
ｆ（３） （ ｔ） Δｔ３ －α］。 （２３）

　 　 证明　 由式 （３） 有，

Ｒｋ ＝ （１ ／ Γ（２ － α））（ ∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１

（ｇ（τ） － Ｐ２，ｊｇ（τ）） ′（τ － ｔｋ） １ －αｄτ ＋

∫ ｔＮ

ｔＮ－１

（ｇ（τ） － Ｐ１，Ｎｇ（τ）） ′（τ － ｔｋ） １ －αｄτ） ＝ （（α － １） ／ Γ（２ － α））（ ∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１

（ｇ（τ） －

Ｐ２，ｊｇ（τ））（τ － ｔｋ） －αｄτ ＋ ∫ ｔＮ

ｔＮ－１

（ｇ（τ） － Ｐ１，Ｎｇ（τ））（τ － ｔｋ） －αｄτ） ， （２４）

其中，

∫ ｔｋ＋１

ｔｋ
（ｇ（τ） － Ｐ２，ｊｇ（τ））（τ － ｔｋ） －αｄτ ＝ （ｇ（３） （ζｋ） ／ ６）∫ ｔｋ＋１

ｔｋ
（τ － ｔｋ＋１ ）（τ － ｔｋ＋２ ）（τ － ｔｋ） －αｄτ ＝

（６ － α） ／ （６（２ － α）（３ － α）（４ － α）） ｆ（４） （ζｋ）Δｔ４ －α， ζｋ ∈ （ ｔｋ，ｔｋ＋２ ）。 （２５）

∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋２
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１

（ｇ（τ） － Ｐ２，ｊｇ（τ））（τ － ｔｋ） －αｄτ ＝ （１ ／ ６） ∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋２
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１

ｇ（３） （ζ ｊ）（τ － ｔ ｊ －１ ）（τ － ｔ ｊ）

（τ － ｔ ｊ ＋１ ）（τ － ｔｋ） －αｄτ ≤ （１ ／ １２） ｍａｘ
ｔｋ＋１≤ｔ≤ｔＮ

ｆ（４） （ ｔ） Δｔ４ －α， ζ ｊ ∈ （ ｔ ｊ －１ ，ｔ ｊ ＋１ ）。 （２６）

∫ ｔＮ

ｔＮ－１

（ｇ（τ） － Ｐ１，Ｎｇ（τ））（τ － ｔｋ） －αｄτ ≤ （１ ／ ８） ｍａｘ
ｔＮ－１≤ｔ≤ｔＮ

ｆ（３） （ ｔ）（ ｔＮ － ｔｋ） －αΔｔ３ ≤

（１ ／ ８） ｍａｘ
ｔＮ－１≤ｔ≤ｔＮ

ｆ（３） （ ｔ）Δｔ３ －α。 （２７）

将式 （２５） ～ 式 （２７） 代入式 （２４） 可得， Ｒｋ ≤ （１ ／ Γ（２ － α））［（（６ － α）（α － １） ／ （６（２ － α）（３ －
α）（４ － α）） － １ ／ １２） ｍａｘ

ｔｋ≤ｔ≤ｔＮ
ｆ（４） （ ｔ） Δｔ４ －α ＋ （（α － １） ／ ８） ｍａｘ

ｔＮ－１≤ｔ≤ｔＮ
ｆ（３） （ ｔ） Δｔ３ －α］。 从 而，

（Ｒｋ ＋ Ｒｋ＋１ ） ／ ２ ≤ （１ ／ Γ（２ － α））［（（６ － α）（α － １） ／ （６（２ － α）（３ － α）（４ － α）） － １ ／ １２）
ｍａｘ

ｔｋ≤ｔ≤ｔＮ
ｆ（４） （ ｔ） Δｔ４ －α ＋ （（α － １） ／ ８） ｍａｘ

ｔＮ－１≤ｔ≤ｔＮ
ｆ（３） （ ｔ） （（ ｔＮ － ｔｋ） －α ＋ （ ｔＮ － ｔｋ＋１ ） －α）Δｔ３ ／ ２］ ≤ （１ ／ Γ（２ －

α））［（（６ － α）（α － １） ／ （６（２ － α）（３ － α）（４ － α）） － １ ／ １２） ｍａｘ
ｔｋ≤ｔ≤ｔＮ

ｆ（４） （ ｔ） Δｔ４ －α ＋ （（α － １） ／ ８）

ｍａｘ
ｔＮ－１≤ｔ≤ｔＮ

ｆ（３） （ ｔ） Δｔ３ －α］。

２　 α 阶 （１ ＜ α ＜ ２） 右侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的 Ｌ２ 插值逼近
定理 １ 中的式 （２３）， 由于在区间 ［ ｔＮ－１ ，ｔＮ］ 上采用 Ｌ１ 插值， 其整体误差不是一致的 Ｏ（Δｔ４ －α） 格
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式。 实际计算中该区间上的误差对整体误差不会产生较大的影响， 为此本节将利用 Ｌ２ 在区间 ［ ｔＮ－１ ，
ｔＮ］ 上作插值逼近， 使其整体误差得到一致的 Ｏ（Δｔ４ －α） 精度。

假设函数 ｆ（ ｔ） 在区间 ［ ｔｋ，ｔＮ ＋ １］ 上有定义， 可以在每一个小区间 ［ ｔ ｊ －１ ，ｔ ｊ］（ ｊ ≥ ｋ ＋ １） 上均利用二

次插值多项式 Ｐ２，ｊｇ（ ｔ） 逼近函数 ｇ（ ｔ） 。

Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ ｔｋ） ＝ （１ ／ Γ（２ － α）） ∑
Ｎ

ｊ ＝ ｋ＋１
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１

ｇ′（τ）（τ － ｔｋ） １ －αｄτ ＝

（１ ／ Γ（２ － α）） ∑
Ｎ

ｊ ＝ ｋ＋１
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１

（Ｐ２，ｊｇ（τ）） ′（τ － ｔｋ） １ －αｄτ ＋ 􀭰ｒｋ ＝

（１ ／ Γ（２ － α）） ∑
Ｎ

ｊ ＝ ｋ＋１
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１

［（τ － ｔ ｊ ＋１ ／ ２ ）δ２
ｔ ｇ ｊ ＋ δｔｇ ｊ ＋１ ／ ２ ］（τ － ｔｋ） １ －αｄτ ＋ 􀭰ｒｋ。 （２８）

其中，

􀭰ｒｋ ＝ （１ ／ Γ（２ － α）） ∑
Ｎ

ｊ ＝ ｋ＋１
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１

（ｇ′（τ） － （Ｐ２，ｊｇ（τ） ） ′）（τ － ｔｋ） １ －αｄτ。 （２９）

利用式 （ ４ ） ～ 式 （ ６ ） 计算可得， Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ ｔｋ） ＝ （Δｔ２ －α ／ Γ（３ － α））（ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ｋ＋１
（δｔｇ ｊ ＋１ ／ ２ （ｅｊ －ｋ ＋ ｂ ｊ －ｋ）） －

∑
Ｎ

ｊ ＝ ｋ＋１
（δｔｇ ｊ －１ ／ ２ｅｊ －ｋ）） ＋ 􀭰ｒｋ ＝ （Δｔ１ －α ／ Γ（３ － α））（ － ｗＮ－１ｇ（ ｔｋ） － ∑

Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
（ｗＮ＋ｋ－ｊ－１ － ｗＮ＋ｋ－ｊ）ｇ（ ｔ ｊ） ＋ ｗｋｇ（ｂ） ＋

（ｅＮ－ｋ ＋ ｂＮ－ｋ）（ｇ（ ｔＮ＋１ ） － ２ｇ（ｂ） ＋ ｇ（ ｔＮ－１ ））） ＋ 􀭰ｒｋ ＝ （Δｔ１ －α ／ Γ（３ － α））（ － ｗＮ－１ｇ（ ｔｋ） － ∑
Ｎ－１

ｊ ＝ ｋ＋１
（ｗＮ＋ｋ－ｊ－１ －

ｗＮ＋ｋ－ｊ）ｇ（ ｔ ｊ） ＋ ｗｋｇ（ｂ）） ＋ ｒｋ。 其误差 ｒｋ 为：
ｒｋ ＝ （Δｔ１ －α ／ Γ（３ － α））（ｅＮ－ｋ ＋ ｂＮ－ｋ）（ｇ（ ｔＮ＋１ ） － ２ｇ（ｂ） ＋ ｇ（ ｔＮ－１ ）） ＋ 􀭰ｒｋ。 （３０）

因此得到， （ Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ ｔｋ） ＋ Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ ｔｋ＋１ ）） ／ ２ ＝ （Δｔ１ －α ／ Γ（３ － α））（ｗｋｇ（ ｔＮ） － （ｗｋ － ｗｋ＋１ ）（ｇ（ ｔＮ－１ ） ＋

ｇ（ ｔＮ）） ／ ２ － ∑
Ｎ－２

ｊ ＝ ｋ＋１
（ｗＮ＋ｋ－ｊ－１ － ｗＮ＋ｋ－ｊ）（ｇ（ ｔ ｊ） ＋ ｇ（ ｔ ｊ ＋１ ）） ／ ２ － ｗＮ－１ （ｇ（ ｔｋ） ＋ ｇ（ ｔｋ＋１ ）） ／ ２ ＋ （ ｒｋ ＋ ｒｋ＋１ ） ／ ２ ＝

（Δｔ －α ／ Γ（３ － α））（∑
Ｎ

ｊ ＝ ｋ
（ｄＮ－ｊ ｆ ｊ） ＋ ｗｋ ｆ ′（ ｔＮ）Δｔ） ＋ ｒｋ＋１ ／ ２ ， 其中 ｒｋ＋１ ／ ２ ＝ Ｏ（Δｔ４ －α） ＋ （ ｒｋ ＋ ｒｋ＋１ ） ／ ２。

定理 ２　 函数 ｆ（ ｔ） ∈ Ｃ４ ［ ｔ，ｂ］ ， 当 Ｎ≥ｋ ＋ ３ 且 ｆ ‴（ｂ） ＝ ０ 时， α 阶 （１ ＜ α ＜ ２） 右侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数

阶导数的数值逼近格式 （ Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ ｔｋ） ＋ Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ ｔｋ＋１ ）） ／ ２ ＝ （Δｔ －α ／ Γ（３ － α））（∑
Ｎ

ｊ ＝ ｋ
（ｄＮ－ｊ ｆ ｊ） ＋ ｗｋ ｆ ′（ ｔＮ）Δｔ） ＋

ｒｋ＋１ ／ ２ ， 其中截断误差 ｒｋ ＋ １ ／ ２满足 ｒｋ＋１ ／ ２ ≤ ＣΔｔ３ ＋ （１ ／ Γ（２ － α））（（６ － α）（α － １） ／ （６（２ － α）（３ － α）（４ －
α）） － １ ／ １２） ｍａｘ

ｔｋ≤ｔ≤ｔＮ＋１
ｆ（４） （ｔ） Δｔ４－α。

证明　 由式 （３０）， ｒｋ ＝ （Δｔ１－α ／ Γ（３ － α））（ｅＮ－ｋ ＋ ｂＮ－ｋ）［ｇ（ｔＮ＋１） － ２ｇ（ｂ） ＋ ｇ（ｔＮ－１）］ ＋ 􀭰ｒｋ。 当 ｇ″（ｂ） ＝
ｆ ‴（ｂ） ＝ ０ 时， 通过在点 ｂ 处作 Ｔａｙｌｏｒ 展开， 可以得到 ｇ（ ｔＮ＋１ ） － ２ｇ（ｂ） ＋ ｇ（ ｔＮ－１ ） ＝ ｇ″（ｂ）Δｔ２ ＋
ｇ（４） （ξ）Δｔ４ ／ １２ ＝ ｇ（４） （ξ）Δｔ４ ／ １２，ξ ∈ （ ｔＮ－１ ，ｔＮ＋１ ）。 由 ｅＮ－ｋ ＋ ｂＮ－ｋ ＝ （１ ／ Γ（３ － α））［（Ｎ － ｋ － １） ３ －α －
（Ｎ － ｋ）３－α］ ＋ ［３（Ｎ － ｋ － １）２－α － （Ｎ － ｋ）２－α］ ／ ２ ＋ ［（Ｎ － ｋ）２－α － （Ｎ － ｋ － １）２－α］ ＝ （１ ／ Γ（３ － α））

［（Ｎ － ｋ － １） ３ －α － （Ｎ － ｋ） ３ －ａ］ ＋ ［（Ｎ － ｋ － １） ２ －α ＋ （Ｎ － ｋ） ２ －α］ ／ ２ ＝ （１ ／ Γ（３ － α））∫ Ｎ－ｋ

Ｎ－ｋ－１
（３ － α）

ｓ２ －αｄｓ ＋ ［（Ｎ － ｋ － １） ３ －α － （Ｎ － ｋ） ３ －α］ ／ ２ ≤ Ｃ（Ｎ － ｋ） ２ －α ， Ｃ 是一个正常数。 可以得到

ｒｋ ≤ （Δｔ１ －α ／ Γ（３ － α））（ｅＮ－ｋ ＋ ｂＮ－ｋ）［ｇ（ ｔＮ＋１ ） － ２ｇ（ｂ） ＋ ｇ（ ｔＮ－１ ）］ ＋ 􀭰ｒｋ ≤

Ｃ（Ｎ － ｋ） ２ －αΔｔ１ －αΔｔ４ ＋ 􀭰ｒｋ ≤ ＣΔｔ３ ＋ 􀭰ｒｋ ≤

ＣΔｔ３ ＋ （１ ／ Γ（２ － α）） ∑
Ｎ

ｊ ＝ ｋ＋１
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１

（ｇ（τ） － Ｐ２，ｊｇ（τ）） ′（τ － ｔｋ） １ －αｄτ ＝

·１７３·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

ＣΔｔ３ ＋ （（α － １） ／ Γ（２ － α）） ∑
Ｎ

ｊ ＝ ｋ＋１
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１

（ｇ（τ） － Ｐ２，ｊｇ（τ））（τ － ｔｋ） １ －αｄτ 。 （３１）

其中，

∫ ｔｋ＋１

ｔｋ
（ｇ（τ） － Ｐ２，ｊｇ（τ））（τ － ｔｋ） －αｄτ ＝ （１ ／ ６）ｇ（３） （ζｋ）∫ ｔｋ＋１

ｔｋ
（τ － ｔｋ＋１ ）（τ － ｔｋ＋２ ）（τ － ｔｋ） －αｄτ ＝

（６ － α） ／ （６（２ － α）（３ － α）（４ － α）） ｆ（４）（ζｋ）Δｔ４ －α， ζｋ ∈ （ ｔｋ，ｔｋ＋２ ）， （３２）

∑
Ｎ

ｊ ＝ ｋ＋２
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１

（ｇ（τ） － Ｐ２，ｊｇ（τ））（τ － ｔｋ） －αｄτ ＝ （１ ／ ６） ∑
Ｎ

ｊ ＝ ｋ＋２
∫ ｔ ｊ

ｔ ｊ －１

ｇ（３） （ζ ｊ）（τ － ｔ ｊ －１ ）（τ － ｔ ｊ）

（τ － ｔ ｊ ＋１ ）（τ － ｔｋ） －αｄτ ≤ （１ ／ １２） ｍａｘ
ｔｋ＋１≤ｔ≤ｔＮ

ｆ（４） （ ｔ） Δｔ４ －α， ζ ｊ ∈ （ ｔ ｊ －１ ，ｔ ｊ ＋１ ）。 （３３）

将式 （３２） ～ 式 （３３） 代入式 （３１） 得， ｒｋ ≤ ＣΔｔ３ ＋ （１ ／ Γ（２ － α））（６ － α）（α － １） ＝ （６（２ －

α）（３ － α）（４ － α） － １ ／ １２） ｍａｘ
ｔｋ≤ｔ≤ｔＮ＋１

ｆ（４） （ｔ） Δｔ４－α 。 因此， （ｒｋ ＋ ｒｋ＋１ ） ／ ２ ≤ ＣΔｔ３ ＋ （１ ／ Γ（２ － α））（（６ －

α）（α － １） ／ （６（２ － α）（３ － α）（４ － α）） － １ ／ １２） ｍａｘ
ｔｋ≤ｔ≤ｔＮ＋１

ｆ（４） （ ｔ） Δｔ４ －α。 定理 ２ 证毕。

注 １　 由定理 ２ 可知， 当增加约束条件 ｆ ‴（ｂ） ＝ ０ 时， 对 Ｎ≥ｋ ＋ ３ 的部分， 得到一致的高阶精度

Ｏ（Δｔ４ －α） 的格式逼近 （１ ／ １２）（ Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ ｔｋ） ＋ Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ ｔｋ＋１ ））（１ ＜ α ＜ ２）。
注 ２　 无论是 Ｌ２ － １ 或 Ｌ２ 逼近格式， 讨论的都是当 Ｎ≥ｋ ＋ ３ 的情形。 对 Ｎ ＝ ｋ ＋ １、 ｋ ＋ ２ 的情况，

通常对于个别区间可以采用步长更小的划分， 如 ｔｋ ＝ 􀭴ｔｋ ＜ 􀭴ｔｋ＋１ ＜ … ＜ 􀭴ｔＭ ＝ ｔＮ ， Ｍ 是一个正整数， 步

长 􀭾Δｔ ＝ Δｔγ， γ ＞ １， 选取合适的 γ， 使得该区间的精度可以达到 Ｏ（Δｔ４ －α） 。

下面以 Ｎ ＝ ｋ ＋ １ 为例进行说明。 Ｃ
ｔ Ｄα

ｂ ｆ（ ｔｋ） ＝ （１ ／ Γ（２ － α））∫ ｔｋ＋１

ｔｋ
（τ － ｔｋ） １ －α ｆ ″（τ）ｄτ ≈ （１ ／ Γ（２ －

α））∫ ｔｋ＋１

ｔｋ
（τ － ｔｋ） １ －α ｆ ″（ ｔｋ＋１ ）ｄτ ＝ ｆ ″（ ｔｋ＋１ ）Δｔ２ －α ／ Γ（３ － α）， 则其对应的收敛阶应为： Ｃ

ｔ Ｄα
ｂ ｆ（ ｔｋ） －

ｆ ″（ｔｋ＋１ ）Δｔ２－α ／ Γ（３ － α） ＝ （１ ／ Γ（２ － α））∫ ｔｋ＋１

ｔｋ
（τ － ｔｋ）１－α（ｆ ″（τ） － ｆ ″（ｔｋ＋１ ））ｄτ ＝ （１ ／ Γ（２ － α））∫ ｔｋ＋１

ｔｋ
（τ －

ｔｋ） １ －α ｆ（４） （ξ）τ２ ｄτ ＝ Ｏ（Δｔ４ －α）， ξ ∈ （ ｔｋ，ｔｋ＋１ ）。 同理， 也可以用类似的方法去逼近 Ｎ ＝ ｋ ＋ ２ 时的情况，
且得到同样的 Ｏ（Δｔ４ －α） 精度。

３　 结论
本文先利用 Ｌ２ － １ 格式对 α 阶（１ ＜ α ＜ ２） 右侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数进行插值逼近， 并讨论了其系

数性质。 为了改善由 Ｌ１ 插值在区间 ［ ｔＮ－１ ，ｂ］ 上带来的缺陷， 进一步提出 Ｌ２ 插值逼近格式， 通过增加

一定的限制条件， 得到了一致的 Ｏ（Δｔ４ －α） 阶精度， 并分别对二者的截断误差进行估计。 基于上述推

导， 本文提供的是一种对 α 阶（１ ＜ α ＜ ２） 右侧 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的高阶差值逼近格式。 下一步的研

究可以将这种高阶差分格式应用到求解其他含有 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的差分方程并进行误差估计， 除

此之外， 还可以构造 α阶（１ ＜ α ＜ ２） Ｒｉｅｓｚ⁃Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的高精度数值逼近格式， 以更高效地解

决一些时间或时空分数阶微分方程。
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