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基于螺旋理论的机构自由度自动分析

王成志

（集美大学海洋装备与机械工程学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 为了实现机构自由度快速自动分析， 将字符、 符号等自动转变为字符变量的方法和便于局部

自由度分析的参数输入原则， 并由此分析自动构建运动螺旋集及相应约束螺旋集的算法； 然后提出局部自

由度、 公共约束、 冗余约束及整个机构自由度的自动分析算法； 最后得出机构中存在局部自由度的充要条

件。 用该程序自动分析了 ６１ 个各类机构的自由度， 计算结果完全正确， 且计算效率高， 可输入含任意字母

与数字组合的字符变量、 简单运算符和三角函数的表达式， 可用于自动分析计算平面、 空间、 单环及多环

机构的自由度。
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０　 引言
机构自由度分析是机构创新设计的首要前提。 随着机构朝复杂空间多闭环方向发展， 传统自

由度计算公式已不通用［１ － ７］ ， 寻找自由度通用分析公式或方法又重新成为机构学研究的热点， 近

２０ 年来不断有学者提出新方法、 新公式［７ － １２］ 。 其中一些借助李代数［１３ － １４］ 、 线性变换［１５］ 、 螺旋理

论［２，６］ 等数学工具的方法， 科学、 严谨、 系统且通用， 但要列出给定位置运动约束方程并求秩［３］ ，
理论晦涩、 过程复杂， 难以快速计算， 不利普遍推广。 例如， 螺旋理论法中， 难以通过简单观察

判断多数运动螺旋集及约束螺旋集的线性相关性并求出秩数， 手工求解， 即使辅以通用软件计算，
计算过程依然繁杂， 加上像螺旋理论这样的数学方法计算得到的自由度有的会随位型变化［６］ ， 需

要多次计算才能判定其瞬时性。 所以， 将自由度分析计算过程计算机化、 自动化具有重要意义。
目前自由度自动计算的研究比较少， 文献 ［１６］ 提出用符号描述并联机构。 另外， 局部自由度在

机构中普遍存在， 机构自由度的正确分析计算有助于更详细分析机构的运动性质。 目前多以经验

观察判断局部自由度［１７］ ， 文献 ［２， １４］ 则分别提出了机构存在局部自由度的基于螺旋理论、 李

代数的分析方法， 文献 ［１８］ 则用杆组运动参数分析了杆组内存在的局部自由度， 但这些理论方

法只适用并联机构。
螺旋理论中的单位螺旋中含有的 ６ 个 Ｐｌüｃｋｅｒ 坐标可以表达机构的运动、 约束， 且螺旋集数学计

算规范。 本文基于该理论， 利用 Ｍａｔｌａｂ 编写了单环机构和多环并联机构的自由度自动分析计算程序，
分析了机构中过约束的 Ｍａｔｌａｂ 算法， 提出了适用于包括单环、 多环机构在内的平面、 空间机构的局

部自由度判断准则。

１　 机构自由度程序自动分析计算
对于并联机构， 文献 ［２］ 修正了传统的 Ｇｒüｂｌｅｒ － Ｋｕｔｚｂａｃｈ 公式 （准则）， 给出了通用的机构自

由度计算公式：

Ｍ ＝ （６ － λ）（ｎ － ｇ） ＋ ∑
ｇ

ｉ ＝ １
ｆｉ ＋ ν － ξ。 （１）

式中： ｎ 为机构中活动构件数目； ｇ 为运动副的数目； ｆｉ为第 ｉ 个运动副的自由度； λ 为机构的公共约

束数 （阶数 ｄ ＝ ６ － λ）； ν 为冗余约束数； ξ 为局部自由度数。
ｇ 和 ｆｉ按输入运动副类型自动计算， 而活动构件数为： ｎ ＝ ｇ － １（单闭环）；ｎ ＝ ｇ － ｌ ＋ １（多闭环）。

式中： ｌ 为分支数。 此式仅适用于一个构件仅连接 ２ 个运动副时的情形。
显然， 计算自由度的关键环节是计算机构的 ３ 个参数： λ、 ν 和 ξ， 可以通过螺旋理论根据机构运

动副所含有的运动信息求出约束信息， 从而求出该 ３ 个参数。
１􀆰 １　 运动副螺旋及基本参数

单自由度运动副的单位运动螺旋定义 （Ｐｌüｃｋｅｒ 坐标） 为：
＄ ＝ （ｓ；ｓ０ ） ＝ （ｓ；ｒ × ｓ ＋ ｈｓ） ＝ （ ｌ，ｍ，ｎ；Ｐ，Ｑ，Ｒ）。 （２）

式中： ｓ 为螺旋轴线方向的单位矢量； ｌ、 ｍ、 ｎ 为 ｓ 的 ３ 个方向余弦； ｓ０ 为螺旋的对偶部矢量， ｓ０ ＝
（Ｐ，Ｑ，Ｒ） ； ｒ ＝ （ｘ，ｙ，ｚ） 是螺旋轴线上任意一点的位置矢量， ｘ、 ｙ、 ｚ 是该点的直角坐标值； ｈ 是节

距； Ｐ、 Ｑ、 Ｒ 是对偶部矢量的 ３ 个分量。
可用不同节距代表不同的单自由度运动副： ｈ ＝ ０ 是转动副 Ｒ， ｈ ＝ ∞ 是移动副 Ｐ， ｈ ＝ Ｃｏｎｓｔ

（Ｃｏｎｓｔ 为不等于零的常数） 是螺旋副 Ｈ。
根据式 （２）， 可以按 “轴线及位置矢量” 或 “Ｐｌüｃｋｅｒ 坐标” 两种方式输入螺旋信息， 程序界面

如图 １。
表 １ 列出了常见运动副按 “轴线及位置矢量” 方式的输入参数。

·４３３·
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图 1 程序界面

Fig.1 User interface of the program

X Y Z

XA YA ZA

M=d(n-g)+∑f+v-孜 或 M=∑f-dl+v-孜

表 １　 常用运动副输入参数及螺旋表示

Ｔａｂ􀆰 １　 Ｉｎｐｕｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｎｄ ｓｃｒｅｗｓ ｏｆ ｃｏｍｍｏｎｌｙ ｕｓｅｄ ｔｙｐｅｓ ｏｆ ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ｐａｉｒｓ

运动副 Ｋｉｎｅｍａｔｉｃ Ｐａｉｒ 符号 Ｓｙｍｂｏｌ 基本输入参数 Ｂａｓｉｃ ｉｎｐｕｔｓ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ 螺旋矢量 Ｓｃｒｅｗ ｖｅｃｔｏｒｓ

转动副（Ｒ）
Ｒｅｖｏｌｕｔｅ

s

r

s

r

s

r

ｒ ＝ （ｘ，ｙ，ｚ）；
ｓ ＝ （ ｌ，ｍ，ｎ）。 ＄ ＝ （ｓ；ｒ × ｓ）。

移动副（Ｐ）
Ｐｒｉｓｍａｔｉｃ s

ss
ｓ ＝ （ ｌ，ｍ，ｎ）。 ＄ ＝ （０；ｓ）。

螺旋副（Ｈ）
Ｈｅｌｉｃａｌ

s

r rh

ｒ ＝ （ｘ，ｙ，ｚ）；
ｓ ＝ （ ｌ，ｍ，ｎ）；
ｈ。

＄ ＝ （ｓ；ｒ × ｓ ＋ ｈｓ）。

圆柱副（Ｃ）
Ｃｙｌｉｎｄｒｉｃ

s
r

s

r

ｒ ＝ （ｘ，ｙ，ｚ）；
ｓ ＝ （ ｌ，ｍ，ｎ）。

＄ １ ＝ （ｓ；ｒ × ｓ） ； ＄ ２ ＝ （０；ｓ）。

万向铰（Ｕ）
r

s1

s2 ｒ ＝ （ｘ，ｙ，ｚ）；
ｓ１ ＝ （ ｌ１ ，ｍ１ ，ｎ１ ）；
ｓ２ ＝ （ ｌ２ ，ｍ２ ，ｎ２ ）。

＄ １ ＝ （ｓ１ ；ｒ × ｓ１ ） ；
＄ ２ ＝ （ｓ２ ；ｒ × ｓ２ ）。

球面副（Ｓ）
Ｓｐｈｅｒｉｃａｌ

r
s1 s2

s3=s1×s2 ｒ ＝ （ｘ，ｙ，ｚ）；
ｓ１ ＝ （ ｌ１ ，ｍ１ ，ｎ１ ）；
ｓ２ ＝ （ ｌ２ ，ｍ２ ，ｎ２ ）。

＄ １ ＝ （ｓ１ ；ｒ × ｓ１ ） ；
＄ ２ ＝ （ｓ２ ；ｒ × ｓ２ ） ；
＄ ３ ＝ （ｓ１ × ｓ２ ；ｒ × （ｓ１ × ｓ２ ））。

平面副（Ｆ）
Ｆｌａｔ ／ Ｐｌａｎａｒ

s3=s1×s2
s1 s2

r

ｒ ＝ （ｘ，ｙ，ｚ）（平面上的点）；
ｓ１ ＝ （ ｌ１ ，ｍ１ ，ｎ１ ）；
ｓ２ ＝ （ ｌ２ ，ｍ２ ，ｎ２ ）。

＄ １ ＝ （０；ｓ１ ） ； ＄ ２ ＝ （０；ｓ２ ） ；
＄ ３ ＝ （ｓ１ × ｓ２ ；ｒ × （ｓ１ × ｓ２ ））。
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其中， 球副 Ｓ 和平面副 Ｅ 仅输入相互不平行的 ２ 条螺旋轴线矢量 ｓ１、 ｓ２ （并不要求正交）， 然后

程序自动求出与该 ２ 条轴线正交的第三条螺旋轴线 ｓ３。 本程序已经解决了 Ｍａｔｌａｂ 须先定义字符变量

再使用的传统方法， 可在图 １ 界面中的螺旋轴线矢量、 轴线上坐标点或 Ｐｌüｃｋｅｒ 坐标输入框中输入由

任意字母和数字组合的字符变量， 及由变量和 “ ＋ 、 － 、 ∗、 ／ ” 运算符号， 甚至正弦、 余弦等三角

函数组成的简单表达式， 真正做到基于字符变量的自由度计算机自动分析计算。
文献 ［２， ６］ 等提倡尽量多的用 ０、 １ 表达螺旋坐标元素， 但如此输入会弱化运动螺旋模型中所

蕴含的部分运动信息。 为了正确自动分析局部自由度， 输入参数时还要注意以下规则。
１） 多环机构的分支中存在两 Ｓ 副及局部转动自由度。 多环机构中， 位置坐标都取各自球心， 而

用 （１， ０， ０）、 （０， １， ０） 和 （０， ０， １） 的 ３ 条正交轴代表其等效转动轴； 在单环机构中则要以两

球心连线作为两 Ｓ 副各自的 １ 条螺旋轴线， 见表 ２ 中的 （Ｓ…Ｓ） 结构形式的 ｓＡ１和 ｓＢ１
。

表 ２　 单环机构中存在局部自由度的 ８ 种结构组合形式

Ｔａｂ􀆰 ２　 Ｅｉｇｈｔ ｋｉｎｄｓ ｏｆ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ ｐａｓｓｉｖｅ
ｄｅｇｒｅｅ ｏｆ ｆｒｅｅｄｏｍ ｉｎ ｓｉｎｇｌｅ ｌｏｏｐ ｍｅｃｈａｎｉｓｍｓ

单环结构组成
Ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｓｉｎｇｌｅ Ｌｏｏｐ

结构特点
Ｆｅａｔｕｒｅｓ ｏｆ Ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｓ

1)

2)

3)

4)

A
B

sA
sB

S…S
A BsA sB

R…S
A BsA sB

C…S
A BsA sB

R…R

1

1

1

1

存在两 Ｒ 副轴线同轴
（节距等于零）
Ａｘｅｓ ｏｆ ｔｗｏ Ｒ ｐａｉｒｓ ａｒｅ ｃｏ⁃
ａｘｉａｌ（ｐｉｔｃｈ ｅｑｕａｌ ｔｏ ｚｅｒｏ）
＄ Ａ１ × ＄ Ｂ１ ＝ ０
＄ Ａ × ＄ Ｂ１ ＝ ０
＄ Ａ × ＄ Ｂ ＝ ０

5)
A sA

B sB

hB
hA H…H

存在两 Ｈ 副轴线同轴
且节距相等
Ａｘｅｓ ｏｆ ｔｗｏ Ｈ Ｐａｉｒｓ 　 ａｒｅ
ｃｏａｘｉａｌ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ｐｉｔｃｈｅｓ
ａｒｅ ｅｑｕａｌ ｔｏ ｅａｃｈ ｏｔｈｅｒ
＄ Ａ × ＄ Ｂ ＝ ０
且（ａｎｄ） ｈＡ ＝ ｈＢ

A
B

P…P

sA sB

C…C

C…P

A
B

sA sB

A
B

sA sB

6)

7)

8)

存在两 Ｐ 副的导路矢
量相互平行
Ａｘｅｓ ｏｆ ｔｗｏ Ｐ ｐａｉｒｓ ａｒｅ
ｐａｒａｌｌｅｌ ｔｏ ｅａｃｈ ｏｔｈｅｒ
ｓＡ × ｓＢ ＝ ０

　 　 说明 Ｎｏｔｅ： Ａ、 Ｂ 等表示运动副上的点 Ｉｔａｌｉｃｉｚｅｄ ｃａｐｉｔａｌ ｌｅｔ⁃
ｔｅｒｓ Ａ， Ｂ， ｅｔｃ． ｉｎｄｉｃａｔｅ ｔｈｅ ｐｏｉｎｔｓ ｏｎ ｔｈｅ ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ｐａｉｒ

２） 分支 （含单环） 中存在 Ｒ 副 ／ Ｃ 副， 且

其回转轴线确实指向同一分支中 Ｓ 副的球心，
则存在局部转动自由度。 故 Ｒ 副 ／ Ｃ 副螺旋轴

线上的位置坐标取球副中心坐标， 而 Ｓ 副中取

１ 条螺旋轴线等于 Ｒ 副 ／ Ｃ 副的螺旋轴线， 见表

２ 中的 （Ｒ…Ｓ） 和 （Ｃ…Ｓ） 结构形式的 ｓＢ１
＝

ｓＡ； 按 “Ｐｌüｃｋｅｒ 坐标” 输入时， 则球副有 １ 螺

旋与 Ｒ 副 ／ Ｃ 副的 １ 螺旋相同。
３） 对平面副 Ｅ， 若分支中同时存在其他

运动副， 并且该运动副含有与平面平行的 Ｐ
副， 则该分支有局部移动自由度； 若分支中同

时存在其他运动副， 且该运动副含有与该平面

垂直的 Ｒ 副， 则该分支有局部转动自由度。 故

前者要注意将 Ｅ 副中的移动导路矢量方向处理

成与相关 Ｐ 副导路矢量方向平行； 后者则要将

Ｅ 副含有的转动轴处理成与相关 Ｒ 副同轴。
点、 线接触的高副处理方式类似。 例如， 滚子

推杆凸轮机构中高副等效于 Ｒ、 Ｐ 副， 其中的

Ｒ 副轴线要处理成与滚子转动副同轴。
此外， 虽然螺旋系的相关性与坐标系选择

无关［２］， 但若是对称并联机构， 因运动螺旋需

合并在一起分析， 故若按分支局部坐标系输入

参数， 要给出局部坐标与全局坐标的转动关系，
程序会在合并为动平台的运动螺旋集 Ｓ 前先进

行螺旋坐标变换。 总之， 要计算局部自由度时，
应输入更符合实际运动副运动状态的模型。
１􀆰 ２　 由 Ｐｌüｃｋｅｒ 坐标反求位置矢量及节距

假设坐标系原点向螺旋轴线所作垂线的垂足位置矢量为 ｒ ＝ （ ｒｘ，ｒｙ，ｒｚ） ， 因两正交矢量数量积为

零［１９］， 有：
ｓ·ｒＴ ＝ ０。 （３）

已知螺旋的 Ｐｌüｃｋｅｒ 坐标时， 式 （２） 和式 （３） 组成的线性方程组有 ４ 个标量方程， ４ 个变量 ｒｘ、ｒｙ、ｒｚ
和 ｈ， 故可求出 ｒ （垂足点） 和节距 ｈ。 注意， 反求得到的 ｒ 将不同于原来的设定， 故给 “新建机构”

·６３３·
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界面设定好选择输入方式后不再改变。
１􀆰 ３　 运动螺旋集和约束螺旋集

设 ＄ ｊｉ为第 ｊ 个分支中第 ｉ 个运动副的运动螺旋， 则分支 ｊ 中所有运动螺旋所组成的螺旋集 （所有

螺旋相加， 可含重复螺旋） 就是该分支的运动螺旋集， 写成矩阵： Ｓ ｊ ＝ ［ ＄ ｊ１ ； ＄ ｊ２ ；…］ 。 将机构所有

分支的运动螺旋集合并， 构成了机构运动螺旋集 Ｓ。 Ｓ ｊ和 Ｓ 都可能线性相关。
根据运动螺旋和其约束螺旋的互易积为零， 或根据文献 ［１７］ 介绍的 “快速计算法”， 可以求出

Ｓ ｊ对应的约束螺旋 Ｓｒ
ｊ 。 本文则用商业软件 Ｍａｔｌａｂ 提供的更简洁、 快速的方法， 即先用 Ｍａｔｌａｂ 的 ｎｕｌｌ

函数求出 Ｓ ｊ的零空间 Ｓ ｊ′， 再将其前 ３ 列与后 ３ 列对换， 即得到 Ｓｒ
ｊ 。 将机构所有分支约束螺旋集相加，

构成了动平台约束螺旋集 Ｓｒ 。 注意： 求出 Ｓｒ
ｊ 非空时， 肯定是线性无关的， 但 Ｓｒ 可能线性相关。

１􀆰 ４　 局部自由度分析计算

一个并联机构的一条分支串联链中， 如有 ４ 个转动副轴线平行， 则形成局部自由度［２］ 。 但若同样

由这 ４ 个轴线平行的转动副组成单环机构 （这时是平面四连杆机构）， 其运动螺旋系肯定线性相关

（单环机构的运动螺旋集必线性相关， 否则是不能相互运动的桁架）， 此时机构自由度为 １， 而不存在

局部自由度。 所以， “局部运动螺旋系 Ｓ ｊ线性相关则存在局部自由度” 的准则只适用于多环机构， 单

环机构的判定条件要修正。 这个例子也说明， 如果将自由度 （含局部自由度） ≥１ 的单环机构作为多

环并联机构的一个分支， 则该分支必然是线性相关的， 即该分支存在局部自由度。
另外， 不同类型的多自由度运动副之间可以具有局部自由度， 但是要将多自由度运动副等效为单

自由度的运动副后， 同类型的单自由度运动副之间才可能存在局部自由度。 即， Ｒ 副、 Ｐ 副和 Ｈ 副

（包括等效复合副中的 Ｒ 副和 Ｐ 副， 下同） 相互之间不可能产生局部自由度， 只有同样的 Ｒ 副之间、
Ｈ 副之间才可能产生转动局部自由度， 同样的 Ｐ 副之间才可能产生移动局部自由度。 螺旋副 Ｈ 理论

上来说也是 Ｒ、 Ｐ 复合副， 但 Ｈ 副本身含有的位移信息及转动信息综合在了 １ 个螺旋中， 它们与其他

Ｐ 副的位移信息及其他 Ｒ 副的转动信息都不相同。 或者说， Ｈ 副不可能与其它类型的运动副形成移动

或转动局部自由度， 但不同位置的 Ｈ 副之间可能存在转动局部自由度。 推论： 多个 （≥２） 有相同节

距的螺旋之间才存在局部自由度， 不同节距螺旋之间不存在局部自由度。
１􀆰 ４􀆰 １　 多环机构

多环机构分支中存在局部自由度的充要条件： 分支中存在多个 （≥２） 有相同节距的螺旋， 且分

支中的运动螺旋集线性相关。 注意：
１） 局部相对运动的两构件可以是邻近的两构件， 也可以是分支中距离较远的两构件， 即， 这种

“局部” 涵盖到整个分支。
２） 分支中局部自由度数：

ξ ｊ ＝ ｓｉｚｅ（Ｓ ｊ，１） － ｒａｎｋ（Ｓ ｊ）。 （４）
其中： ｒａｎｋ（Ｓｉ） 是 Ｍａｔｌａｂ 求矩阵 Ｓｉ 的秩数的函数； ｓｉｚｅ（Ｓｉ，１） 是求 Ｓｉ 行数的函数。

３） 运动螺旋集线性相关就表明有相同节距的螺旋， 这里增加该条件是为了便于观察。 多环机构

分支中线性相关的螺旋几何特征比较复杂， 例如， ２ 个转动螺旋共轴且等节距、 ２ 个移动副导路平行、
３ 个以上转动轴平行等组成的螺旋系都是线性相关的。 更多的几何条件可参考文献 ［２］， 可用式

（４） 求得 ξ ｊ ＞ ０， 则表示运动螺旋集线性相关。
１􀆰 ４􀆰 ２　 单环机构

单环机构分支中存在局部自由度的充要条件： 机构中存在两个有相同节距的螺旋， 且各自 Ｐ 副

的导路矢量相互平行， 或各自非 Ｐ 副 （ｈ ＝ Ｃｏｎｓｔ 或 ｈ ＝ ∞ ） 螺旋同轴。 注意：
１） 若单环机构中一个运动副与多个运动副可能都满足相同的局部自由度存在条件， 则满足相同

条件的运动副中只有 ２ 个运动副产生同性质 （相对转动或移动） 的局部自由度。 一般根据最小阻力

定律判定局部自由度发生位置， 本文规定该运动副仅与符合条件最近的运动副之间存在 １ 个局部自由

·７３３·
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度。 单环机构中可能存在多个不同性质， 或者同性质但不同条件的局部自由度。
２） 表 ２ 列出了单环机构中两运动副存在局部自由度的 ８ 种典型结构组合形式。
编程用到两个重要关系： 两矢量叉乘等于 ０ 矢量时表示两矢量或两螺旋相互平行， 而两螺旋的叉

积 （旋量积） 等于 ０ 螺旋时表示两螺旋共线。 两螺旋的叉积定义为：
＄ １ × ＄ ２ ＝ （ｓ１ ＋∈ ｓ０

１ ） × （ｓ２ ＋∈ ｓ０
２ ） ＝ ｓ１ × ｓ２ ＋∈ （ｓ１ × ｓ０

２ ＋ ｓ０
１ × ｓ２ ）。 （５）

１􀆰 ５　 过约束分析计算

１􀆰 ５􀆰 １　 公共约束数 λ 计算

求出 Ｓ 中最大线性无关的一组集， 就得到机构运动螺旋系 ｓｍ （大写 Ｓ 表示可能线性相关的螺旋

集， 小写 ｓ 表示线性无关的螺旋系， 下同）。 用 ｎｕｌｌ 函数求出 ｓｍ的零空间， 再将其前 ３ 列与后 ３ 列对

换， 得到机构的公共约束螺旋系 ｓｒ
ｃ 。 ｓｒ

ｃ 表示所有运动副对机构的共同约束， 即其对应矩阵的行数就是

机构的公共约束数， 即： λ ＝ ｒａｎｋ（ｓｒ
ｃ） ＝ ｓｉｚｅ（ｓｒ

ｃ，１）。 由于 ｓｒ
ｃ 是线性无关的， 其秩等于行数。

１􀆰 ５􀆰 ２　 冗余约束数 ν 计算

将动平台约束螺旋集 Ｓｒ 扣除机构公共约束螺旋系 ｓｒ
ｃ ， 得到动平台剩余约束螺旋集 Ｓｒ

ｐ ＝ Ｓｒ － ｓｒ
ｃ

（这里减号指消除矩阵 Ｓｒ 中所有与 ｓｒ
ｃ 相同的行）。 求其秩得到线性无关数 ｋ； 或求其最大线性无关的

一组集， 就得到动平台扣除公共约束之后受到的独立约束螺旋系 ｓｒ
ｐ 。 则线性相关的约束数， 也就是

冗余约束 （虚约束） 数为：
ν ＝ ｓｉｚｅ（Ｓｒ

ｐ，１） － ｒａｎｋ（Ｓｒ
ｐ） ＝ ｓｉｚｅ（Ｓｒ

ｐ，１） － ｓｉｚｅ（ｓｒ
ｐ，１）。 （６）

文献 ［２， １７］ 给出的冗余约束数公式是

ν ＝ （∑
ｌ

ｊ ＝ １
ｑ ｊ － λｌ） － ｋ。 （７）

式中： ｑ ｊ是第 ｊ 分支的独立约束螺旋数； ｋ 是 Ｓｒ
ｐ 的秩数或是 ｓｒ

ｐ 的行数。
显然， 式 （６） 和式 （７） 的内涵都是指与其他约束线性相关的冗余约束数， 没有差别。 两式也

适用于单闭环机构， 当然， ν 是多分支并联而产生的， 单闭环的 ν 为零。
１􀆰 ６　 二次反螺旋及应用

若求出 Ｓｒ 中线性无关的一组集 ｓｒ ， 再次求反螺旋， 则得到二次反螺旋 ｓｒｒ 。 对并联机构， ｓｒｒ 表示

动平台的运动可能性， 对应矩阵的行数就是动平台的自由度； 对单闭环或开环机构， ｓｒｒ 代表末杆 （拆

架后的机架或开环的末杆） 的运动螺旋， 其行数为末杆的自由度数或机构阶数。
注意， 若用 ｎｕｌｌ 函数求得二次反螺旋 ｓｒｒ ＝ ［ ］ ， 要根据末杆 （动平台） 是无约束的自由状态还

是全约束不能动两种情况来调整 ｓｒｒ ， 即：

ｓｒｒ ＝
ｒｒｅｆ（ｓｍ）， 如果 ｒａｎｋ（ｓｒ） ＝ ０；

［ ］， 如果 ｒａｎｋ（ｓｒ） ＝ ６。
{

式中： ｒｒｅｆ 是 Ｍａｔｌａｂ 的简化列梯形矩阵函数。
此外， 对于分支含闭环的并联机构， 如 Ｄｅｌｔａ 机构［２，８，１７］ ， 可以先分析分支闭环中假设为动平台的

运动螺旋系 ｓｒｒ ， 观察或用式 （２） 和式 （３） 组成的线性方程组求出对应的螺旋轴线矢量及轴线上特

定点位置矢量， 然后将机构中的分支闭环用等效运动副螺旋替换 （若按 “Ｐｌüｃｋｅｒ 坐标” 方式输入机

构运动副信息时， 分支闭环直接用相应 ｓｒｒ 等效替换即可）， 则可分析这类机构自由度。

２　 实例分析
用本程序分析了平面、 空间、 单环及多环等各类机构的自由度， 计算结果完全正确， 且绝大多数

机构的计算效率非常高。 以下举例说明判定机构局部自由度的方法及过程。
２􀆰 １　 麦弗逊 （ＭａｃＰｈｅｒｓｏｎ） 式转向悬架

图 １ 界面中的机构是麦弗逊转向悬架［１９］ ， 不考虑车轮转动， 该多环机构就是一个以转向节 ＤＢＣ

·８３３·
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为动平台的并联机构， 三个分支分别为 ＧＥＣ （运动副类型分别为 Ｐ、 Ｓ、 Ｓ）、 ＡＤ （ Ｓ、 Ｃ）、 ＦＢ （ Ｒ、
Ｓ）。 在转向器齿条左右对称位置上建立如图 １ 所示全局坐标系， 则根据前面参数输入规则， Ｃ、 Ｅ、 Ｂ
位置球副的 ２ 条特征回转轴线取简单的 ０、 １ 元素， 但 Ａ 处球副的 １ 条特征回转轴线要按表 ２ 的 Ｃ…Ｓ
结构形式输入， 即各运动副的特征回转轴线方向分别为：

ｓＧ ＝ （０，１，０） ； ｓＥ１
＝ ｓＣ１

＝ （１，０，０）；ｓＥ２
＝ ｓＣ２

＝ （０，１，０） ； ｓＡ１
＝ ｓＤ ＝ （ ｌ，ｍ，ｎ）；ｓＡ２

＝ （１，０，０） ；
ｓＢ１

＝ （０，０，１）；ｓＢ２
＝ （０，１，０）；ｓＦ ＝ （１，０，０） ；

输入上述螺旋轴线矢量方向及各运动副位置矢量， 可求出 ３ 个分支各运动副的运动螺旋。
ＧＥＣ 分支：
＄ Ｇ ＝ （０ ０ ０； ０ １ ０）； ＄ Ｅ１

＝ （１ ０ ０； ０ ０ － ｙＥ）； ＄ Ｅ２
＝ （０ １ ０； ０ ０ ０）；

＄ Ｅ３
＝ （０ ０ １； ｙＥ ０ ０）； ＄ Ｃ１

＝ （１ ０ ０； ０ ｚＣ － ｙＣ）； ＄ Ｃ２
＝ （０ １ ０； － ｚＣ ０ ｘＣ）；

＄ Ｃ３
＝ （０ ０ １； ｙＣ － ｘＣ ０） 。
ＡＤ 分支：
＄ Ａ１

＝ （ ｌ ｍ ｎ； ｙＡｎ － ｚＡｍ ｚＡ ｌ － ｘＡｎ ｘＡｍ － ｙＡ ｌ）； ＄ Ａ２
＝ （０ １ ０； － ｚＡ ０ ｘＡ）； ＄ Ａ３

＝
（ － ｎ ０ ｌ； ｙＡ ｌ － ｘＡ ｌ － ｚＡｎ ｙＡｎ）； ＄ Ｄ１

＝ （０ ０ ０； ｌ ｍ ｎ）； ＄ Ｄ２
＝ ＄ Ａ１

。
ＦＢ 分支：
＄ Ｆ ＝ （１ ０ ０； ０ ｚＦ － ｙＦ）； ＄ Ｂ１

＝ （１ ０ ０； ０ ｚＢ － ｙＢ）； ＄ Ｂ２
＝ （０ １ ０； － ｚＢ ０ ｘＢ）；

＄ Ｂ３
＝ （０ ０ １； ｙＢ － ｘＢ ０） 。
故各分支运动螺旋集：
ＳＧＥＣ ＝ （ ＄ Ｇ； ＄ Ｅ１

； ＄ Ｅ２
； ＄ Ｅ３

； ＄ Ｃ１
； ＄ Ｃ２

； ＄ Ｃ３
） ； ＳＡＤ ＝ （ ＄ Ａ１

； ＄ Ａ２
； ＄ Ａ３

； ＄ Ｄ１
； ＄ Ｄ２

） ；
ＳＦＢ ＝ （ ＄ Ｆ； ＄ Ｂ１

； ＄ Ｂ２
； ＄ Ｂ３

） 。
ＳＧＥＣ为线性相关的 ７ × ６ 矩阵， 其秩为 ６， ξＧＥＣ ＝ １； ＳＡＤ为线性相关的 ５ × ６ 矩阵， 秩为 ４ （注意， Ｄ

处圆柱副坐标点取 Ａ 点坐标， 否则该矩阵线性无关）， ξＡＤ ＝ １； ＳＦＢ为线性无关的 ４ × ６ 矩阵， 秩为 ４，
ξＦＢ ＝ ０。 ＧＥＣ 分支不存在反螺旋， ＡＤ 及 ＦＢ 分支各有 ２ 个反螺旋 （见图 １ 结果处）。 最后程序分析得到

ｓｒ
ｃ 是空集， ４ 个反螺旋都是剩余约束且线性无关， 所以： λ ＝ ０， ν ＝ ０， ξ ＝ ξＧＥＣ ＋ ξＡＤ ＝ ２， Ｍ ＝ ２。

这里 Ｍａｔｌａｂ 直接用运动副坐标的字符变量计算， 得出各运动螺旋及反螺旋， 涉及的变量虽然多， 但

不计轴线矢量和位置矢量的输入时间， 程序分析过程耗时约 １􀆰 ２ ｓ， 这是手工计算难以达到的。
２􀆰 ２　 空间转向梯形机构

图 2 RSSR 空间转向梯形机构

Fig.2 RSSR spatial steering
trapezoidal mechanism

ＲＳＳＲ 空间转向梯形机构简图如图 ２ 所示。 其中： Ａ、 Ｄ 处为转动

副， Ｂ、 Ｃ 处为球副。 该机构有 ８ 个运动螺旋， 按参数输入规则， 得到

两球副中各有一条运动螺旋分别为：
＄ Ｂ１

＝ （Δｘ，Δｙ，Δｚ；ｙＢΔｚ － ｚＢΔｙ，ｚＢΔｘ － ｘＢΔｚ，ｘＢΔｙ － ｙＢΔｘ）；
＄ Ｃ１

＝ （Δｘ，Δｙ，Δｚ；ｙＣΔｚ － ｚＣΔｙ，ｚＣΔｘ － ｘＣΔｚ，ｘＣΔｙ － ｙＣΔｘ）。
式中： Δｘ ＝ ｘＣ － ｘＢ；Δｙ ＝ ｙＣ － ｙＢ；Δｚ ＝ ｚＣ － ｚＢ。
这是单环机构， ＄ Ｂ１

× ＄ Ｃ１
＝ ０ ， 且 ｈＢ１

＝ ｈＣ１
＝ ０， 因此两个球副之

间有一个转动局部自由度， 即 ξ ＝ １， 而 Ｍ ＝ １。 若选 ＢＣ 杆为动平台，
机构就相当于有两个分支 （２ － ＲＳ） 的并联机构， 两个球副在不同的分

支中， 此时无法判定其存在局部自由度， 所以 ξ ＝ ０， 但 Ｍ ＝ ２。 实际上， 这是因为 Ｂ、 Ｃ 球副之间的

构件是输出构件， 其产生的绕自身轴线的转动自然计入到了输出构件的自由度中。 这也说明对含有局

部自由度的机构， 用式 （１） 计算的自由度数与输出构件选择有关。 或者按文献 ［２０］ 的观点， 该机

构的自由度是 ２， 名义自由度是 １。
本例中， 若不以两球心连线作为两球副的一条转动轴线， 而是用 ｓＢ１

＝ ｓＣ１
＝ （ ｌ，ｍ，ｎ） 计算运动螺

·９３３·
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旋， 则得到机构的运动螺旋集维数是 ８， 秩是 ６， 所以 Ｍ ＝ ２， 也无法判定局部自由度。
２􀆰 ３　 双螺旋机构

图 3 双螺旋机构

Fig.3 Double screw mechanism

如图 ３ 机构中， 由 ３ 个构件和 ３ 个运动副组成， 其中 Ａ、 Ｂ 处各

有 １ 个螺旋副， Ｃ 处 １ 个移动副。 ３ 个运动螺旋分别为：
＄ Ａ ＝ （１ ０ ０； ｈＡ ０ ０）； ＄ Ｂ ＝ （１ ０ ０； ｈＢ ０ ０）；

＄ Ｃ ＝ （０ ０ ０； １ ０ ０）。
其反螺旋有 ４ 个 （略）， λ ＝ ４， ν ＝ ０。 根据其结构 ＄ Ａ × ＄ Ｂ ＝ ０ ，

即两运动螺旋满足同轴条件。 按两种情形讨论：
１） 当 ｈＡ≠ｈＢ时， 上述 ３ 个运动螺旋线性相关 （秩为 ２）， 但并不存在局部自由度， 可求得 ξ ＝ ０，

Ｍ ＝ １， 这与文献 ［２］ 结果相同。
２） 若 ｈＡ ＝ ｈＢ （螺旋同向） 时， ３ 个运动螺旋线性相关， 秩也仍然为 ２， 本文程序最后求得 ξ ＝ １，

Ｍ ＝ ０。 因为依据表 ２， 这种情形下有一个局部转动自由度， 表明这时构件 １ 的转动仅是构件 １ 的螺旋

转动， 并没有带动构件 ２ 产生相对机架 ３ 的移动。 文献 ［２］ 没有分析这一情形。 这个例子表明， 单

环机构不能单用 “运动螺旋系线性相关” 来判定局部自由度， 单环机构中运动螺旋集线性相关只是

表明其部分或全部构件可动。
另外， 如果将 ２ 个螺旋副都等效为 ＲＰ 副， 按情形 （２） 分析， 会错误判断出存在 ３ 个局部自由

度， 故而不能将螺旋副 Ｈ 等效为 ＲＰ 副。
２􀆰 ４　 凸轮机构

图 4 平面凸轮机构

Fig.4 Planar plate cams

图 ４ 凸轮机构也属于单环机构， 由于高副可以用 ＲＰ 等效 （螺旋分别用 ＄ ＢＰ

和 ＄ ＢＲ表示）， 这个机构相当于是 ＲＲＰＲＰ 单闭环机构， 其 ５ 个运动螺旋为：
＄ Ａ ＝ （ ０ ０ １； ０ ０ ０）； ＄ ＢＰ ＝ （ ０ ０ ０； ｌ ｍ ｎ）； ＄ ＢＲ ＝

＄ Ｃ ＝ （０ ０ １； ｙＢ － ｘＢ ０）； ＄ Ｄ ＝ （０ ０ ０； ０ １ ０）。
其中： ＄ ＢＰ ＝ ＄ Ｃ， 有 ＄ ＢＲ × ＄ Ｃ ＝ ０ ， 机构有 ３ 个反螺旋 （略）， 最后求

出 λ ＝ ３， ν ＝ ０， ξ ＝ １， Ｍ ＝ １， 与实际情况相符。 当然这时求出的活动构件数

ｎ ＝ ４， 它是在高副低代时增加了一个虚拟杆造成的。 当机构中含有没列在表

１ 中的等效复合运动副时， 计算得到的活动构件数 ｎ 大于实际构件数， 此时

的 ｎ 仅仅是作为计算的参考。
２􀆰 ５　 ＲＲＦＲＣ 机构

图 5 RRFRC 机构

Fig.5 RRFRC mechanism

ＲＲＦＲＣ 机构简图见图 ５。 其中： Ｃ 处是平面副； Ｅ 处是圆柱副； 其余

是转动副。 各运动副螺旋轴线为：
ｓＡ ＝ （１，０，０）；ｓＢ ＝ （ａ，ｂ，ｃ）；ｓＣ１

＝ （ ｌＣ１
，ｍＣ１

，ｎＣ１
）；ｓＣ２

＝ （ ｌＣ２
，ｍＣ２

，ｎＣ２
）；

ｓＤ ＝ （ｅ，ｆ，ｇ）；ｓＥ ＝ （０，１，０）
式中： ｓＣ１

、 ｓＣ２
是平面副上两不平行的矢量， 则可以获得由 ８ 个螺旋组成

的螺旋集， 秩为６， ξ ＝ ０， Ｍ ＝ ２。 但若机构运动到某个位置瞬间， 平面副与 ｙ
轴平行， 即： ｓＣ２

＝ （０，１，０） ， 则螺旋集的维数及秩数不变， 但 ｓＣ２
× ｓＥ ＝ ０ ，

这时不同构件的 Ｃ、 Ｅ 两点之间产生瞬时局部自由度， 即： ξ ＝ １， Ｍ ＝ １。

３　 结论
本文利用 Ｍａｔｌａｂ 提供的强大字符变量、 矩阵处理能力， 编写了基于螺旋理论的机构自由度自动

分析计算程序。 程序可在矢量或坐标输入框处输入任意字母、 数字和简单三角函数等组成的表达式，
使运动螺旋模型更符合实际情况， 也便于局部自由度的自动分析计算。 与手工计算相比， 分析计算效

率更高效。 总结得到以下结论： １） 分支中运动螺旋系线性相关存在局部自由度的判断准则只适用于

·０４３·
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多环机构。 单环机构中两副之间存在局部移动自由度的充要条件是： 存在两个 ｈ ＝ ∞ 的螺旋导路矢量

相互平行； 或者， 分支中存在 ０ ＜ ｈ ＜ ∞ 的螺旋同轴且节距相等。 这也同时表明， 同分支具有同类型

运动性质的运动副之间才可能产生局部自由度， 否则不可能产生局部自由度。 ２） 相对局部运动的范

围可以扩展到整个分支中， 即同一分支中不同构件上的运动副之间。 但若单环机构中一个运动副与多

个运动副都满足局部自由度的充要条件， 则规定该运动副仅与其符合相同条件最近的运动副产生一个

局部自由度。 ３） 要正确分析局部自由度， 分支中球副与平面副的三条等效轴线必须按其与分支中其

他 Ｐ 副、 Ｒ 副、 Ｈ 副轴线是否平行、 对心同轴来选取。 Ｍａｔｌａｂ 的字符变量处理能力可以满足运动副按

实际信息输入的要求。 ４） 提出由螺旋反求螺旋线上特殊点坐标及螺旋节距的方法， 可用于并联机构

分支闭环等效运动副的参数输入。
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