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双繁星 Ｗｉｅｎｅｒ 指标的极值
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［摘要］ 一个连通的无圈分子图 （树） 称为双繁星， 如果删去其所有悬挂点后， 得到的分子图是双星

树。 主要考虑双繁星的 Ｗｉｅｎｅｒ 指标的极值问题， 完全刻画了具有固定顶点数的双繁星的最小 Ｗｉｅｎｅｒ 指标。
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０　 引言
设 Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ） 是一个连通的简单图， 其中， Ｖ 是顶点集， Ｅ 是边集。 连通图 Ｇ 的 Ｗｉｅｎｅｒ 指标［１］

定义为

Ｗ（Ｇ） ＝ ∑
｛ｕ，ｖ｝⊆Ｖ

ｄＧ（ｕ，ｖ）， （１）

其中， ｄＧ（ｕ，ｖ） 表示 Ｇ 中顶点 ｕ 和 ｖ 之间的距离。
在图论中， 把一个化学分子的原子用顶点表示， 原子间形成的化学键用边表示， 这样得到的图称

为此化学分子对应的分子图［２ － ３］ 。 分子图的图论不变量可以预测相应分子的物理与化学性质， 这种不

变量称为分子图的拓扑指标。 早在 １９４７ 年， Ｗｉｅｎｅｒ 为了研究无圈分子图的化学性质就提出了图的

Ｗｉｅｎｅｒ 指标的概念［１］ ， 而式 （１） 则由文献 ［４］ 首次提出， 以此来预测链烷烃的沸点［１］ 。 文献 ［４］
还发现， Ｗｉｅｎｅｒ 指标和化合物的化学性质之间有很强的相关性。 可以说， Ｗｉｅｎｅｒ 指标是迄今为止组

合 （数学） 化学中最重要的拓扑指标之一， 是数学化学领域 （特别是图论） 中的一个热门研究问题，
得到了许多数学化学家与组合学家的重点关注［５ － ７］ 。

目前， 关于树 （无圈分子图） 的 Ｗｉｅｎｅｒ 指标已经有大量的研究结果［７ － ８］ 。 众所周知， 所有 ｎ 阶



集美大学学报 （自然科学版） 第 ２７ 卷

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

树中， 星形树 Ｓｎ 和路 Ｐｎ 分别是 Ｗｉｅｎｅｒ 指标最小和最大的树［９］ 。 文献 ［１０］ 确定了所有给定最大度

的 ｎ 阶树中 Ｗｉｅｎｅｒ 指标最小的树。 文献 ［１１］ 也给出： 在所有给定顶点度序列的 ｎ 阶树中， 贪婪树

的 Ｗｉｅｎｅｒ 指标最小， 贪婪毛毛虫树的 Ｗｉｅｎｅｒ 指标最大。 这里的贪婪树是由贪婪算法得到的树， 具体

定义参见文献 ［１１］； 贪婪毛毛虫树［１２］是指具有度序列为 （ｄ１ ，…，ｄｎ）（ｄ１ ≥ ｄ２ ≥ … ≥ ｄｋ ≥ ２ ＞ ｄｋ＋１ ＝
１） 的树， 它由给长为 ｋ － １ 的路 ｖ１ － ｖ２ － … － ｖｋ 添加悬挂边， 使其度序列为 ｄ（ｖ１ ） ≥ ｄ（ｖｋ） ≥ ｄ（ｖ２ ） ≥
ｄ（ｖｋ－１ ） ≥ … ≥ ｄ（ｖ［（ｋ＋１） ／ ２］ ） 而得到。 如果一个树删去其所有悬挂顶点后得到一条路， 则称该树为毛毛

虫树。 文献 ［１３］ 刻画了每个顶点的度都为奇数的 ｎ 阶树中具有最大与最小 Ｗｉｅｎｅｒ 指标的树。
给定两个满足 ｎ － １≥ｄ≥２ 的正整数 ｎ 和 ｄ， 设 Ｓ１ （ｎ，ｄ） 是只有一个顶点 ｕ 的度是 ｄ， 而其他顶点

ｖ（ｖ ≠ ｕ） 的度都不超过 ２ 的 ｎ 阶树的集合。 因此， 由 Ｓ１ （ｎ，ｄ） 的定义可以看出， Ｓ１ （ｎ，ｄ） 中的树有 ｄ
条路 Ｐ１ ，Ｐ２ ，…，Ｐｄ ， 且它们仅有一个公共顶点 ｕ。 分别用 ｎ１ ，ｎ２ ，…，ｎｄ 表示这 ｄ 条路 Ｐ１ ，Ｐ２ ，…，Ｐｄ 的

长度， 则有 ｎ － １ ＝ ∑
ｄ

ｉ ＝ １
ｎｉ 。 为了方便， 下文中记这种树为 Ｔ（ｎ；ｎ１ ，ｎ２ ，…，ｎｄ） 。 很显然， Ｓ１ （ｎ，ｄ） ＝

｛Ｔ（ｎ；ｎ１ ，ｎ２ ，…，ｎｄ） ｎ － １ ＝ ∑
ｄ

ｉ ＝ １
ｎｉ，ｎｉ ≥１，ｉ ＝ １，２，…，ｄ｝ 。 文献 ［１４］ 研究了 Ｓ１ （ｎ，ｄ） 中树的 Ｗｉｅｎｅｒ

指标与相应的偏序之间的关系， 并刻画了这类树的 Ｗｉｅｎｅｒ 指标的极值。
令 Ｓｄ ＋ １表示顶点集为 ｛ｖ０ ，ｖ１ ，…，ｖｄ｝ 、 中心为 ｖ０ 的星形树。 设 ｎ１ ≥ ｎ２ ≥ … ≥ ｎｄ 是 ｄ 个非负整数，

在 Ｓｄ ＋ １中的每个顶点 ｖｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｄ） 上添加 ｎｉ（ｎｉ ≥ ０） 条悬挂边， 从而得到一个 ｎ 阶类星树 （ｎ ＝

∑
ｄ

ｉ ＝ １
ｎｉ ＋ ｄ ＋ １） ， 记为 Ｓ（ｎ；ｎ１ ，ｎ２ ，…，ｎｄ） 。 文献 ［１５］ 称这类树为繁星， 并解决了繁星的极值能量问

题。 文献 ［１６］ 证明了在所有的 ｎ 阶繁星树 Ｓ（ｎ；ｎ１ ，ｎ２ ，…，ｎｄ） 中 Ｓ（ｎ；ｎ － ｄ － １，０，…，０） 的 Ｗｉｅｎｅｒ 指
标最小， Ｓ（ｎ；ｋ ＋ １，…，ｋ ＋ １üþ ýï ï ï ï ï

ｒ
，ｋ，…，ｋ}

ｄ－ｒ
） 的 Ｗｉｅｎｅｒ 指标最大， 其中 ｎ － ｄ － １ ＝ ｋｄ ＋ ｒ。

对于两个不相交的星形树 Ｓｒ ＋ １和 Ｓｔ ＋ １ ， 其顶点集分别为 ｛ｕ０ ，ｕ１ ，…，ｕｒ｝ 和 ｛ｖ０ ，ｖ１ ，…，ｖｔ｝ 。 本文将

用一条边连接它们的两个中心点 ｕ０ 和 ｖ０ 而得到的树称为双星， 记为 Ｓｒ，ｔ（ ｔ ≥ ｒ ≥ １） 。 例如， 双星 Ｓ２，３

如图 １ 所示。
给定两个非负整数 ｎ 与 ｍ， 设 Ｘ ＝ （ｎ１ ，ｎ２ ，…，ｎｒ） 和 Ｙ ＝ （ｍ１ ，ｍ２ ，…，ｍｔ） 是两个非负整数序列，

其中 ｎ１ ≥ ｎ２ ≥ … ≥ ｎｒ ≥ ０ ， ｍ１ ≥ ｍ２ ≥ … ≥ ｍｔ ≥ ０ ， 且满足 ∑
ｒ

ｉ ＝ １
ｎｉ ＝ ｎ 和 ∑

ｔ

ｉ ＝ １
ｍｉ ＝ ｍ 。 设 ＤＳｒ，ｔ（ｎ，

ｍ；Ｘ，Ｙ） 表示分别在上述双星 Ｓｒ，ｔ的每个顶点 ｕｉ（１ ≤ ｉ≤ ｒ） 上添加 ｎｉ 条悬挂边， 在每个顶点 ｖｊ（１ ≤ ｊ≤
ｔ） 上添加 ｍ ｊ 条悬挂边后得到的 Ｎ 阶树， 其中 Ｎ ＝ ｒ ＋ ｔ ＋ ｎ ＋ ｍ ＋ ２ 。 令 ＤＳ（ ｒ，ｔ；ｎ，ｍ） ＝ ｛ＤＳｒ，ｔ（ｎ，ｍ；

Ｘ，Ｙ） ∑
ｒ

ｉ ＝ １
ｎｉ ＝ ｎ ， ∑

ｔ

ｊ ＝ １
ｍ ｊ ＝ ｍ｝ 。 一个树 Ｔ 被称为双繁星， 若存在 ４ 个满足 ｔ ≥ ｒ ≥ １ 、 ｍ ＋ ｎ ≥ １ 的整

数 ｒ，ｔ，ｎ，ｍ ， 使得 Ｔ ∈ ＤＳ（ ｒ，ｔ；ｎ，ｍ） 。 对于 ２ 个非负整数序列 Ｘ ＝ （３，１） 、 Ｙ ＝ （２，２，１） 的双繁星

ＤＳ２，３ （４，５；Ｘ，Ｙ） 如图 ２ 所示。
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图 2 双繁星 DS2,3(4,5;X,Y)（X=(3,1)，Y=(2,2,1)）
Fig.2 A blossomed double star DS2,3(4,5;X,Y ) for X=(3,1) and Y=(2,2,1)

图 1 双星 S2，3

Fig.1 A double star S2，3

图 2 双繁星 DS2,3(4,5;X,Y )
DS2,3(4,5;X,Y )

本文考虑 ＤＳ（ｒ，ｔ；ｎ，ｍ） 中双繁星 Ｗｉｅｎｅｒ 指标的极值问题， 刻画了具有最小 Ｗｉｅｎｅｒ 指数的双繁星。

·６８·
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１　 主要结果及其证明
首先介绍一个关于 Ｗｉｅｎｅｒ 指标方面的重要结果。
引理 １［１］ 　 设 Ｔ 是一个边集为 Ｅ 的树， 则 Ｔ 的 Ｗｉｅｎｅｒ 指标

Ｗ（Ｔ） ＝ ∑
ｅ ＝ （ｘ，ｙ）∈Ｅ

（ｎｘ（ｅ）ｎｙ（ｅ））， （２）

其中： 求和中 ｅ 跑遍 Ｔ 的所有边； ｎｘ（ｅ） 表示 Ｔ － ｅ 中包含顶点 ｘ 那个分支的顶点数， Ｔ － ｅ 是从 Ｔ 中删

去边 ｅ 所得的子图。
本文还需要证明以下引理 ２ 和引理 ３， 它们将在后面主要结果的证明中起关键作用。
引理 ２　 设 ＤＳｒ，ｔ（ｎ，ｍ；Ｘ，Ｙ） 是一个 Ｎ ＝ ｒ ＋ ｔ ＋ ２ ＋ ｎ ＋ ｍ 阶双繁星， 其中 Ｘ ＝ （ｎ１ ，ｎ２ ，…，ｎｒ） ，

Ｙ ＝ （ｍ１ ，ｍ２ ，…，ｍｔ） 。 对于给定的正整数 ｉ 与 ｊ（１ ≤ ｉ ＜ ｊ ≤ ｒ） ， 如果有 ｎｉ － ｎ ｊ ≥ ２ ， 设 Ｘ′ ＝ （ｎ１ ，…，
ｎｉ － １，…，ｎ ｊ ＋ １，…，ｎｒ） ， 那么

Ｗ（ＤＳｒ，ｔ（ｎ，ｍ；Ｘ，Ｙ）） ＜ Ｗ（ＤＳｒ，ｔ（ｎ，ｍ；Ｘ′，Ｙ））。 （３）
　 　 相似地， 对于给定的正整数 ｋ，ｌ（１ ≤ ｋ ＜ ｌ ≤ ｔ） ， 如果 ｍｋ － ｍｌ ≥ ２ ， 可以令 Ｙ′ ＝ （ｍ１ ，…，ｍｋ －
１，…，ｍｌ ＋ １，…，ｍｔ） ， 那么

Ｗ（ＤＳｒ，ｔ（ｎ，ｍ；Ｘ，Ｙ）） ＜ Ｗ（ＤＳｒ，ｔ（ｎ，ｍ；Ｘ，Ｙ′））。 （４）
　 　 证明　 设 Ｔ ＝ ＤＳｒ，ｔ（ｎ，ｍ；Ｘ，Ｙ） ， Ｔ′ ＝ ＤＳｒ，ｔ（ｎ，ｍ；Ｘ′，Ｙ） 。 对 Ｔ 与 Ｔ′， 利用引理 １， 不难得到：
Ｗ（Ｔ） － Ｗ（Ｔ′） ＝ （ｎｉ ＋ １）（Ｎ － ｎｉ － １） ＋ （ｎｊ ＋ １）（Ｎ － ｎｊ － １） － ｎｉ（Ｎ － ｎｉ） － （ｎｊ ＋ ２）（Ｎ － ｎｊ － ２） ＝
－ ２（ｎｉ － ｎ ｊ － １）。 因为 ｎｉ － ｎ ｊ≥２， 因此 Ｗ（Ｔ） － Ｗ（Ｔ′） ＜ ０ 。

同理可以证明式 （４） 的不等式成立。 故引理 ２ 得证。
引理 ３　 设 ＤＳｒ，ｔ（ｎ，ｍ；Ｘ，Ｙ） 是一个 Ｎ ＝ ｒ ＋ ｔ ＋ ２ ＋ ｎ ＋ ｍ 阶双繁星， 其中 Ｘ ＝ （ｎ，０，…，０） ， Ｙ ＝

（ｍ，０，…，０） 。 如果 ｎ ≥ １，ｍ － ｎ ≥ （ ｒ － ｔ － ３） ／ ３ ， 令 Ｘ′ ＝ （ｎ － １，０，…，０） ， Ｙ′ ＝ （ｍ ＋ １，０，…，０），
那么 Ｗ（ＤＳｒ，ｔ（ｎ，ｍ；Ｘ，Ｙ）） ≥ Ｗ（ＤＳｒ，ｔ（ｎ － １，ｍ ＋ １；Ｘ′，Ｙ′））， 当且仅当 ｍ － ｎ ＝ （ ｒ － ｔ － ３） ／ ３ 时等号

成立。
证明　 设 Ｔ ＝ ＤＳｒ，ｔ（ｎ，ｍ；Ｘ，Ｙ） ， Ｔ′ ＝ ＤＳｒ，ｔ（ｎ － １，ｍ ＋ １；Ｘ′，Ｙ′） 。 由引理 １ 可知： Ｗ（Ｔ） － Ｗ（Ｔ′） ＝

（ｎ ＋ １）（Ｎ － ｎ － １） ＋ （ｎ ＋ ｒ ＋ １）（ｍ ＋ ｔ ＋ １） ＋ （ｍ ＋ １）（Ｎ － ｍ － １） － ｎ（Ｎ － ｎ） － （ｎ ＋ ｒ）（ｍ ＋ ｔ ＋
２） － （ｍ ＋ ２）（Ｎ － ｍ － ２） ＝ Ｎ － ｎ － ｎ － １ － （ｎ ＋ ｒ） ＋ ｔ ＋ ｍ ＋ １ ＋ ｍ ＋ １ － （Ｎ － ｍ － ２） ＝ ３ｍ － ３ｎ ＋
ｔ － ｒ ＋ ３。 显然， 若 ｍ － ｎ ＞ （ ｒ － ｔ － ３） ／ ３ ， 有 Ｗ（Ｔ） － Ｗ（Ｔ′） ＞ ０ ； 若 ｍ － ｎ ＝ （ ｒ － ｔ － ３） ／ ３ ， 有

Ｗ（Ｔ） ＝ Ｗ（Ｔ′） 。 引理 ３ 证毕。
下面证明本文的 ３ 个主要结论定理 １ ～ 定理 ３。
定理 １　 对于 ４ 个固定的非负整数 ｒ，ｔ（ ｔ≥ ｒ≥１），ｎ，ｍ（ｍ ＋ ｎ ≥１） ， 在集合 ＤＳ（ ｒ，ｔ；ｎ，ｍ） 中， 双

繁星 ＤＳｒ，ｔ（ｎ，ｍ；Ｘ°，Ｙ°） 的 Ｗｉｅｎｅｒ 指标最小， 其中 Ｘ° ＝ （ｎ，０，…，０）üþ ýï ï ï ï

ｒ
， Ｙ° ＝ （ｍ，０，…，０）üþ ýï ï ï ï

ｔ
。

证明 　 假设当 Ｘ° ＝ （ｎ１ ，ｎ２ ，…，ｎｒ） 、 Ｙ° ＝ （ｍ１ ，ｍ２ ，…，ｍｔ） 时， 集合 ＤＳ（ ｒ，ｔ；ｎ，ｍ） 中双繁星

ＤＳｒ，ｔ（ｎ，ｍ；Ｘ°，Ｙ°） 的 Ｗｉｅｎｅｒ 指标最小。 对给定的整数 ｎ ＝ ∑
ｒ

ｉ ＝ １
ｎｉ ， 若对 １ ≤ ｉ ＜ ｊ ≤ ｒ ， 存在 ｎｉ ≥ ｎｊ ≥

１ ， 即 （ｎｉ ＋ １） － （ｎ ｊ － １） ≥ ２ ， 可以令 Ｘ′ ＝ （ｎ１ ，…，ｎｉ ＋ １，…，ｎ ｊ － １，…，ｎｒ） 。 那么， 由引理 ２， 可

得 Ｗ（ＤＳｒ，ｔ（ｎ，ｍ；Ｘ′，Ｙ°）） ＜ Ｗ（ＤＳｒ，ｔ（ｎ，ｍ；Ｘ°，Ｙ°）） ， 这与假设矛盾。

同理， 给定整数 ｍ ＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｍ ｊ ， 对任意 ｉ，ｊ（１ ≤ ｉ ＜ ｊ ≤ ｔ） ， 不存在整数对 ｍｉ 和 ｍ ｊ， 使 ｍｉ≥ｍ ｊ≥１。

因此， 在给定非负整数 ｒ，ｔ，ｎ，ｍ 的情况下， 集合 ＤＳ（ ｒ，ｔ；ｎ，ｍ） 中 ＤＳｒ，ｔ（ｎ，ｍ；Ｘ°，Ｙ°） 的 Ｗｉｅｎｅｒ 指标最

小， 其中 Ｘ° ＝ （ｎ，０，…，０）üþ ýï ï ï ï

ｒ
， Ｙ° ＝ （ｍ，０，…，０）üþ ýï ï ï ï

ｔ
。 于是定理 １ 成立。

当 ｒ，ｔ，ｎ，ｍ 都是固定的整数时， 定理 １ 刻画了 ＤＳ（ ｒ，ｔ；ｎ，ｍ） 中具有最小的 Ｗｉｅｎｅｒ 指标的双繁星

·７８·
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为 ＤＳｒ，ｔ（ｎ，ｍ；Ｘ°，Ｙ°） 。
对 ３ 个固定的正整数 ｒ，ｔ（ ｔ ≥ ｒ ≥ １），ｎ ＋ ｍ ， 定义 ＤＳ（ ｒ，ｔ；ｎ ＋ ｍ） 为所有满足条件 ｘ ＋ ｙ ＝ ｍ ＋ ｎ

的双繁星集 ＤＳ（ ｒ，ｔ；ｘ，ｙ） 的并集， 即 ＤＳ（ ｒ，ｔ；ｎ ＋ ｍ） ＝ ∪ ｛ＤＳ（ ｒ，ｔ；ｘ，ｙ） ｘ ＋ ｙ ＝ ｎ ＋ ｍ｝ 。 当 ｒ，ｔ，ｎ ＋
ｍ 都是固定的整数时， 下面的定理 ２ 刻画了 ＤＳ（ ｒ，ｔ；ｎ ＋ ｍ） 中具有最小的 Ｗｉｅｎｅｒ 指标的双繁星。

定理 ２　 对固定的正整数 ｒ，ｔ（ ｔ ≥ ｒ ≥ １），ｎ ＋ ｍ ， 则 ＤＳ（ ｒ，ｔ；ｎ ＋ ｍ） ＝ ： ∪ ｛ＤＳ（ ｒ，ｔ；ｘ，ｙ） ｘ ＋ ｙ ＝
ｎ ＋ ｍ｝ 中双繁星 ＤＳｒ，ｔ（０，ｎ ＋ ｍ；Ｘ∗，Ｙ∗） 的 Ｗｉｅｎｅｒ 指标最小， 其中 Ｘ∗ ＝ （０，０，…，０）üþ ýï ï ï ï

ｒ
，Ｙ∗ ＝

（ｎ ＋ ｍ，０，…，０）üþ ýï ï ï ï ï ï

ｔ
。

证明　 给定非负整数 ｒ，ｔ（ ｔ ≥ ｒ ≥ １），ｎ ＋ ｍ ， 注意到 ＤＳ（ ｒ，ｔ；ｎ ＋ ｍ） 是所有满足 ｘ ＋ ｙ ＝ ｎ ＋ ｍ 的

集合 ＤＳ（ ｒ，ｔ；ｘ，ｙ） 之并。 为了讨论 ＤＳ（ ｒ，ｔ；ｎ ＋ ｍ） 中具有最小 Ｗｉｅｎｅｒ 指标的双繁星， 可以分为以下 ３
个步骤：

首先， 对每一对满足 ｘ ＋ ｙ ＝ ｎ ＋ ｍ 的（ｘ，ｙ） ， 由定理 １ 可知， 在 ＤＳ（ ｒ，ｔ；ｘ，ｙ） 中， 当 Ｘ°ｘ ＝
（ｘ，０，…，０）üþ ýï ï ï ï

ｒ
，Ｙ°ｙ ＝ （ｙ，０，…，０）üþ ýï ï ï ï

ｔ
时， ＤＳｒ，ｔ（ｘ，ｙ；Ｘ°ｘ，Ｙ°ｙ） 的 Ｗｉｅｎｅｒ 指 标 最 小。 因 此， 只 需 讨 论

ｍｉｎ｛Ｗ（ＤＳｒ，ｔ（ ｉ，ｎ ＋ ｍ － ｉ；Ｘ°ｉ ，Ｙ°ｍ＋ｎ－ｉ） ｉ ＝ ０，１，…，ｍ ＋ ｎ｝ 。
其次， 由引理 ３ 可知， 如果存在一个正整数 ｉ， 使 （ｎ ＋ ｍ － ｉ） － ｉ ＞ （ ｒ － ｔ － ３） ／ ３， 即 １ ≤ ｉ ＜

（３（ｎ ＋ ｍ） － ｒ ＋ ｔ ＋ ３） ／ ６ ， 那么 Ｗ（ＤＳｒ，ｔ（ ｉ，ｎ ＋ ｍ － ｉ；Ｘ°ｉ ，Ｙ°ｍ＋ｎ－ｉ）） ＞ Ｗ（ＤＳｒ，ｔ（ ｉ － １，ｎ ＋ ｍ － ｉ ＋ １；
Ｘ°ｉ －１ ，Ｙ°ｍ＋ｎ－ｉ ＋１ ））。 也就是说， 当 １ ≤ ｉ ＜ （３（ｎ ＋ ｍ） － ｒ ＋ ｔ ＋ ３） ／ ６ 时， 可得： ｍｉｎ｛Ｗ（ＤＳｒ，ｔ（ ｉ，ｎ ＋
ｍ － ｉ；Ｘ°ｉ ，Ｙ°ｍ＋ｎ－ｉ）） ｉ ＜ （３（ｍ ＋ ｎ） － ｒ ＋ ｔ ＋ ３） ／ ６｝ ＝ Ｗ（ＤＳｒ，ｔ（０，ｎ ＋ ｍ；Ｘ°０ ，Ｙ°ｍ＋ｎ））。 同样地， 也

有 ｍｉｎ｛Ｗ（ＤＳｒ，ｔ（ ｉ，ｎ ＋ ｍ － ｉ；Ｘ°ｉ ，Ｙ°ｍ＋ｎ－ｉ）） ｉ ≥ （３（ｍ ＋ ｎ） － ｒ ＋ ｔ ＋ ３） ／ ６｝ ＝ Ｗ（ＤＳｒ，ｔ（ｎ ＋ ｍ，０；

Ｘ°ｍ＋ｎ，Ｙ°０ ））。
最后， 又由引理 １ 可知， Ｗ（ＤＳｒ，ｔ（ｎ ＋ ｍ，０；Ｘ°ｎ＋ｍ，Ｙ°０ ）） － Ｗ（ＤＳｒ，ｔ（０，ｎ ＋ ｍ；Ｘ°０ ，Ｙ°ｍ＋ｎ）） ＝ （ｎ ＋

ｍ ＋ ｒ ＋ １）（ ｔ ＋ １） － （ｎ ＋ ｍ ＋ ｔ ＋ １）（ ｒ ＋ １） ＝ （ｎ ＋ ｍ）（ ｔ － ｒ）。 因为 ｔ ≥ ｒ ≥ １ ， 所以 Ｗ（ＤＳｒ，ｔ（ｎ ＋ ｍ，
０；Ｘ°ｎ＋ｍ，Ｙ°０ ）） ≥ Ｗ（ＤＳｒ，ｔ（０，ｎ ＋ ｍ；Ｘ°０ ，Ｙ°ｍ＋ｎ））。

综上所述， 在给定非负整数 ｒ，ｔ（ ｔ ≥ ｒ ≥ １），ｎ ＋ ｍ 的情况下， 集合 ＤＳ（ ｒ，ｔ；ｎ ＋ ｍ） 中 ＤＳｒ，ｔ（０，ｎ ＋
ｍ；Ｘ∗，Ｙ∗） 的 Ｗｉｅｎｅｒ 指标最小， 其中 Ｘ∗ ＝ （０，０，…，０）üþ ýï ï ï ï

ｒ
， Ｙ∗ ＝ （ｎ ＋ ｍ，０，…，０）üþ ýï ï ï ï ï ï

ｔ
。

定理 ３　 给定正整数 ｒ ＋ ｔ 和 ｎ ＋ ｍ， 在集合 ＤＳ（ ｒ ＋ ｔ；ｎ ＋ ｍ） ＝ ： ∪ ｛ＤＳ（ｘ１ ，ｘ２ ；ｙ１ ，ｙ２ ） ｘ１ ＋ ｘ２ ＝
ｔ ＋ ｒ ； ｙ１ ＋ ｙ２ ＝ ｍ ＋ ｎ｝ 中， 双繁星 ＤＳ１，ｒ＋ｔ－１ （０，ｎ ＋ ｍ；Ｘ°，Ｙ°） 的 Ｗｉｅｎｅｒ 指标最小， 其中 Ｘ° ＝ （０），
Ｙ° ＝ （ｎ ＋ ｍ，０，…，０）üþ ýï ï ï ï ï ï

ｒ ＋ｔ －１
。

证明　 给定正整数 ｒ ＋ ｔ 和 ｎ ＋ ｍ， 注意到 ＤＳ（ ｒ ＋ ｔ；ｎ ＋ ｍ） 是所有满足 ｘ１ ＋ ｘ２ ＝ ｔ ＋ ｒ，１ ≤ ｘ１ ≤ ｘ２

的集合 ＤＳ（ｘ１ ，ｘ２ ；ｎ ＋ ｍ） 之并。
对每一对满足 ｘ１ ＋ ｘ２ ＝ ｔ ＋ ｒ 的（ｘ１ ，ｘ２ ） ， 由定理 ２ 可知， 在 ＤＳ（ｘ１ ，ｘ２ ；ｎ ＋ ｍ） 中， 当 Ｘ∗

ｘ１
＝

（０，０，…，０）üþ ýï ï ï ï

ｘ１

，Ｙ∗
ｘ２

＝ （ｎ ＋ ｍ，０，…，０）üþ ýï ï ï ï ï ï

ｘ２

时， ＤＳｘ１，ｘ２
（０，ｎ ＋ ｍ；Ｘ∗

ｘ１
，Ｙ∗

ｘ２
） 的 Ｗｉｅｎｅｒ 指标最小。 因此只需讨论

ｍｉｎ｛Ｗ（ＤＳ ｊ，ｒ＋ｔ－ｊ（０，ｎ ＋ ｍ；Ｘ∗
ｊ ，Ｙ∗

ｒ＋ｔ－ｊ）） ｊ ＝ １，…，［（ ｒ ＋ ｔ） ／ ２］｝。
由引理 １ 可得， Ｗ（ＤＳｊ，ｒ＋ｔ－ｊ（０，ｎ ＋ ｍ；Ｘ∗

ｊ ，Ｙ∗
ｒ＋ｔ－ｊ）） － Ｗ（ＤＳｊ －１，ｒ＋ｔ－ｊ＋１ （０，ｎ ＋ ｍ；Ｘ∗

ｊ －１ ，Ｙ∗
ｒ＋ｔ－ｊ＋１ ）） ＝ （ ｊ ＋ １）

（Ｎ － ｊ － １） － ｊ（Ｎ － ｊ） ＝ Ｎ － ２ｊ － １ ＝ ｎ ＋ ｍ ＋ ｒ ＋ ｔ － ２ｊ ＋ １。 因为１ ≤ ｊ ≤ ［（ｒ ＋ ｔ） ／ ２］， 所以Ｗ（ＤＳｊ，ｒ＋ｔ－ｊ（０，
ｎ ＋ ｍ；Ｘ∗

ｊ ，Ｙ∗
ｒ＋ｔ－ｊ）） ＞ Ｗ（ＤＳｊ －１，ｒ＋ｔ－ｊ＋１ （０，ｎ ＋ ｍ；Ｘ∗

ｊ －１ ，Ｙ∗
ｒ＋ｔ－ｊ＋１ ））。 也就是说， ｍｉｎ｛Ｗ（ＤＳｊ，ｒ＋ｔ－ｊ（０，ｎ ＋ ｍ；Ｘ∗

ｊ ，
Ｙ∗

ｒ＋ｔ－ｊ）） ｊ ＝ １，…，［（ｒ ＋ ｔ） ／ ２］｝ ＝ Ｗ（ＤＳ１，ｒ＋ｔ－１ （０，ｎ ＋ ｍ；Ｘ∗
１ ，Ｙ∗

ｒ＋ｔ－１ ））。
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综上， 在给定非负整数 ｒ ＋ ｔ、 ｎ ＋ ｍ 的情况下， 集合 ＤＳ（ ｒ ＋ ｔ；ｎ ＋ ｍ） 中 ＤＳ１，ｒ＋ｔ－１ （０，ｎ ＋ ｍ；Ｘ°，Ｙ°）
的 Ｗｉｅｎｅｒ 指标最小， 其中 Ｘ° ＝ （０） ， Ｙ° ＝ （ｎ ＋ ｍ，０，…，０üþ ýï ï ï ï ）

ｒ ＋ｔ －１
。

２　 结论
本文考虑了所谓的双繁星的最小 Ｗｉｅｎｅｒ 指标问题。 此外， 确定双繁星的最大 Ｗｉｅｎｅｒ 指标和能

量、 谱半径等许多其他拓扑指标的极值问题也是一件非常有意义的工作。 而且， 双繁星是一类直径为

４ 或 ５ 的无圈分子图， 而无圈分子图拓扑指标的极值问题可以应用于理论化学中所谓的定量结构⁃性
质关系和定量结构⁃活性关系的设计， 因此也具有很好的研究意义。
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１９７６， ２６（２）： ２８３⁃２９６．
［１０］ ＭＩＲＡＮＣＡ Ｆ， ＨＯＦＦＭＡＮＮ Ａ， ＤＩＥＴＥＲ Ｒ， ｅｔ ａｌ． Ｗｉｅｎｅｒ ｉｎｄｅｘ ｖｅｒｓｕｓ ｍａｘｉｍｕｍ ｄｅｇｒｅｅ ｉｎ ｔｒｅｅｓ ［ Ｊ］． Ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ａｐ⁃

ｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２００２， １２２（１ ／ ３）： １２７⁃１３７． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ Ｓ０１６６⁃２１８Ｘ（０１）００３５７⁃２．
［１１］ ＷＡＮＧ Ｈ． Ｔｈｅ ｅｘｔｒｅｍａｌ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｗｉｅｎｅｒ ｉｎｄｅｘ ｏｆ ａ ｔｒｅｅ ｗｉｔｈ ｇｉｖｅｎ ｄｅｇｒｅｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ［Ｊ］． Ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅ⁃

ｍａｔｉｃｓ， ２００８， １５６（１４）： ２６４７⁃２６５４． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｄａｍ． ２００７． １１． ００５．
［１２］ ＺＨＡＮＧ Ｘ Ｄ， ＬＩＵ Ｙ， ＨＡＮ Ｍ Ｘ． Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ Ｗｉｅｎｅｒ ｉｎｄｅｘ ｏｆ ｔｒｅｅｓ ｗｉｔｈ ｇｉｖｅｎ ｄｅｇｒｅｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ ［ Ｊ］． ＭＡＴＣＨ

Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ａｎｄ ｉｎ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｃｈｅｍｉｓｔｒｙ， ２０１０， ６４（３）： ６６１⁃６８２． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｄａｍ． ２００９． ０２．
０２２．

［１３］ ＬＩＮ Ｈ． Ｅｘｔｒｅｍａｌ Ｗｉｅｎｅｒ ｉｎｄｅｘ ｏｆ ｔｒｅｅｓ ｗｉｔｈ ａｌｌ ｄｅｇｒｅｅｓ ｏｄｄ ［Ｊ］． ＭＡＴＣＨ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ａｎｄ ｉｎ Ｃｏｍ⁃
ｐｕｔｅｒ Ｃｈｅｍｉｓｔｒｙ， ２０１３， ７０： ２８７⁃２９２．

［１４］ ＧＵＴＭＡＮ Ｉ， ＲＡＤＡ Ｊ， ＡＲＡＵＪＯ Ｏ． Ｔｈｅ Ｗｉｅｎｅｒ ｉｎｄｅｘ ｏｆ ｓｔａｒｌｉｋｅ ｔｒｅｅｓ ａｎｄ ａ ｒｅｌａｔｅｄ ｐａｒｔｉａｌ ｏｒｄｅｒ ［Ｊ］． ＭＡＴＣＨ Ｃｏｍ⁃
ｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ａｎｄ ｉｎ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｃｈｅｍｉｓｔｒｙ， ２０００， ４２：１４５⁃１５４．

［１５］ ＣＨＥＮ Ｗ Ｘ， ＹＡＮ Ｗ Ｇ． Ｏｎ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｏｆ ｂｌｏｓｓｏｍｅｄ ｓｔａｒｓ ［Ｊ］． ＭＡＴＣＨ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ａｎｄ ｉｎ Ｃｏｍ⁃
ｐｕｔｅｒ Ｃｈｅｍｉｓｔｒｙ， ２０２０， ８３（３）： ６２３⁃６３０．

［１６］ ＷＡＧＮＥＲ Ｓ Ｇ． Ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｔｒｅｅｓ ａｎｄ ｉｔｓ Ｗｉｅｎｅｒ ｉｎｄｅｘ ［Ｊ］． Ａｃｔａ Ａｐｐｌｉｃａｎｄａｅ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｅ， ２００６， ９１（２）： １１９⁃１３２．

（责任编辑　 马建华　 英文审校　 黄振坤）
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