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图的电阻距离综述

杨玉军

（烟台大学数学与信息科学学院， 山东 烟台 ２６４００５）

［摘要］ 设 Ｇ 是连通图， Ｇ 中任意两点之间的电阻距离定义为将 Ｇ 中的每条边用电阻 （通常用单位电

阻） 代替后所得到的电网络中这两个节点之间的等效电阻。 综述了电阻距离领域的研究进展和重要研究成

果， 包括电阻距离的计算公式、 电阻距离的性质、 电阻距离的和法则、 电阻距离的递推公式以及若干重要

图类的电阻距离解析计算公式。 最后， 给出了电阻距离研究领域的一个公开问题和两个猜想。
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０　 引言
图的电阻距离来源于电网络中的等效电阻。 给定一个连通图 Ｇ ＝ （Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ）） ， 如果将 Ｇ 中的

每条边都看作是一个电阻 （通常看作单位电阻）， 则 Ｇ 就可以看作一个 （纯电阻） 电网络 Ｎ。 Ｇ 中任

意两点 ｉ 和 ｊ 之间的电阻距离［１］ ， 记作 ΩＧ（ ｉ，ｊ） ， 定义为 Ｎ 中这两个节点之间的等效电阻， 即单位电

流从其中一个节点流入， 从另一个节点流出时这两点间所产生的电势差。
图上最常用到的距离函数是 （最短路） 距离， 其中顶点 ｉ 和 ｊ 之间的距离 ｄＧ（ ｉ，ｊ） 定义为连接这

两点的最短路的长度。 与距离相比， 电阻距离在反映图的整体性质方面更有优势， 这是因为两点之间
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的距离只跟连接这两点的最短路的长度有关， 而电阻距离不仅跟连接这两点的路的长度有关， 也跟连

接这两点的路的数目有关。 在保持两点之间距离不变的情况下， 如果增加一条连接这两点的路， 则这

两点之间的电阻距离会严格减小。
电阻距离的研究在物理、 工程、 数学、 化学、 生态学等众多学科领域都受到重视。 电阻距离作为

电路理论的重要组成部分， 从文献 ［２］ 的经典结果开始就得到了众多物理和工程学者的研究， 特别

是它的计算问题一直是物理和工程中的经典研究问题。 在数学领域， １９９３ 年， Ｋｌｅｉｎ 等［１］ 明确指出，
等效电阻是图上的距离函数， 并将其命名为电阻距离， 从此， 电阻距离就成为图论领域的一个重要研

究对象。 更加有意义的是， 电阻距离虽然纯粹是物理学概念， 但是可以从代数、 概率和组合等多个角

度给出其等价的数学诠释， 因此， 它也得到了很多数学工作者的关注。 在化学领域， 电阻距离不仅比

传统距离更适合于描述原子间的波状相互作用， 更重要的是， 基于电阻距离定义的化学分子拓扑指

标， 如 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 指标、 ｄｅｇｒｅｅ⁃Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 指标、 ｈｙｐｅｒ⁃Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 指标等， 在定量构效关系 （ ｑｕａｎｔｉｔａｔｉｖｅ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ａｃｔｉｖｉｔｙ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ， ＱＳＡＲ） 和定量构性关系 （ ｑｕａｎｔｉｔａｔｉｖｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ，
ＱＳＰＲ） 的研究中发挥着重要的作用。 在生态学上， 电阻距离常被用来构建生态学模型。

本文综述了电阻距离的计算公式、 电阻距离的性质、 电阻距离的和法则、 电阻距离的递推公式以

及若干重要图类的电阻距离解析计算公式， 并给出了电阻距离研究领域的一个公开问题和两个猜想，
为电阻距离的理论研究提供一定的理论参考。

１　 电阻距离的计算公式
电阻距离虽然是来源于电路理论的物理概念， 但是却有着纯粹的数学诠释， 这可以从代数、 概率

和组合等多个角度给出其等价定义， 这些等价定义也是电阻距离的数学计算公式。 借助这些公式， 就

可以完全从数学的角度来计算图中的电阻距离。
１􀆰 １　 代数公式

从代数的角度计算图的电阻距离， 主要是利用图的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵来计算。 通过 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵的

子矩阵， 或者该矩阵的广义逆矩阵， 又或者该矩阵的特征值和特征向量来计算。 为了给出 Ｌａｐｌａｃｉａｎ
矩阵的定义， 首先介绍图的邻接矩阵的概念。

定义 １　 设 Ｇ 是连通图， 则 Ｇ 的邻接矩阵 Ａ（Ｇ） 定义为 Ａ（Ｇ） ＝ （ａｉｊ） ｎ×ｎ ， 其中

ａｉｊ ＝ １， ｉ 和 ｊ 相邻，
０， 其他。{ （１）

　 　 设 Ｄ（Ｇ） ＝ ｄｉａｇ（ｄ１ ，ｄ２ ，…，ｄｎ） 是由 Ｇ 的顶点的度组成的对角阵， 其中 ｄｉ 表示 Ｇ 中顶点 ｉ 的度，
则有定义 ２。

定义 ２　 图 Ｇ 的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵 Ｌ（Ｇ） 定义为 Ｌ（Ｇ） ＝ Ｄ（Ｇ） － Ａ（Ｇ）。
由于 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵的行和都等于零， 所以 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵的行列式等于零。 但是， Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵

中任何一个元素的代数余子式均不为零， 且都相等。 令 Ｌ（ ｉ） 表示将 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵的第 ｉ 行和第 ｉ 列
删去后所得到的子矩阵， 令 Ｌ（ ｉ，ｊ） 表示将 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵的第 ｉ、 ｊ 行和第 ｉ、 ｊ 列同时删去后所得到的

子矩阵， 则电阻距离有如下定理 １ 的计算公式。
定理 １［３ － ６］ 　 设 Ｇ 为顶点数为 ｎ（ｎ ≥ ３） 的连通图， 则 Ｇ 中任意两点 ｉ 和 ｊ 之间的电阻距离为：

ΩＧ（ ｉ，ｊ） ＝ ｄｅｔ Ｌ（ ｉ，ｊ） ／ ｄｅｔ Ｌ（ ｉ）。 （２）
　 　 电阻距离也可以根据 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵的广义逆矩阵来计算。 为此， 下面给出矩阵的广义逆矩阵的

定义。
定义 ３　 设 Ｍ 是一个 ｎ × ｍ 阶实矩阵， 如果 ｍ × ｎ 阶实矩阵 Ｈ 满足 ＭＨＭ ＝ Ｍ， 则称 Ｈ 为 Ｍ 的广

义逆矩阵， 简称广义逆。 特别地， 如果 Ｍ 的广义逆 Ｈ 还满足 ＨＭＨ ＝ Ｈ、 （ＭＨ） Ｔ ＝ ＭＨ 、 （ＨＭ） Ｔ ＝
ＨＭ， 则称 Ｈ 为 Ｍ 的 Ｍｏｏｒｅ⁃Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆。

·２·
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根据广义逆理论， 任何一个矩阵的广义逆都存在且不一定唯一， 而 Ｍｏｏｒｅ⁃Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆是存在且唯

一的［７］ 。 设 Ｈ ＝ （ｈｉｊ） ｎ×ｎ 是 Ｌ（Ｇ） 一个广义逆矩阵， 则有如下定理 ２ 的计算公式。
定理 ２［１，８ － ９］ 　 Ｇ 中任意两点 ｉ 和 ｊ 之间的电阻距离为

ΩＧ（ ｉ，ｊ） ＝ ｈｉｉ ＋ ｈ ｊｊ － ｈｉｊ － ｈ ｊｉ。 （３）
特别地， 如果 Ｈ 是对称矩阵， 则有

ΩＧ（ ｉ，ｊ） ＝ ｈｉｉ ＋ ｈ ｊｊ － ２ｈｉｊ。 （４）
　 　 为方便起见， 计算时一般选取 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵的 Ｍｏｏｒｅ⁃Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆， 记为 Ｌ†（Ｇ） 。 容易验证，
Ｌ†（Ｇ） ＝ （Ｌ（Ｇ） ＋ Ｊ ／ ｎ） －１ － Ｊ ／ ｎ， 其中 Ｊ 为 ｎ 阶全 １ 矩阵。

利用上面的计算公式， 就可以推导出用 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵的特征值和特征向量来表示的电阻距离计

算公式。 为方便起见， 设 λ０ ≤λ１ ≤ … ≤λｎ－１ 是 Ｇ 的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵 Ｌ（Ｇ） 的特征值， 称为 Ｇ 的 Ｌａｐｌａ⁃
ｃｉａｎ 特征值。 由于 Ｌ（Ｇ） 是半正定矩阵， 因此 Ｌ（Ｇ） 的所有特征值均大于或等于零。 众所周知， Ｇ 连

通当且仅当 λ０ ＝ ０ 且对 ｋ ＞ ０、 λｋ ＞ ０［１０］ 。 设 Ｕ０ ，Ｕ１ ，…，Ｕｎ－１ 是对应于 λ０ ，λ１ ，…，λｎ－１ 的两两正交的单

位特征向量， 并且假设 Ｕｋ ＝ （ｕｋ１
，ｕｋ２

，…，ｕｋｎ）
Ｔ。

定理 ３［１１ － １３］ 　 设 Ｇ 是顶点数为 ｎ 的连通图， 则 Ｇ 中任意两点 ｉ 和 ｊ 之间的电阻距离为

ΩＧ（ ｉ，ｊ） ＝ ∑
ｎ－１

ｋ ＝ １
（（ｕｋｉ － ｕｋ ｊ）

２ ／ λｋ）。 （５）

　 　 除了 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵， 电阻距离也可以利用归一化 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵来计算。 下面首先给出该矩阵的定义。
定义 ４　 图 Ｇ 的归一化 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵 Ｌ（Ｇ） 定义为： Ｌ（Ｇ） ＝ Ｄ（Ｇ） －１ ／ ２Ｌ（Ｇ）Ｄ（Ｇ） －１ ／ ２ 。
设 φ０ ≤ φ１ ≤ … ≤ φｎ－１ 是 Ｌ 的特征值， 称为 Ｇ 的归一化 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 特征值， 则有 φ０ ＝ ０， 并且对

ｋ ＞ ０， φｋ ＞ ０［１４］ 。 设Φ０ ，Φ１ ，…，Φｎ－１ 是对应于 φ０ ，φ１ ，…，φｎ－１ 的两两正交的单位特征向量， 并且Φｋ ＝
（Φｋ１

，Φｋ２
，…，Φｋｎ）

Ｔ，ｋ ＝ ０，１，…，ｎ － １。
定理 ４［１５］ 　 设 Ｇ 是顶点数为 ｎ 的连通图， 则 Ｇ 中任意两点 ｉ 和 ｊ 之间的电阻距离为

ΩＧ（ ｉ，ｊ） ＝ ∑
ｎ－１

ｋ ＝ １
［（Φｋｉ ／ ｄｉ － Φｋ ｊ ／ ｄ ｊ ） ２ ／ φｋ］。 （６）

１􀆰 ２　 概率公式

概率公式主要是利用图上随机游走来计算电阻距离。 设图 Ｇ 是顶点数为 ｎ 的连通图， 令 ｐｉｊ ＝
１ ／ ｄｉ， ｉ 和 ｊ 相邻，

０， 其他。{ 则图 Ｇ 上的简单随机游走定义如下。

定义 ５　 一个质点在图 Ｇ 上的简单随机游走是一随机序列： Ｘ０ ，Ｘ１ ，…，Ｘｎ，… ， 这里 Ｘｎ 表示质点

在 ｎ 时刻的位置， 若质点在 ｎ 时刻位于顶点 ｉ， 则下一时刻它位于顶点 ｊ 的概率是 ｐｉｊ。
令 Ｐ（ ｉ → ｊ） 表示质点从 ｉ 出发， 在回到 ｉ 之前到达 ｊ 的概率， 也称作逃逸概率， 则电阻距离可以

由逃逸概率通过下面的定理 ５ 来计算。
定理 ５［１６］ 　 Ｇ 中任意两点 ｉ 和 ｊ 之间的电阻距离为

ΩＧ（ ｉ，ｊ） ＝ １ ／ （ｄｉＰ（ ｉ → ｊ））。 （７）
　 　 接下来， 考虑图上随机游走的 ２ 个重要参数： 一个是质点从 ｉ 出发首次到达 ｊ 所需步数的期望值，
称作从 ｉ 到 ｊ 的平均首达时间， 记作 Ｈ（ ｉ，ｊ） ； 另一个是从 ｉ 到 ｊ 的平均往返时间， 记作 Ｃ（ ｉ，ｊ） ， 定义

为质点从 ｉ 出发到达 ｊ 再返回 ｉ 所需步数的期望值， 即 Ｃ（ ｉ，ｊ） ＝ Ｈ（ ｉ，ｊ） ＋ Ｈ（ ｊ，ｉ）。 有意思的是， 两点之

间的电阻距离和这两点之间的平均往返时间之间仅仅相差一个常数倍。
定理 ６［１７］ 　 Ｇ 中任意两点 ｉ 和 ｊ 之间的电阻距离为

ΩＧ（ ｉ，ｊ） ＝ Ｃ（ ｉ，ｊ） ／ （２ Ｅ（Ｇ） ）。 （８）
１􀆰 ３　 组合公式

事实上， 也可以用组合的方法来计算电阻距离。 为此， 首先介绍生成森林的概念。

·３·
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定义 ６　 图 Ｇ 的一个 ｋ⁃生成森林 Ｆ 定义为图 Ｇ 的一个子图， 它是 ｋ 棵树的不交并且包含 Ｇ 的所有

顶点。 若 ｋ ＝ １， 则称 Ｆ 为 Ｇ 的生成树。
图的生成森林的数目和图的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵和之间具有深刻的联系。 著名的矩阵⁃树定理就建立了

图的生成树的数目和 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵的余子式之间的关系。
定理 ７［２］ 　 Ｌ（Ｇ） 中任一元素的代数余子式就等于 Ｇ 的支撑树的数目 τ（Ｇ） 。 也就是说， 对每个

ｉ， 都有 ｄｅｔ Ｌ（ ｉ） ＝ τ（Ｇ） 。
对于图 Ｇ 的 ２⁃生成森林， 也有类似的结论。 设 Ｆ 是 Ｇ 的一个 ２⁃生成森林， 如果顶点 ｉ 和 ｊ 分别位

于 Ｆ 的两个不同的连通分支中， 则称 Ｆ 分离 ｉ 和 ｊ。 记 Ｇ 中分离 ｉ 和 ｊ 的 ２⁃生成森林的数目为 τＧ（ ｉ，ｊ），
则有定理 ８。

定理 ８［５，１８］ 　 对于 ｉ≠ｊ， ｄｅｔ Ｌ（ｉ，ｊ） 就等于 Ｇ 的分离 ｉ、 ｊ 两点的 ２⁃支撑森林的数目， 即 ｄｅｔ Ｌ（ｉ，ｊ） ＝
τＧ（ｉ，ｊ）。

将定理 ７ 和定理 ８ 中的结果代入定理 １， 就可以得到计算电阻距离的组合公式。
定理 ９［５］

ΩＧ（ ｉ，ｊ） ＝ τＧ（ ｉ，ｊ） ／ τ（Ｇ）。 （９）
　 　 最后， 需要特别说明的是， 本节所介绍的电阻距离的计算公式都是在非赋权图上考虑的， 即每条

边上的权值都是 １。 实际上， 这些结果都可以推广到赋权图上， 在此不一一给出。

２　 电阻距离的性质
本节介绍关于电阻距离的一些性质， 既包括作为距离所满足的一些数学性质， 也包括作为等效电

阻所满足的电路理论中的一些基本原理。 本节所介绍的内容大多是在赋权图上讨论的， 边上的权值代

表边的电导 （电阻的倒数）。 显然， 非赋权图可以看作赋权图的特殊情形。
作为图上的距离函数 （或内在度量）， 电阻距离自然满足度量的性质。
性质 １　 设 ΩＧ（ｘ，ｙ） 是图 Ｇ 上的电阻距离函数， 则 ΩＧ（ｘ，ｙ） 满足： １） 非负性， 即对 ｘ，ｙ ∈

Ｖ（Ｇ）， ΩＧ（ｘ，ｙ） ≥ ０ ， 等号成立当且仅当 ｘ ＝ ｙ； ２） 对称性， 对 ｘ，ｙ ∈ Ｖ（Ｇ） ， ΩＧ（ｘ，ｙ） ＝ ΩＧ（ｙ，ｘ） ；
３） 三角不等式， 对 ｘ，ｙ，ｚ ∈ Ｖ（Ｇ） ， ΩＧ（ｘ，ｙ） ≤ ΩＧ（ｘ，ｚ） ＋ ΩＧ（ ｚ，ｙ）。

电阻距离还满足一个重要的数学性质， 它是关于边上权值的凸函数。
性质 ２［１９］ （凸函数性质）　 设 Ｇ１ 和 Ｇ２ 是两个具有相同的顶点集和边集的图， 边 ｅ 上的权值分别为

ｗＧ１
（ｅ） 和 ｗＧ２

（ｅ） 。 对任意 θ ∈ ［０，１］ ， 设 Ｇθ 是具有相同顶点集和边集的图， 并且 Ｇθ 中边 ｅ 上的权

值满足 ｗＧθ
（ｅ） ＝ θｗＧ１

（ｅ） ＋ （１ － θ）ｗＧ２
（ｅ） ， 则对任意两点 ｕ，ｖ，

ΩＧθ
（ｕ，ｖ） ≤ θΩＧ１

（ｕ，ｖ） ＋ （１ － θ）ΩＧ２
（ｕ，ｖ）。 （１０）

　 　 注意到上面性质里图中边上的权值是这条边的电导， 如果边上的权值换作电阻的话， 则电阻距离

就变成了关于边上权值的凹函数， 该结论早在 １９５６ 年就被 Ｓｈａｎｎｏｎ 等［２０］得到。
接下来讨论电阻距离的割点性质。 若连通图 Ｇ 中的一个点 ｘ 满足 Ｇ⁃ｘ 不连通， 则称 ｘ 是图 Ｇ 的一个

割点。 如果两个点位于 Ｇ⁃ｘ 的不同分支中， 那么连接这两点的所有的路都要经过 ｘ， 此时这两点之间的

电阻距离可以表示为这两点到割点的电阻距离之和， 这个性质就是电阻距离所满足的割点性质。
性质 ３［１］ （割点性质）　 设 ｘ 是图 Ｇ 的一个割点， ａ 和 ｂ 分别位于 Ｇ⁃ｘ 的不同连通分支中， 则有

ΩＧ（ａ，ｂ） ＝ ΩＧ（ａ，ｘ） ＋ ΩＧ（ｘ，ｂ）。 （１１）
　 　 为了计算和估计电阻距离， 经常会对电网络进行简化或者进行一些等效变换。 首先介绍最常用到

的众所周知的基本法则———串联法则和并联法则， 这两个法则可以由基尔霍夫定律直接得到。
性质 ４　 １） 设 Ｐ 是一条路， ａ、 ｂ 是 Ｐ 的两个端点， 那么 ａ、 ｂ 之间的电阻距离等于 Ｐ 中所有边

上的电阻之和 （串联法则）； ２） 设 Ｇ 是由两个点 ａ、 ｂ 以及连接这两点的 ｓ 条独立路所构成的图， 假

设这 ｓ 条独立路上的边的电阻之和分别是 ｒ１ ，ｒ２ ，…，ｒｓ ， 则有 １ ／ ΩＧ（ａ，ｂ） ＝ １ ／ ｒ１ ＋ １ ／ ｒ２ ＋ … ＋ １ ／ ｒｓ （并

·４·
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联法则）。
除了串并联法则， 在电路理论中， 星形联结与三角形联结的等效变换（Ｙ⁃Δ 变换）也是一个经常用

到的基本变换。
性质 ５［２１］ （Ｙ⁃Δ 变换）　 设三角形联结的 ３ 个顶点是 ｕ１ ，ｕ２ ，ｕ３ ， ３ 条边 ｕ１ｕ２ ，ｕ１ｕ３ 和 ｕ２ｕ３ 上的电阻

值分别是 Ｒ１２ 、Ｒ１３ 和 Ｒ２３ ； 再设星形联结的中心点是 ｕ， 其余 ３ 个顶点是 ｕ１ 、ｕ２ 、ｕ３ ， ３ 条边 ｕ１ｕ、ｕ２ｕ 和

ｕ３ｕ 上的电阻值分别是 ｒ１ 、ｒ２ 和 ｒ３ ， 则有： １） 星形联结可以通过 Ｒ１２ ＝ （ ｒ１ ｒ２ ＋ ｒ１ ｒ３ ＋ ｒ２ ｒ３ ） ／ ｒ３ 、 Ｒ１３ ＝
（ ｒ１ ｒ２ ＋ ｒ１ ｒ３ ＋ ｒ２ ｒ３ ） ／ ｒ２ 、 Ｒ２３ ＝ （ ｒ１ ｒ２ ＋ ｒ１ ｒ３ ＋ ｒ２ ｒ３ ） ／ ｒ１ 转换为三角形联结； ２） 三角形联结可以通过

ｒ１ ＝ Ｒ１２Ｒ１３ ／ （Ｒ１２ ＋ Ｒ１３ ＋ Ｒ２３ ） 、 ｒ２ ＝ Ｒ１２Ｒ２３ ／ （Ｒ１２ ＋ Ｒ１３ ＋ Ｒ２３ ） 、 ｒ３ ＝ Ｒ１３Ｒ２３ ／ （Ｒ１２ ＋ Ｒ１３ ＋ Ｒ２３ ） 转换为星

形联结。
接下来介绍电阻距离的消去法则。 图 Ｇ 的一个不含割点的极大连通子图称作一个块。 如果 Ｇ 的

一个块恰好包含 Ｇ 的一个割点， 那么就可以给出下面的法则。
性质 ６［２２］ （消去法则）　 设 Ｂ 是连通图 Ｇ 的块， 且 Ｂ 恰包含图 Ｇ 的的一个割点 ｘ。 设 Ｇ′是 Ｇ 中将

Ｂ⁃ｘ 的所有顶点删掉后所得到的图， 则对 Ｇ′中的任意两个顶点 ｕ、 ｖ，
ΩＧ（ｕ，ｖ） ＝ ΩＧ′（ｕ，ｖ）。 （１２）

　 　 下面再来介绍一个非常有用的变换———替代原理。 在给出该原理之前， 先介绍 Ｓ⁃等价的概念。
设图 Ｇ 和 Ｈ 的顶点集分别为 Ｖ（Ｇ） 和 Ｖ（Ｈ） ， 称 Ｇ 和 Ｈ 是 Ｓ⁃等价的。 如果对任意的 ｕ，ｖ ∈ Ｓ ， 都有

ΩＧ（ｕ，ｖ） ＝ ΩＨ（ｕ，ｖ） ， 其中 Ｓ ⊆ Ｖ（Ｇ） ∩ Ｖ（Ｈ） 。 显然， 前面介绍的星形联结与三角形联结就是 ｛ｕ１ ，
ｕ２ ，ｕ３ ｝ ⁃ 等价的。 类似于星形联结与三角形联结的等效变换， 在计算电阻距离的时候， 可以将图中的

子图用等价的图进行替代。
性质 ７ （替代原理） 　 设 Ｈ 是 Ｇ 的一个子图， 且 Ｈ 与 Ｈ∗是 Ｖ（Ｈ） ⁃ 等价的， 那么将 Ｇ 中的 Ｈ 替

代成 Ｈ∗得到的图 Ｇ∗满足 ΩＧ（ｕ，ｖ） ＝ ΩＧ∗ （ｕ，ｖ） ， 其中 ｕ，ｖ ∈ Ｖ（Ｇ） ， 即 Ｇ 与 Ｇ∗是 Ｖ（Ｇ） ⁃ 等价的。
以上都是在网络拓扑结构方面对网络进行等效变换和化简， 下面考虑从代数的角度对网络进行简

化， 也称作网络的 Ｋｒｏｎ 简化［２３］ 。 为此， 将图 Ｇ 的顶点划分为两个集合 Ｖ１ 和 Ｖ２ ， Ｖ１ 中的顶点称作边

界点， Ｖ２ 中的顶点称做内点， 目的是通过网络的简化来计算边界点之间的电阻距离。 根据顶点划分，

图Ｇ 的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵就可以写成如下的分块矩阵： Ｌ（Ｇ） ＝
Ｌ１１ Ｌ１２

ＬＴ
１２ Ｌ２２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú。 令 Ｌ′ ＝ Ｌ１１ － Ｌ －１

１２ ＬＴ
１２ ， 则 Ｌ′也

可以看作某个图 Ｇ′的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵。 显然， Ｇ′的顶点集合是 Ｖ１ ， 是一个规模比 Ｇ 更小的网络。 文献

［２３］ 就得到了如下的性质 ８。
性质 ８［２３］ （Ｋｒｏｎ 简化）　 设 Ｇ 是连通图， Ｇ′是以 Ｌ′作为 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵的图， 则对 Ｇ 的任意两个边

界点 ｕ，ｖ ∈ Ｖ１ ， 有

ΩＧ（ｕ，ｖ） ＝ ΩＧ′（ｕ，ｖ）。 （１３）
　 　 通过对原来的网络进行 Ｋｒｏｎ 简化， 将原有的网络转化为一个规模更小的网络， 因此计算的复杂

度明显降低。
除了电阻距离的精确计算， 电阻距离的界的估计也是一个具有重要意义的研究问题。 众所周知，

电路理论中著名的 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 单调性法则， 就是对电阻距离进行界的估计的一个基本法则。
性质 ９［１６］ （Ｒａｙｌｅｉｇｈ 单调性法则）　 如果 Ｇ 中某条边上的电阻值增加， 则 Ｇ 中任意两点之间的电阻

距离只增不减； 反之， 如果 Ｇ 中某条边上的电阻值减小， 则 Ｇ 中任意两点之间的电阻距离只减不增。
作为 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 单调性法则的推论， 可以容易得到 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 短切方法。 确切来说， 如果将 Ｇ 中的某

条边删掉， 相当于将该条边上的电阻值增加为无穷大， 因此由 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 单调性法则可知， 所删边后图

中任意两点之间的电阻距离都不小于之前这两点之间的电阻距离； 而如果将 Ｇ 中两个点等同为一个

点， 相当于将这两个点用电阻值为零的导线短路相接， 也就是将连接这两点的边上的电阻值降为零，
由 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 单调性法则可知， 短接后任意两点之间的电阻距离不大于之前这两点之间的电阻距离。 因

·５·
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此， 在估计电阻距离时的一个重要技巧就是对原图进行删边或者短接操作， 将原图转化为结构更为简

单或者规模更小的图， 进而通过所得到新图的电阻距离给出原图电阻距离的上界或者下界。 比如， 对

连通图 Ｇ 中的任意两个顶点 ｕ、 ｖ， 取连接这两点的一条最短路 Ｐ， 在 Ｇ 中将不在 Ｐ 上的边全部删掉，
所得的图称为 Ｇ′。 显然， Ｇ′中 ｕ、 ｖ 之间的电阻距离 ΩＧ′（ｕ，ｖ） 就等于它们在 Ｇ 中的距离 ｄＧ（ｕ，ｖ） ， 由

Ｒａｙｌｅｉｇｈ 短切方法可知， ΩＧ（ｕ，ｖ） ≤ ΩＧ′（ｕ，ｖ） ＝ ｄＧ（ｕ，ｖ） 。 这就表明两点之间的距离是它们之间的电

阻距离的一个上界。 因此， 显然有下面的性质 １０。
性质 １０［１］ 　 设 Ｇ 是连通图， 则对 Ｇ 中任意两个顶点 ｕ 和 ｖ， 有

ΩＧ（ｕ，ｖ） ≤ ｄＧ（ｕ，ｖ）， （１４）
等号成立当且仅当 ｕ 和 ｖ 之间仅有唯一的一条路相连。

借助于 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 单调性法则， 文献 ［２４］ 给出了由顶点的度表示的电阻距离的下界。
性质 １１［２４］ 　 设 Ｇ 是简单连通图， 则任意两点 ｕ、 ｖ 之间的电阻距离满足

ΩＧ（ｕ，ｖ） ≥ １ ／ （ｄｖ ＋ １） ＋ １ ／ （ｄｕ ＋ １）， （１５）
等式成立当且仅当 ｕ、 ｖ 相邻并且在 Ｇ⁃｛ｕ，ｖ｝ 中有相同的邻集， 其中 ｄｕ 表示 Ｇ 中顶点 ｕ 的度。

本节的最后给出一个图及其对偶图的电阻距离之间的一个有趣的关系式。 这里考虑的图是非赋权

图， 即图中每条边上的电阻值都是 １。 设 Ｇ 是 ２⁃边连通图， 则图 Ｇ∗称作图 Ｇ 的对偶图， 如果存在一

个双射 φ：Ｅ（Ｇ） → Ｅ（Ｇ∗） ， 满足 Ｇ 的边子集 Ｅ 是 Ｇ 的一个圈当且仅当 φ（Ｅ） 是 Ｇ∗的一个极小边割。
事实上， 对于所考虑的有限图而言， Ｗｈｉｔｅｎｙ［２５］ 的经典结果表明， 如果 Ｇ∗是有限图 Ｇ 的对偶图， 则

Ｇ 和 Ｇ∗都是平面图并且互为几何对偶。 这里， 平面图的几何对偶定义如下： 设 Ｇ 是平面图， 在平面

图 Ｇ 的每个面内选取一点作为顶点， 对于 Ｇ 的任一条边， 将与其相邻的两个面内的顶点用一条仅与

有一交点且不与图 Ｇ 的其他任何边相交的简单曲线连结， 这样得到的平面图称为 Ｇ 的几何对偶， 记

作 Ｇ∗。 容易看出， 上述几何对偶的定义给出了 Ｇ 和 Ｇ∗的边之间的一一对应， Ｇ 中的边 ｅ 和 Ｇ∗中的

对应边 Ｇ∗就成为一对对偶边。
Ｔｈｏｍａｓｓｅｎ 建立了如下的关于一个图及其对偶图的电阻距离之间的关系。
性质 １２［２６］ 　 设 Ｇ 是平面图， Ｇ∗是 Ｇ 的对偶图， ｅ ＝ ｕｖ 和 ｅ∗ ＝ ｕ∗ｖ∗互为对偶边， 则有

ΩＧ（ｕ，ｖ） ＋ ΩＧ∗ （ｕ∗，ｖ∗） ＝ １。 （１６）

３　 电阻距离的和法则
图中所有顶点或者部分顶点之间的电阻距离之和满足一些非常简洁漂亮的等式关系， 也称这些等

式关系为电阻距离的和法则。 本节将综述电阻距离所满足的一些和法则。 需要说明的是， 本节所考虑

的是非赋权图的情形， 尽管很多结果都可以推广到赋权图上。 为简便起见， 在不产生歧义的前提下，
一般将 ΩＧ（ ｉ，ｊ） 简写为 Ω（ ｉ，ｊ）。

在电阻距离的和法则中， 早在 １９４９ 年， Ｆｏｓｔｅｒ 就建立了一个著名的法则， 称作 Ｆｏｓｔｅｒ 第一公式。
定理 １０［２７］ （Ｆｏｓｔｅｒ 第一公式）　 设 Ｇ 是顶点数为 ｎ 的连通图，则有

∑
ｉ ～ ｊ

Ω（ ｉ，ｊ） ＝ ｎ － １， （１７）

和号取遍所有的相邻的点对。
如此简洁美妙的结果引起了众多学者的兴趣， 该公式后来被多位学者从不同的角度给出了证明，

特别是文献 ［２８］ 就从组合的角度给出了该公式的证明。
１９６１ 年， Ｆｏｓｔｅｒ 又得到了一个新的和法则， 称为 Ｆｏｓｔｅｒ 第二公式。
定理 １１［２９］ （Ｆｏｓｔｅｒ 第二公式）　 设 Ｇ 是顶点数为 ｎ 的连通图， 则有

∑
ｉｋ，ｋｊ∈Ｅ（Ｇ）

Ω（ ｉ，ｊ） ／ ｄｋ ＝ ｎ － ２。 （１８）

和号取遍所有的相邻边 ｉｋ 和 ｋｊ。

·６·
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后来， 多位学者又进一步将上述结果推广到了所谓的 Ｆｏｓｔｅｒ 第 ｋ 公式。
定理 １２［３０ － ３２］ （Ｆｏｓｔｅｒ 第 ｋ 公式）　 设 Ｇ 是顶点数为 ｎ 的连通图， 则有

∑
ｎ

ｉ，ｊ ＝ １
（ｄｉΩ（ ｉ，ｊ）Ｐｋ

ｉｊ） ２ ＝ ｎ － ｋ ＋ ∑
ｋ－１

ｊ ＝ １
ｔｒ（Ｐ ｊ）， （１９）

其中： Ｐｋ 表示图上随机游走的状态转移矩阵 Ｐ ＝ Ｄ（Ｇ） －１Ａ（Ｇ） 的 ｋ 次幂； ｔｒ 表示矩阵的迹。
２００２ 年， Ｋｌｅｉｎ 巧妙地建立了以矩阵元素赋权的所有顶点的电阻距离之和的等式关系， 为后续一

系列电阻距离和法则的建立奠定了基础。
定理 １３［３０］ 　 对顶点数为 ｎ 的图 Ｇ 以及任意的 ｎ × ｎ 的矩阵 Ｍ，

∑
ｉ，ｊ∈Ｖ（Ｇ）

［Ｌ（Ｇ）ＭＬ（Ｇ）］ ｉｊΩ（ ｉ，ｊ） ＝ － ２ｔｒ［ＭＬ（Ｇ）］。 （２０）

　 　 由于定理 １３ 中的矩阵 Ｍ 是任意矩阵， 因此通过将 Ｍ 取作一些特殊矩阵， 就可以得到一些有趣

的关系式。 容易验证， 如果令 Ｍ ＝ Ｌ†， 就可以得到 Ｆｏｓｔｅｒ 第一公式。 如果令 Ｍ ＝ （Ｌ†） ２ ， 就可以得

到图中所有顶点对之间的电阻距离之和的一个重要的计算公式。
定理 １４［３３］ 　 设 Ｇ 是顶点数为 ｎ 的连通图， 则有

∑
ｉ ＜ ｊ

Ω（ ｉ，ｊ） ＝ ｎ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
（１ ／ λ ｉ）。 （２１）

　 　 定理 １４ 中等号的左侧就是著名的分子结构拓扑指标———Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 指标， 因此该定理建立了

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 指标与 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 特征值之间的一个非常优美的关系式。 类似地， 文献 ［３４］ 也建立了度乘

积 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 指标与归一化 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵的特征值之间的一个优美的关系式， 即定理 １５。
定理 １５［３４］ 　 设 Ｇ 是顶点数为 ｎ、 边数为 ｍ 的连通图， 则有

∑
ｉ ＜ ｊ

（ｄｉｄ ｊΩ（ ｉ，ｊ）） ＝ ２ｍ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
（１ ／ φｉ）。 （２２）

　 　 在定理 １３ 中取矩阵 Ｍ 为除位于第 ｉ 行第 ｊ 列的那个元素为 １ 以外其余元素为 ０ 的矩阵， Ｋｌｅｉｎ 得

到了下面的和法则。
定理 １６［３０］ 　 在连通图 Ｇ 中， 令 ｉ，ｊ ∈ Ｖ（Ｇ） ， 则

ｄ －１
ｉ ∑

ｋ，ｌ∈ｎ（ ｉ）
Ω（ｋ，ｌ） ＝ ∑

ｋ∈ｎ（ ｉ）
Ω（ｋ，ｉ） － １， （２３）

ｄｉｄ ｊΩ（ ｉ，ｊ） － ｄｉ ∑
ｌ∈ｎ（ ｊ）

Ω（ ｉ，ｌ） － ｄ ｊ ∑
ｋ∈ｎ（ ｉ）

Ω（ｋ，ｊ） ＋ ∑
ｋ∈ｎ（ ｉ）

∑
ｌ∈ｎ（ ｊ）

Ω（ｋ，ｌ） ＝ ２δｉ ～ ｊ， ｉ ≠ ｊ。 （２４）

其中： ｎ（ ｉ） 表示顶点 ｉ 的邻集； 如果 ｉ 和 ｊ 相邻， δｉ ～ ｊ则取值为 １， 否则为 ０。
在定理 １３ 的基础上， 文献 ［３４］ 通过选取恰当的矩阵 Ｍ， 建立了新的电阻距离 （局部） 和法

则， 主要结果如定理 １７。
定理 １７　 设 Ｇ 是顶点数为 ｎ 的连通图， 则： １） 对任意的 ｉ，ｊ ∈ Ｖ（ ｉ ≠ ｊ） ， 有

ｄｉΩ（ ｉ，ｊ） ＋ ∑
ｋ∈ｎ（ ｉ）

［Ω（ｋ，ｉ） － Ω（ｋ，ｊ）］ ＝ ２； （２５）

２） 对任意 ３ 个不同的顶点 ｉ，ｊ，ｋ ∈ Ｖ ， 有

ｄｋ［Ω（ｋ，ｉ） － Ω（ｋ，ｊ）］ ＋ ∑
ｌ∈ｎ（ｋ）

［Ω（ ｌ，ｊ） － Ω（ ｌ，ｉ）］ ＝ ０。 （２６）

　 　 后续研究表明， 定理 １７ 在电阻距离的计算中具有非常重要的应用， 特别是在计算一些特殊图类

以及图运算的电阻距离时非常有效。
类似于 Ｋｌｅｉｎ 在 ２００２ 年得到的定理 １３ 的结果， 文献 ［３５］ 得到了定理 １８ 和定理 １９。
定理 １８［３５］ 　 对顶点数为 ｎ 的图 Ｇ 和每一列的元素之和都为 ０ 的任意 ｎ × ｎ 矩阵 Ｍ， 有

∑
ｉ，ｊ∈Ｖ

（（ＭＬ） ｉｊΩ（ ｉ，ｊ）） ＝ － ２ｔｒ（Ｍ）。 （２７）

　 　 定理 １９［３５］ 　 对顶点数为 ｎ 的图 Ｇ 和每一行的元素之和都为 ０ 的任意 ｎ × ｎ 矩阵 Ｍ， 有

·７·
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∑
ｉ，ｊ∈Ｖ

（（ＬＭ） ｉｊΩ（ ｉ，ｊ）） ＝ － ２ｔｒ（Ｍ）。 （２８）

　 　 通过将定理 １８ 和定理 １９ 中的 Ｍ 取作特殊矩阵， 得到了下面的定理 ２０ ～ 定理 ２２。
定理 ２０［３５］ 　 设 ｉ， ｊ 是图 Ｇ 的顶点， 则

（ｄｉ ＋ ｄ ｊ）Ω（ ｉ，ｊ） ＋ ∑
ｋ∈ｎ（ ｉ） ＼ ｎ（ ｊ）

［Ω（ ｉ，ｋ） － Ω（ ｊ，ｋ）］ ＋ ∑
ｋ∈ｎ（ ｊ） ＼ ｎ（ ｉ）

［Ω（ ｊ，ｋ） － Ω（ ｉ，ｋ）］ ＝ ４。 （２９）

　 　 定理 ２１［３５］ 　 设 ｉ，ｊ，ｋ 是图 Ｇ 的顶点， 则

∑
ｎ

ｓ ＝ １
［（ ｌ ｊｓ － ｌｋｓ）Ω（ ｉ，ｓ） ＋ （ ｌｉｓ － ｌ ｊｓ）Ω（ ｊ，ｓ） ＋ （ ｌｋｓ － ｌｉｓ）Ω（ｋ，ｓ）］ ＝ ０。 （３０）

　 　 定理 ２２［３５］ 　 设 ｉ，ｊ，ｋ，ｌ 是 Ｇ 的顶点， 则

∑
ｎ

ｓ ＝ １
［（ ｌｌｓ － ｌｋｓ）Ω（ ｉ，ｓ） ＋ （ ｌｋｓ － ｌ ｊｓ）Ω（ ｊ，ｓ） ＋ （ ｌ ｊｓ － ｌｉｓ）Ω（ｋ，ｓ） ＋ （ ｌｉｓ － ｌｌｓ）Ω（ ｌ，ｓ）］ ＝ ４。 （３１）

　 　 需要指出的是， 利用定理 ２０ ～ 定理 ２２ 中的结果， 文献 ［３５］ 得到： 对顶点集合的大小为 ２、 ３
或 ４ 的子集 Ｓ， 如果 Ｓ 中的顶点在 Ｇ⁃Ｓ 中有相同的邻集 Ｎ， 那么 Ｓ 中任意两点的电阻距离就可以根据

Ｎ 的大小给出。 换句话说， 它们可以被子图 Ｇ［Ｓ］ 和 Ｎ 的大小唯一确定。 一个自然的问题就是， 当 Ｓ
中的顶点数大于 ４ 时， 结果还是否成立？ 文献 ［３５］ 证明了该性质对顶点数任意多的 Ｓ 都是成立的，
从而给出了下面的简化原理。

性质 １３（简化原理）　 如果 Ｓ ⊂ Ｖ（Ｇ） 满足 Ｓ 中的所有顶点在 Ｇ⁃Ｓ 中有相同的邻集 Ｎ， 则 Ｓ 中任意

两点之间的电阻距离就等于在 Ｇ ［Ｓ∪Ｎ］ 中删除所有连接 Ｎ 中顶点之间的边后所得子图中这两点之

间的电阻距离。

４　 电阻距离的一个递推公式
本节主要介绍计算电阻距离的一个重要的方法———递推公式。 在计算电阻距离的时候， 一个自然

的想法就是在图中删掉一条边后， 能否利用删边后的子图的电阻距离来计算原图的电阻距离。 如果能

够实现的话， 那么就可以对原图逐步删边， 从而使得电阻距离的计算变得更加容易。 文献 ［３６］ 就

考虑并解决了这一问题。 并且， 该文考虑了更一般的情形， 就是给赋权图上某条边的权值一个变化

量， 考虑变化后的图和原图的电阻距离之间的关系。
利用发生扰动后矩阵的逆矩阵的变化情况， 文献 ［３６］ 就得到了赋权图 Ｇ 的某条边上的权值发

生变化后电阻距离的变化情况。
定理 ２３［３６］ （赋权图的电阻距离递推公式）　 设 Ω 和 Ω′分别是赋权图 Ｇ 和 Ｇ′上的电阻距离函数， Ｇ

和 Ｇ′具有相同的顶点集和边集， 并且除了边 ｅ ＝ ｉｊ 上的权值分别是 ｗ 和 ｗ′之外， 其余边上的权值都完

全相同， 则对 ｐ，ｑ ∈ Ｖ（Ｇ） ＝ Ｖ（Ｇ′） ， 有

Ω′（ｐ，ｑ） ＝ Ω（ｐ，ｑ） － ｛δ·［Ω（ｐ，ｉ） ＋ Ω（ｑ，ｊ） － Ω（ｐ，ｊ） － Ω（ｑ，ｉ）］２ ｝ ／ ｛４［１ ＋ δ·Ω（ｉ，ｊ）］｝， （３２）
其中 δ ＝ ｗ′ － ｗ。

对于非赋权图的情形， 由于删边相当于将边上的权值 （电导） 由 １ 变为 ０， 加边相当于将边上的

权值由 ０ 变为 １， 因此由定理 ２３ 容易得到定理 ２４。
定理 ２４［３６］ （非赋权图的电阻距离递推公式）　 若 Ｇ ＝ Ｇ′ ＋ ｉｊ ， 则有

Ω（ｐ，ｑ） ＝ Ω′（ｐ，ｑ） － ｛［Ω′（ｐ，ｉ） ＋ Ω′（ｑ，ｊ） － Ω′（ｐ，ｊ） － Ω′（ｑ，ｉ）］ ２ ｝ ／ ｛４［１ ＋ Ω′（ ｉ，ｊ）］｝； （３３）
若 Ｇ ＝ Ｇ′ － ｉｊ ， 则有

Ω（ｐ，ｑ） ＝ Ω′（ｐ，ｑ） ＋ ｛［Ω′（ｐ，ｉ） ＋ Ω′（ｑ，ｊ） － Ω′（ｐ，ｊ） － Ω′（ｑ，ｉ）］ ２ ｝ ／ ｛４［１ － Ω′（ ｉ，ｊ）］｝。 （３４）
　 　 根据电阻距离的递推公式， 容易推导出 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 单调性法则中的结论。 并且， Ｒａｙｌｅｉｇｈ 单调性法

则只是给出了电阻距离变化情况的定性描述， 而电阻距离的递推公式还给出了图中某条边上的电阻值

发生变化后， 图中任意两点的电阻距离变化情况的精确的定量描述。 并且， 文献 ［３６］ 还进一步得

·８·
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到， 如果边 ｅ ＝ ｉｊ 上的权值发生变化， 那么 Ｇ 中 ｉ 和 ｊ 之间的电阻距离的变化量最大。 事实表明， 电阻

距离递推公式在计算一些特殊图的电阻距离时非常有效。
接下来， 根据电阻距离递推公式进一步考虑将 Ｇ 中的两个点 ｉ 和 ｊ 短接 （将两个点等同为一个

点） 后电阻距离的变化情况。
定理 ２５［３６］ 　 设 Ｇ∗是将 ｉ 和 ｊ 等同为一个点后所得到的图， 则有

Ω∗（ｐ，ｑ） ＝ Ω（ｐ，ｑ） － ｛［Ω（ｐ，ｉ） ＋ Ω（ｑ，ｊ） － Ω（ｐ，ｊ） － Ω（ｑ，ｉ）］ ２ ｝ ／ （４Ω（ ｉ，ｊ））。 （３５）
　 　 由定理 ２３ 和定理 ２５ 就可以得到关于 Ｇ、 Ｇ′和 Ｇ∗的电阻距离之间的一个有趣的关系式。

定理 ２６［３６］ 　 设 Ｇ、 Ｇ′和 Ｇ∗ 定义如上， 则有 Ω（ｐ，ｑ） ＝ ［１ ＋ δ·Ω（ ｉ，ｊ）］Ω′（ｐ，ｑ） － δ·Ω（ ｉ，ｊ）
Ω∗（ｐ，ｑ）。

特别地， 如果考虑非赋权图的情形， 对 ｅ ∈ Ｅ（Ｇ） ， 设 Ｇ′ ＝ Ｇ － ｅ ， Ｇ∗ ＝ Ｇ ／ ｅ ， 其中 Ｇ ／ ｅ 表示在

Ｇ 中收缩边 ｅ， 则由定理 ２６ 可以得到下面的删边⁃收缩定理。
定理 ２７［３６］ 　 设 Ｇ 是非赋权图且 ｅ 是 Ｇ 的一条边， 令 Ｇ′ ＝ Ｇ － ｅ ， Ｇ∗ ＝ Ｇ ／ ｅ ， 则有： Ω（ｐ，ｑ） ＝

［１ －Ω（ ｉ，ｊ）］Ω′（ｐ，ｑ） ＋ Ω（ ｉ，ｊ）Ω∗（ｐ，ｑ）。
设 Ｃ 是连通图 Ｇ 的边集合的一个子集合， 若 Ｇ⁃Ｃ 不连通， 则称 Ｃ 为 Ｇ 的一个边割集。 进一步，

如果 Ｃ ＝ ｋ， 则称 Ｃ 是一个 ｋ⁃边割集。 电阻距离的递推公式另一个重要应用就是， 如果图 Ｇ 包含极

小的 ２⁃边割集或者 ３⁃边割集， 那么， Ｇ 中的电阻距离就可以由删掉边割后所得到的子图的电阻距离来

计算。
定理 ２８［３６］ 　 设 Ｇ 是连通图， Ｃ 是 Ｇ 的一个极小 ２⁃边割集， Ｇ１ 和 Ｇ２ 是 Ｇ⁃Ｃ 的两个连通分支。 若 ｐ

和 ｑ 属于 Ｇ１ ∪Ｇ２ 的同一个连通分支， 不妨设为 Ｇ１ ， 则有

Ω（ｐ，ｑ） ＝ ΩＧ１
（ｐ，ｑ） － ｛［ΩＧ１

（ｐ，ｉ１ ） ＋ ΩＧ１
（ｑ，ｉ２ ） － ΩＧ１

（ｐ，ｉ２ ） － ΩＧ１
（ｑ，ｉ１ ）］ ２ ｝ ／

［８ ＋ ４ΩＧ１
（ ｉ１ ，ｉ２ ） ＋ ΩＧ２

（ ｊ１ ，ｊ２ ）］； （３６）
若 ｐ∈Ｇ１ 且 ｑ∈Ｇ２ ， 则有：

Ω（ｐ，ｑ） ＝ （ － ａ２ － ｂ２ － ｃ２ ＋ ２（ａｂ ＋ ａｃ ＋ ｂｃ） ＋ ４（ａ ＋ ｂ） ＋ ４） ／ （８ ＋ ４ｃ）。 （３７）
其中： ａ ＝ ΩＧ１

（ｐ，ｉ１ ） ＋ ΩＧ１
（ｑ，ｊ１ ） ； ｂ ＝ ΩＧ２

（ｐ，ｉ２ ） ＋ ΩＧ２
（ｑ，ｊ２ ） ； ｃ ＝ ΩＧ１

（ ｉ１ ，ｉ２ ） ＋ ΩＧ２
（ ｊ１ ，ｊ２ ）。

对于 ３⁃边割集的情形， 有类似的结果。
定理 ２９［３６］ 　 设 Ｇ 是连通图， Ｃ 是 Ｇ 的一个极小 ３⁃边割集， Ｇ１ 和 Ｇ２ 是 Ｇ⁃Ｃ 的两个连通分支。 若 ｐ

和 ｑ 属于 Ｇ１ ∪Ｇ２ 的同一个连通分支， 不妨设为 Ｇ１ ， 则有

Ω（ｐ，ｑ） ＝ ΩＧ１
（ｐ，ｑ） － ［（ａ － ｂ） ２ ＋ （ａ － ｃ） ２ ＋ （ｂ － ｃ） ２ ＋

ｄ（ｃ － ａ）（ｃ － ｂ） ＋ ｅ（ｂ － ａ）（ｂ － ｃ） ＋ ｆ（ａ － ｂ）（ａ － ｃ）］ ／
［ － （ｄ２ ＋ ｅ２ ＋ ｆ２ ） ＋ ２（ｄｅ ＋ ｄｆ ＋ ｅｆ） ＋ ４（ｄ ＋ ｅ ＋ ｆ） ＋ １２］； （３８）

若 ｐ∈Ｇ１ 且 ｑ∈Ｇ２ ， 则有

Ω（ｐ，ｑ） ＝ ［（􀭹ａ － 􀭴ｂ） ２ ＋ （􀭹ａ － 􀭴ｃ） ２ ＋ （ 􀭴ｂ － 􀭴ｃ） ２ ＋ ｄ２ ＋ ｅ２ ＋ ｆ ２ ＋ ｄｅｆ ＋
􀭹ａｆ（􀭹ａ ＋ ｆ） ＋ 􀭴ｂｅ（ 􀭴ｂ ＋ ｅ） ＋ 􀭴ｃｄ（􀭴ｃ ＋ ｄ） － 􀭹ａ（ｄ ＋ ｅ）（ ｆ ＋ ２） － 􀭴ｂ（ｄ ＋ ｆ）（ｅ ＋ ２） －

􀭴ｃ（ｅ ＋ ｆ）（ｄ ＋ ２） － 􀭹ａ􀭴ｂ（ｅ ＋ ｆ － ｄ） － 􀭹ａ􀭴ｃ（ｄ ＋ ｆ － ｅ） － 􀭴ｂ􀭴ｃ（ｄ ＋ ｅ － ｆ）］ ／
［ｄ２ ＋ ｅ２ ＋ ｆ ２ － ２（ｄｅ ＋ ｄｆ ＋ ｅｆ） － ４（ｄ ＋ ｅ ＋ ｆ） － １２）］。 （３９）

其中： ａ ＝ ΩＧ１
（ｐ，ｉ１ ） － ΩＧ１

（ｑ，ｉ１ ） ； ｂ ＝ ΩＧ１
（ｐ，ｉ２ ） － ΩＧ１

（ｑ，ｉ２ ） ； ｃ ＝ ΩＧ１
（ｐ，ｉ３ ） － ΩＧ１

（ｑ，ｉ３ ） ； 􀭹ａ ＝ ΩＧ１
（ｐ，

ｉ１ ） ＋ ΩＧ２
（ｑ，ｊ１ ）； 􀭴ｂ ＝ ΩＧ１

（ｐ，ｉ２ ） ＋ ΩＧ２
（ｑ，ｊ２ ） ； 􀭴ｃ ＝ ΩＧ１

（ｐ，ｉ３ ） ＋ ΩＧ２
（ｑ，ｊ３ ） ； ｄ ＝ ΩＧ１

（ ｉ１ ，ｉ２ ） ＋ ΩＧ２
（ ｊ１ ，ｊ２ ）；

ｅ ＝ ΩＧ１
（ ｉ１ ，ｉ３ ） ＋ ΩＧ２

（ ｊ１ ，ｊ３ ） ； ｆ ＝ ΩＧ１
（ ｉ２ ，ｉ３ ） ＋ ΩＧ２

（ ｊ２ ，ｊ３ ）。

５　 若干重要图类的电阻距离解析计算公式
电阻距离的计算问题一直是物理和工程中的一个经典问题。 近年来， 学者得到了若干图类和电网

·９·
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络的电阻距离的解析计算公式， 本节仅列举部分重要图类的计算结果。 由于篇幅限制， 个别复杂记号

没有给出， 解释说明参见所引文献。 在不产生歧义的情况下， 将 ΩＧ（ ｉ，ｊ） 简记为 Ω（ ｉ，ｊ） 。
定理 ３０［３７］ 　 圈 Ｃｎ 中的 ｉ 和 ｊ 之间的电阻距离为

Ω（ ｉ，ｊ） ＝ ｄ（ ｉ，ｊ）［ｎ － ｄ（ ｉ，ｊ）］ ／ ｎ。 （４０）
　 　 定理 ３１［３８］ 　 完全图 Ｋｎ 中的 ｉ 和 ｊ 之间的电阻距离为

Ω（ ｉ，ｊ） ＝ ２ ／ ｎ。 （４１）
　 　 定理 ３２［３９］ 　 直径为 Ｄ（Ｇ） 的距离传递图 Ｇ 中距离为 ｔ（１ ≤ ｔ ≤ Ｄ（Ｇ）） 的任意两点 ｉ 与 ｊ 之间的电

阻距离为

Ω（ ｉ，ｊ） ＝ （２ ／ ｎ） ∑
ｔ

ｌ ＝ １
［（ｎ － ∑

ｊ －１

ｋ ＝ ０
Ｘｋ） ／ ｎ ｊ］， （４２）

这里 Ｘｋ ＝ ｂ０ｂ１ｂ２ …ｂｋ ／ （ｃ１ｃ２ …ｃｋ） ， ｎｋ ＝ Ｘｋｃｋ ， 其中 ｂｉ 指任取 Ｇ 中的一个顶点对 Ｇ 进行距离分层后， 第

ｉ 层的任一顶点在第 ｉ ＋ １ 层的邻点的个数 （０ ≤ ｉ ≤Ｄ（Ｇ） － １） ， 而 ｃｉ 指第 ｉ 层的任一顶点在第 ｉ － １ 层的

邻点的个数 （０ ≤ ｉ ≤ Ｄ（Ｇ））。
定理 ３３［４０］ 　 完全二部图 Ｋｍ，ｎ（二部划分为 Ｘ，Ｙ 且 Ｘ ＝ ｍ， Ｙ ＝ ｎ）中的 ｉ 和 ｊ 之间的电阻距离为：

１） 若 ｉ，ｊ ∈ Ｘ（或 ｉ，ｊ ∈ Ｙ） ， 则 Ω（ ｉ，ｊ） ＝ ２ ／ ｎ（或 Ω（ ｉ，ｊ） ＝ ２ ／ ｍ） ； ２） 若 ｉ ∈ Ｘ ， ｊ ∈ Ｙ ， 则 Ω（ ｉ，ｊ） ＝
（ｍ ＋ ｎ － １） ／ （ｍｎ）。

２００３ 年， 文献 ［４１］ 得到了循环图的电阻距离计算公式， 即定理 ３４。
定理 ３４［４１］ 　 设循环图 Ｇ 的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵为 Ｌ（Ｇ） ＝ Ｃ［ ｌ０ ，ｌ１ ，ｌ２ ，…，ｌｎ－１ ］ ， 则对 ｉ，ｊ ∈ Ｖ（Ｇ） ，

Ω（ ｉ，ｊ） ＝ ４ ∑
ｎ－１

ｋ ＝ １
［∑

ｎ－１

ｓ ＝ ０
（ ｌｓ ｃｏｓ（２ｋｓπ ／ ｎ）］ －１ ｓｉｎ２ （（ ｉ － ｊ）ｋπ ／ ｎ）［１ － ｓｉｎ（２（ ｉ ＋ ｊ － ２）ｋπ ／ ｎ）］ ／ ｎ。 （４３）

　 　 ２０１０ 年， 文献 ［４２］ 给出了轮图和扇图的电阻距离解析计算公式， 即定理 ３５。
定理 ３５［４２］ 　 设 ｎ≥３ 为正整数， 则轮图 Ｗｎ 任意两点间的电阻距离为： １） 若 ｉ ∈ ｛１，２，…，ｎ｝ ，

则点 ｎ ＋ １ （轮图的中心点） 与点 ｉ 之间的电阻距离为 Ω（ｎ ＋ １，ｉ） ＝ Ｇ２
ｎ ／ （Ｇ２ｎ － ２Ｇｎ） ； ２） 若 ｉ，ｊ ∈ ｛１，

２，…，ｎ｝ ， 则 ｉ， ｊ 之间的电阻距离为 Ω（ ｉ，ｊ） ＝ Ｇ２
ｎ［２ － Ｇ２ｋ ／ Ｇｋ］ ／ （Ｇ２ｎ － ２Ｇｎ） ＋ Ｇｋ， 其中： Ｇｋ ＝ ［（３ ＋

５ ） ／ ２） ｋ ＋ （（３ － ５ ） ／ ２） ｋ］ ／ ５ ； ｋ ＝ ｊ － ｉ ，　 　 ｊ － ｉ ≤ ［ｎ ／ ２］，
ｎ － ｊ － ｉ ， ｊ － ｉ ＞ ［ｎ ／ ２］。{

定理 ３６［４２］ 　 设 ｎ≥１ 为正整数， 则扇图 Ｆｎ 的任意两点间的电阻距离为： １） 点 ｎ ＋ １ （扇图的中

心点） 和点 ｉ ∈ ｛１，２，…，ｎ｝ 之间的电阻距离为 Ｆ２（ｎ－ｉ） ＋１Ｆ２ｉ －１ ／ Ｆ２ｎ ； ２） 若点 ｉ，ｊ ∈ ｛１，２，…，ｎ｝ 且 ｉ ＜ ｊ，
则点 ｉ， ｊ 之间的电阻距离为 ［Ｆ２（ｎ－ｊ） ＋１ （Ｆ２ｊ －１ － Ｆ２ｉ －１ ） ＋ Ｆ２ｉ －１ （Ｆ２（ｎ－ｉ） ＋１ － Ｆ２（ｎ－ｊ） ＋１ ）］ ／ Ｆ２ｎ， 其中 Ｆｋ 是第 ｋ 个

斐波那契数。
２０１１ 年， 文献 ［４３］ 得到了凯莱图的电阻距离计算公式。
定理 ３７［４３］ 　 设 Ｇ ＝ Ｚｎ１

⊕ … ⊕ Ｚｎｔ ， Ｈ 是 Ｇ ＼ ｛０｝ 的非空子集， 则凯莱图 Ｃａｙ（Ｇ，Ｈ） 任意两点间

的电阻距离为 Ω（ ｉ，ｊ） ＝ ∑
（ ｒ１，…，ｒｎ）≠０

０≤ｒ ｊ≤ｎｊ－１
１≤ｊ≤ｔ

｛ ∑
（ｋ１，…，ｋｔ）∈Ｈ

［１ － ｃｏｓ（２ｋ１ ｒ１ π ／ ｎ１ ＋ … ＋ ２ｋｔｒｔπ ／ ｎｔ）］｝ －１ ［（Ｕｒ１，…，ｒ ｊ） ｉ －

（Ｕｒ１，…，ｒ ｊ） ｊ］ ２ 。
２０１６ 年， 文献 ［４４］ 给出了完全多部图的电阻距离解析计算公式。
定理 ３８［４４］ 　 设 ｎ ＞０、 ｍｉ ＞０ 是整数且 ｐ ＝ ｍ１ ＋ ｍ２ ＋ … ＋ ｍｎ 。 若 ａ 和 ｂ 是 Ｋｍ１，ｍ２，…，ｍｎ

＝ 􀭵Ｋｍ１
＋ 􀭵Ｋｍ２

＋
… ＋ 􀭵Ｋｍｎ

中的两个不同的点， 则：

Ω（ａ，ｂ） ＝
２ ／ （ｐ － ｍｉ）， ａ，ｂ ∈ Ｖ（ 􀭵Ｋｍｉ

）。

（ｐ － １）（２ｐ － ｍｉ － ｍ ｊ） ／ （ｐ（ｐ － ｍｉ）（ｐ － ｍ ｊ））， ａ ∈ Ｖ（ 􀭵Ｋｍｉ
）， ｂ ∈ Ｖ（ 􀭵Ｋｍｊ

）， 且 ｉ ≠ ｊ。{
　 　 将两条 ｎ 个顶点的路 Ｐｎ ＝ ｐ１ｐ２ …ｐｎ 、 Ｐ′ｎ ＝ ｑ１ｑ２ …ｑｎ 中的所有对应顶点 ｐｉ 和 ｑｉ（１ ≤ ｉ ≤ ｎ） 连边后

·０１·
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所得到的图称作梯子图， 记作 Ｌｎ。 文献 ［４５ － ４６］ 利用不同的方法， 分别独立得到了梯子图的电阻

距离解析计算公式。
定理 ３９［４５ － ４６］ 　 Ｌｎ 中任意两点间的电阻距离为： Ω（ｐｉ，ｐ ｊ） ＝ Ω（ｑｉ，ｑ ｊ） ＝ （ ｉ － ｊ） ／ ２ ＋ （１ － αｉ －ｊ）（２ －

αｉ ＋ｊ－１ ＋ α２ｊ －１ ＋ α２ｎ－２ｉ ＋１ （１ － αｉ －ｊ － ２αｉ ＋ｊ－１ ）） ／ （４ ３ （１ － α２ｎ）） ； Ω（ｑｉ，ｐ ｊ） ＝ Ω（ｐｉ，ｑ ｊ） ＝ （ ｉ － ｊ） ／ ２ ＋ （１ ＋

αｉ －ｊ）（２ ＋ αｉ ＋ｊ－１ ＋ α２ｊ －１ ＋ α２ｎ－２ｉ ＋１ （１ ＋ αｉ －ｊ ＋ ２αｉ ＋ｊ－１ ）） ／ （４ ３ （１ － α２ｎ）） ， 其中 α ＝ ２ － ３ 。
２０１７ 年， 文献 ［４７］ 定义了一类环形网络并得到了这类网络的电阻距离计算公式。
定理 ４０［４７］ 　 设 Ｇ［ｍｋ］ 为环形网络， 其点集为 Ｖ ＝ Ｖ１ ∪ Ｖ２ ∪ … ∪ Ｖｎ ， 且 ｍ１ ，ｍ２ ，…，ｍｎ 为正整

数 （ｎ ≥３） ， Ｖｉ ＝ ｍｉ ， Ｖｎ＋１ ＝ Ｖ１ ， ρｉ ＝ ∑
ｉ

ｋ ＝ １
１ ／ （ｍｋｍｋ＋１ ），１ ≤ ｉ ≤ ｎ，ｍｎ＋１ ＝ ｍ１ ， 则有： １） 若 ａ，ｂ ∈ Ｖ１ ，

则 Ω（ａ，ｂ） ＝ ２ ／ （ｍｎ ＋ ｍ２ ） ； ２） 若 ａ ∈ Ｖ１ ，ｂ ∈ Ｖｉ ≠ Ｖ１ ， 则 Ω（ａ，ｂ） ＝ （ρｉ －１ （ρｎ － ρｉ －１ ）） ／ ρｎ ＋ （ｍ１ －
１） ／ （ｍ１ （ｍｎ ＋ ｍ２ ）） ＋ （ｍｉ － １） ／ （ｍｉ（ｍｉ －１ ＋ ｍｉ ＋１ ）） ； ３） 若 ａ，ｂ ∈ Ｖｉ ， 则 Ω（ａ，ｂ） ＝ ２ ／ （ｍｉ －１ ＋ ｍｉ ＋１ ）；
４） 若 ａ ∈ Ｖｉ，ｂ ∈ Ｖ ｊ，ｉ ＜ ｊ ， 则 Ω（ａ，ｂ） ＝ （ρ′ｉｊ（ρｎ － ρ′ｉｊ）） ／ ρｎ ＋ （ｍｉ － １） ／ （ｍｉ（ｍｉ －１ ＋ ｍｉ ＋１ ）） ＋ （ｍ ｊ －

１） ／ （ｍ ｊ（ｍ ｊ －１ ＋ ｍ ｊ ＋１ ））。 其中， ρ′ｉｊ ＝ ∑
ｊ －１

ｋ ＝ ｉ
［１ ／ （ｍｋｍｋ＋１ ）］。

后来， 文献 ［４８］ 又定义了一类路网络， 并得到了这类网络的电阻距离计算公式。
定理 ４１［４８］ 　 设 Ｐ［ｍｋ］ 为路网络， 其点集为 Ｖ ＝ Ｖ１ ∪ Ｖ２ ∪ … ∪ Ｖｎ ， 且 ｍ１ ，ｍ２ ，…，ｍｎ 是 ｎ 个正

整数 （ｎ ≥ ２） ， Ｖｉ ＝ ｍｉ ， Ｖｎ＋１ ＝ Ｖ１ ， ｑｉｊ ＝ ∑
ｊ －１

ｋ ＝ ｉ
（１ ／ （ｍｋｍｋ＋１ ）），１ ≤ ｉ ≤ ｎ，ｍｎ＋１ ＝ ｍ１ ， 则有： １） 若 ａ，

ｂ ∈ Ｖｉ ， 则 Ω（ａ，ｂ） ＝ ２ ／ （ｍｉ －１ ＋ ｍｉ ＋１ ） ； ２） 若 ａ ∈ Ｖｉ，ｂ ∈ Ｖ ｊ ， 则 Ω（ａ，ｂ） ＝ （ｍｉ － １） ／ （ｍｉ（ｍｉ －１ ＋
ｍｉ ＋１ ）） ＋ ｑｉｊ ＋ （ｍ ｊ － １） ／ （ｍ ｊ（ｍ ｊ －１ ＋ ｍ ｊ ＋１ ）。

２０１９ 年， 文献 ［４９］ 确定了几乎完全二部图中顶点之间的电阻距离。
定理 ４２［４９］ 　 设 Ｇ（ｎ，ｐ） ＝ Ｋｎ，ｎ － ｐＫ２ 为几乎完全二部图， 其中点集为 Ｖ ＝ ｛ｘ１ ，ｘ２ ，…，ｘｎ｝ ∪ ｛ｙ１ ，

ｙ２ ，…，ｙｎ｝ ， 边集为 Ｅ ＝ ｛ｘｉｙ ｊ １ ≤ ｉ，ｊ ≤ ｎ｝ ＼ ｛ｘ１ｙ１ ，ｘ２ｙ２ ，…，ｘｐｙｐ｝ ， 则 Ｇ（ｎ，ｐ） ＝ ：Ｋｎ，ｎ － ｐＫ２ 的电阻距

离为：

Ω（ｘｉ，ｘｊ） ＝ Ω（ｙｉ，ｙｊ） ＝
２（ｎ － １） ／ （ｎ（ｎ － ２）），　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｉ ≠ ｊ ∈ ［ｐ］，
２ ／ ｎ， ｉ ≠ ｊ ∈ ［ｎ］ ＼ ［ｐ］，
（２ｎ３ － ７ｎ２ ＋ （２ｐ ＋ ６）ｎ － ３ｐ － １） ／ （ｎ（ｎ － ２）（ｎ２ － ２ｎ ＋ ｐ））， ｉ ∈ ［ｐ］， ｊ ∈ ［ｎ］ ＼ ［ｐ］。

{

Ω（ｘｉ，ｙ ｊ） ＝

（２ｎ２ － ５ｎ ＋ ２ｐ） ／ （（ｎ － ２）（ｎ２ － ２ｎ ＋ ｐ）），　 　 　 　 　 　 　 　 ｉ ＝ ｊ ∈ ［ｐ］，
（２ｎ３ － ７ｎ２ ＋ （２ｐ ＋ ４）ｎ － ２ｐ） ／ （ｎ（ｎ － ２）（ｎ２ － ２ｎ ＋ ｐ）），　 ｉ ≠ ｊ ∈ ［ｐ］，
（２ｎ２ － ５ｎ ＋ ２ｐ ＋ ２） ／ （ｎ（ｎ２ － ２ｎ ＋ ｐ）），　 ｉ，ｊ ∈ ［ｎ］ ＼ ［ｐ］，
（２ｎ３ －８ｎ２ ＋（２ｐ ＋８）ｎ －３ｐ －１）／ （ｎ（ｎ －２）（ｎ２ －２ｎ ＋ｐ）），　 ｉ ∈［ｐ］， ｊ ∈［ｎ］ ＼ ［ｐ］或ｊ ∈［ｐ］， ｉ ∈［ｎ］ ＼ ［ｐ］。

ì
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ï
ïï

ï
ï

　 　 ２０２０ 年， 文献 ［５０］ 将文献 ［４９］ 中的结果进一步推广到近似完全二部图。
定理 ４３［５０］ 　 设 Ｇ（ｍ，ｎ，ｐ） ＝ Ｋｍ，ｎ － ｐＫ２ 为通过完全二部图 Ｋｍ，ｎ删除大小为 ｐ 的匹配得到的图，

则：
１） 若 １ ≤ ｉ，ｊ ≤ ｍ ， 有

Ω（ｘｉ，ｘｊ） ＝

２（ｍ － １） ／ （ｍｎ － ｍ － ｎ）， ｉ ≠ ｊ，ｉ，ｊ ∈ ［ｐ］，
２ ／ ｎ， ｉ ≠ ｊ，ｉ，ｊ ∈ ［ｍ］ ＼ ［ｐ］，
（２ｎ － １） ／ （ｎ（ｎ － １）） ＋ （ｐ － １） ／ （ｐ（ｎ － １）（ｍｎ － ｍ － ｎ）） ＋
（ｎ － ｐ） ／ （ｐｎ（ｎ － １）（ｍｎ － ｍ － ｎ ＋ ｐ））， ｉ ∈ ［Ｐ］，ｊ ∈ ［ｍ］ ＼ ［ｐ］；
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２） 若 １ ≤ ｉ，ｊ ≤ ｎ ， 有

·１１·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

Ω（ｙｉ，ｙｊ） ＝

（２（ｍ － １）） ／ （ｍｎ － ｍ － ｎ）， ｉ ≠ ｊ，ｉ，ｊ ∈ ［ｐ］，
２ ／ ｍ， ｉ ≠ ｊ，ｉ，ｊ ∈ ［ｎ］ ＼ ［ｐ］，
（２ｍ － １） ／ （ｍ（ｍ － １）） ＋ （ｐ － １） ／ （ｐ（ｍ － １）（ｍｎ － ｍ － ｎ）） ＋
（ｍ － ｐ） ／ （ｐｍ（ｍ － １）（ｍｎ － ｍ － ｎ ＋ ｐ））， ｉ ∈ ［Ｐ］，ｊ ∈ ［ｎ］ ＼ ［ｐ］；
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３） 若 １≤ｉ≤ｍ 且 １≤ｊ≤ｎ， 有

Ω（ｘｉ，ｙｊ） ＝

（ｍ ＋ ｎ） ／ （ｍｎ － ｍ － ｎ） － ｍｎ／ （（ｍｎ － ｍ － ｎ）（ｍｎ － ｍ － ｎ ＋ ｐ））， ｉ ＝ ｊ ∈［ｐ］，
（ｍ ＋ ｎ －２） ／ （ｍｎ － ｍ － ｎ） － ｍｎ／ （（ｍｎ － ｍ － ｎ）（ｍｎ － ｍ － ｎ ＋ ｐ））， ｉ ≠ ｊ，ｉ，ｊ ∈［ｐ］，
１／ ｍ ＋ （（ｐ －１）（ｍ －１）） ／ （ｐ（ｍｎ － ｍ － ｎ）） ＋ （ｍ － ｐ）（ｍ －１） ／
（ｐｍ（ｍｎ － ｍ － ｎ ＋ ｐ））， ｉ ∈［Ｐ］，ｊ ∈［ｎ］ ＼ ［ｐ］，
１／ ｎ ＋ （（ｐ －１）（ｎ －１）） ／ （ｐ（ｍｎ － ｍ － ｎ）） ＋ （ｎ － ｐ）（ｎ －１） ／
（ｐｎ（ｍｎ － ｍ － ｎ ＋ ｐ））， ｉ ∈［ｍ］ ＼ ［ｐ］，ｊ ∈［ｐ］，
１／ ｍ ＋１／ ｎ － （ｍｎ － ｍ － ｎ） ／ （ｍｎ（ｍｎ － ｍ － ｎ ＋ ｐ））， ｉ ∈［ｍ］ ＼ ［ｐ］，ｊ ∈［ｎ］ ＼ ［ｐ］。
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２０１９ 年， 文献 ［５１］ 得到了直线性 ２⁃树的电阻距离。
定理 ４４［５１］ 　 给定一个具有 ｎ 个点、 ｍ ＝ ｎ － ２ 个单元的直线性 ２⁃树， 则对 １≤ｊ ＜ ｎ， １≤ｋ≤ｎ － ｊ，

顶点 ｊ 和 ｊ ＋ ｋ 之间的电阻距离为： Ω（ ｊ，ｊ ＋ ｋ） ＝ ∑
ｋ

ｉ ＝ １
［Ｆ ｉＦ ｉ ＋２ｊ －２ － Ｆ ｉ －１Ｆ ｉ ＋２ｊ －３ ］Ｆ２ｍ－２ｉ －２ｊ ＋５ ／ Ｆ２ｍ＋２ ＝ ｛Ｆ２

ｍ＋１ ＋

Ｆ２
ｋＦ２

ｍ－２ｊ －ｋ＋３ ＋ Ｆｍ＋１ ［Ｆｍ－ｋ（ｋＳｋ － Ｆｋ） ＋ Ｆｍ－ｋ＋１ （（ｋ － ５）Ｆｋ＋１ ＋ （２ｋ ＋ ２）Ｆｋ）］ ／ ５｝ ／ Ｆ２ｍ＋２ ， 其中： Ｆｋ 为第 ｋ 个

斐波那契数； Ｓｋ 为第 ｋ 个卢卡斯数。
分形网络的电阻距离也是备受关注的研究热点， 如阿波罗网络［５２］ 、 谢尔宾斯基垫圈网络［５３］ 、 自

相似 （ｘ，ｙ） ⁃ 鲜花网络［５４］ 等。 ２０１９ 年， 文献 ［５５］ 就给出了灌封网络的电阻距离。 为了方便起见，
本定理中电阻距离的记号和原文保持一致， 即用 ｒｕｖ（ ｔ） 表示 ｔ 次迭代后得到的灌封网络 Ｎｔ 顶点 ｕ 和 ｖ
之间的电阻距离。

定理 ４５［５５］ 　 设 Ｎｔ ＝ （Ｇ ｔ，ω） 为 （ｍ，ｎ） ⁃ 灌封网络， ｕ、 ｖ 是 Ｎｔ 中的两个不同的顶点， 则有：
１） 若 ｕ，ｖ ∈ Ｖｔ －１ ， 则 ｒｕｖ（ ｔ） ＝ ２ｍｒｕｖ（ ｔ － １） ／ （ｍ ＋ ２） ；
２） 若 ｕ ∈ Ｖｔ －１ ， ｖ ∈ ｛ｅ０ ，ｅ１ ，ｅ２ ，…，ｅｎ，ｅ１ ，ｅ２ ，…，ｅｍ－１ ｝ ， 其 中 ｅ ＝ （ａ，ｂ） ， 则 ｒｕｖ（ ｔ） ＝

η１ ＋ ｍΘ１ ／ （ｍ ＋ ２）， ｖ ＝ ｅ０ ，

η２ ＋ ｍΘ２ ／ （ｍ ＋ ２）， ｖ ＝ ｅｉ，
η３ ＋ ２Θ３ ／ （ｍ ＋ ２）， ｖ ＝ ｅｊ，

ì
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其中： η１ ＝ １ ／ ２ ； η２ ＝ ３ ／ ２ ； η３ ＝ ｊ（ｍ － ｊ） ／ ｍ ； Θ１ ＝ Θ２ ＝ ｒｕａ（ｔ － １） ＋

ｒｕｂ（ｔ － １） － ｒａｂ（ｔ － １） ／ ２ ， Θ３ ＝ （ｍ － ｊ）ｒｕａ（ｔ － １） ＋ ｊｒｕｂ（ｔ － １） － ｊ（ｍ － ｊ） ｒａｂ（ ｔ － １） ／ ｍ；
３） 若 ｕ，ｖ ∈ ｛ｅ０ ，ｅ１ ，ｅ２ ，…，ｅｎ，ｅ１ ，ｅ２ ，…，ｅｍ－１ ｝ ∪ ｛ ｆ ０ ，ｆ １ ，ｆ ２ ，…，ｆ ｎ，ｆ１ ，ｆ２ ，…，ｆｍ－１ ｝， 其中 ｅ ＝ （ａ，ｂ），

ｆ ＝ （ｃ，ｄ） ， 则 ｒｕｖ（ ｔ） ＝

α１ ， ｕ ＝ ｅｉ，ｖ ＝ ｅ０ ，

α２ ， ｕ ＝ ｅｉ，ｖ ＝ ｅｊ（ ｉ ≠ ｊ），
α３ ＋ ２β３ ／ （ｍ（ｍ ＋ ２））， ｕ ＝ ｅｉ，ｖ ＝ ｅｊ（ ｉ ＜ ｊ），

α４ ＋ ２β４ ／ （２（ｍ ＋ ２））， ｕ ＝ ｅ０ ，ｖ ＝ ｆ ０ ，

α５ ＋ ２β５ ／ （２（ｍ ＋ ２））， ｕ ＝ ｅ０ ，ｖ ＝ ｆ ｉ，

α６ ＋ ２β６ ／ （２（ｍ ＋ ２））， ｕ ＝ ｅｉ，ｖ ＝ ｆ ｊ，

α７ ＋ β７ ／ （ｍ ＋ ２）， ｕ ＝ ｅ０ ，ｖ ＝ ｆｉ，

α８ ＋ β８ ／ （ｍ ＋ ２）， ｕ ＝ ｅｉ，ｖ ＝ ｆ ｊ，
α９ ＋ β９ ／ （ｍ ＋ ２）， ｕ ＝ ｅｉ，ｖ ＝ ｆ ｊ。
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其中： α１ ＝ α４ ＝ １； α２ ＝ α５ ＝ ２； α６ ＝ ３； α３ ＝ （ｍ ＋ ｉ － ｊ）（ ｊ － ｉ） ／ ｍ ； α７ ＝ １ ／ ２ ＋ ｉ（ｍ － ｉ） ／ ｍ ； α８ ＝ ３ ／ ２ ＋

·２１·
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ｊ（ｍ － ｊ） ／ ｍ ； α９ ＝ ｉ（ｍ － ｉ） ＋ ｊ（ｍ － ｊ） ／ ｍ ， β３ ＝ （ ｊ － ｉ）２ｒａｂ（ｔ － １） ； β４ ＝ β５ ＝ β６ ＝ ｒａｃ（ｔ － １） ＋ ｒａｄ（ｔ －
１） ＋ ｒｂｃ（ｔ － １） ＋ ｒｂｄ（ｔ － １） － ｒａｂ（ｔ － １） － ｒｃｄ（ｔ － １） ； β７ ＝ （ｍ － ｉ）［ｒａｃ（ｔ － １） ＋ ｒａｄ（ｔ － １）］ ＋ ｉ［ｒｂｃ（ｔ －
１） ＋ ｒｂｄ（ｔ － １）］ － ｍｒａｂ（ｔ － １） ／ ２ － ２ｉ（ｍ － ｉ）ｒｃｄ（ｔ － １） ／ ｍ ； β８ ＝ （ｍ － ｊ）［ｒａｃ（ｔ － １） ＋ ｒｂｃ（ｔ － １）］ ＋ ｊ［ｒａｄ（ｔ －
１） ＋ ｒｂｄ（ｔ － １）］ － ｍｒａｂ（ｔ － １） ／ ２ － ２ｊ（ｍ － ｊ）ｒｃｄ（ｔ － １） ／ ｍ ； β９ ＝ （ｍ － ｉ）（ｍ － ｊ）ｒａｃ（ｔ － １） ＋ ｊ（ｍ － ｉ）ｒａｄ（ｔ －
１） ＋ ｉ（ｍ － ｊ）ｒｂｃ（ｔ － １） ＋ ｉｊｒｂｄ（ｔ － １） － ｉ（ｍ － ｉ）ｒａｂ（ｔ － １） － ｊ（ｍ － ｊ）ｒｃｄ（ｔ － １）。

２０２０ 年， 文献 ［５６］ 得到了线性六角链网络和环形六角链网络的电阻距离计算公式。
定理 ４６［５６］ 　 １） 设 Ｌｎ 为线性六角链， 若将 Ｌｎ 中每个长度为 ６ 的圈中的点分别记作 ｐｉ －１ ，ｕｉ －１ ，ｐｉ，

ｑｉ，ｖｉ －１ ，ｑｉ －１ ， 其中 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ， 则 Ｌｎ 中任意两点间的电阻距离为： Ω（ｐｉ，ｐ ｊ） ＝ ｉ － ｊ ＋ （１ － αｉ －ｊ）（２ －

αｉ＋ｊ＋１ ＋ α２ｊ ＋１ ＋ α２ｎ－２ｉ＋１（１ － αｉ－ｊ － ２αｉ＋ｊ＋１）） ／ （４ ２（１ － α２ｎ＋２））， Ω（ｑｉ，ｐｊ） ＝ ｉ － ｊ ＋ （１ ＋ αｉ－ｊ）（２ ＋ αｉ＋ｊ＋１ ＋

α２ｊ ＋１ ＋α２ｎ－２ｉ ＋１ （１ ＋ αｉ －ｊ ＋ ２αｉ ＋ｊ＋１ ）） ／ （４ ２ （１ － α２ｎ＋２ ））， Ω（ｕｉ，ｐ ｊ） ＝ ｉ － ｊ ＋ ｆ（α） ／ （４ ２ （１ － α２ｎ＋２ ））， Ω（ｖｉ，

ｐｊ） ＝ ｉ － ｊ ＋ ｇ（α） ／ （４ ２ （１ － α２ｎ＋２ ））， Ω（ｕｉ，ｕｊ） ＝ ｉ －ｊ ＋ （αｉ ＋１ － αｊ ＋１ ）（αｉ ＋１ － αｊ ＋１ － ２α －ｊ－１ ＋ α２ｎ－ｉ－２ｊ －１ －

α２ｎ－２ｉ －ｊ－１ ） ＋ ２α２ｎ－ｉ＋１ ／ （２ ２ （１ － α２ｎ＋２ ））， Ω（ｖｉ，ｕｊ） ＝ ｉ － ｊ ＋ ［（αｉ＋１ ＋ αｊ ＋１）（αｉ＋１ ＋ αｊ ＋１ ＋ ２α－ｊ－１ ＋ α２ｎ－ｉ－２ｊ －１ ＋

α２ｎ－２ｉ－ｊ－１） ＋ ２α２ｎ－ｉ＋１］ ／ （２ ２（１ － α２ｎ＋２））； ２） 设 Ｒｎ 为环形六角链， 将 Ｒｎ 中每个长度为 ６ 的圈中的点分别

记作 ｐｉ －１ ，ｕｉ －１ ，ｐｉ，ｑｉ，ｖｉ －１ ，ｑｉ －１ ， 其中 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ， 则 Ｒｎ 中任意两点间的电阻距离为： Ω（ｐ１ ，ｐｉ） ＝

（１ ＋αｎ － αｎ－ｉ＋１ － αｉ －１ ） ／ （２ ２ （１ － αｎ）） ＋ （ｎ － ｉ ＋ １）（ ｉ － １） ／ ｎ， Ω（ｐ１ ，ｑｉ） ＝ （１ ＋ αｎ ＋ αｎ－ｉ＋１ ＋ αｉ －１ ） ／

（２ ２ （１ － αｎ）） ＋ （ｎ － ｉ ＋ １）（ ｉ － １） ／ ｎ， Ω（ｕ１ ，ｕｉ） ＝ （１ ＋ αｎ － αｎ－ｉ＋１ － αｉ －１ ） ／ （ ２ （１ － αｎ）） ＋ （ｎ －

ｉ ＋ １）（ ｉ － １） ／ ｎ， Ω（ｕ１ ，ｖｉ） ＝ （１ ＋ αｎ ＋αｎ－ｉ＋１ ＋ αｉ－１） ／ （ ２（１ － αｎ）） ＋ （ｎ － ｉ ＋ １）（ｉ － １） ／ ｎ， Ω（ｐ１，ｕｉ） ＝

［１１ ＋ ２ ２ － （２０ ＋ １４ ２）αｉ＋１ － （２０ － １４ ２ ）αｎ－ｉ－１ － （５ ＋ ２ ２ ）αｎ］ ／ （４ ２ （１ － αｎ） － （２ｉ － １） ２ ／ （４ｎ） ＋

ｉ － １ － ２ ， Ω（ｐ１ ，ｖｉ） ＝ １１ ＋ ２ ２ ＋（２０ ＋ １４ ２ ）αｉ ＋１ ＋ （２０ － １４ ２ ）αｎ－ｉ－１ － （５ ＋ ２ ２ ）αｎ］ ／ （４ ２ （１ －

αｎ） － （２ｉ － １）２ ／ （４ｎ） ＋ ｉ － １ － ２ ，１ ≤ ｉ ≤ ｎ － １， 其中： α ＝ ３ － ２ ； ｆ（α） ＝ ２α２ｉ ＋２ ＋ α２ｎ－２ｊ ＋１ ＋ ２α２ｎ－２ｉ ＋
α２ｎ＋３ － α－ｉ－ｊ（α ＋ １）（１ ＋ α２ｊ ＋１）（α２ｉ ＋ α２ｎ） ＋ α－１ ＋ α２ｊ ＋１ ； ｇ（α） ＝ ２α２ｉ＋２ ＋ α２ｎ－２ｊ ＋１ ＋ ２α２ｎ－２ｉ ＋ α２ｎ＋３ ＋ α－ｉ－ｊ（α ＋
１）（１ ＋ α２ｊ ＋１） （α２ｉ ＋α２ｎ） ＋ α－１ ＋ α２ｊ ＋１。

６　 总结
由于自身的重要性以及在其他领域的广泛应用， 电阻距离得到了来自数学、 化学、 物理、 工程、

生物学、 社会学、 网络科学等众多领域学者的广泛研究， 产生了丰富的理论成果。 本文仅仅综述了在

电阻距离的计算和电阻距离的性质研究方面所取得的一些研究成果。 在本文所介绍的成果之外， 仍有

关于电阻距离的大量的研究成果， 比如近年来在图运算的电阻距离、 图的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 指标等方面均取

得了丰硕的研究成果。 由于篇幅原因， 本文不再列举。
电阻距离的研究尚有很多有意义的研究问题， 本文最后列举 ２ 个此方面的研究问题供读者参考。
１９８１ 年， Ｇｏｄｓｉｌ［５７］提出了等树图的概念。 如果一个图的所有边都包含在相同数目的生成树中，

则称这样的图是等树图。 从电阻距离的角度来看， 等树图就是所有边的两个端点的电阻距离相等的

图。 周江等［５８］从电阻距离的角度给出了等树图的刻画。 但是， 到目前为止， 还没有关于哪些图是等

树图的完整刻画。 因此， 本文提出如下的问题 １， 即： 刻画哪些图是等树图？
在图的平均距离的研究中， 有一个著名的猜想， 称作 ４ ／ ３ 猜想。 该猜想具体为： 设 Ｇ 是 ２⁃连通

图， 则存在一条边 ｅ， 使得 Ｇ⁃ｅ 的平均距离和 Ｇ 的平均距离的比值不超过 ４ ／ ３。 对于平均电阻距离，
猜想比值不超过 ２。 因此， 本文有如下的猜想。

猜想 １　 设 Ｇ 是 ２⁃连通图， 则存在一条边 ｅ， 使得 Ｇ⁃ｅ 的平均电阻距离和 Ｇ 的平均电阻距离的比

值不超过 ２。
２０２０ 年， Ｓａｒｄａｒ 等［５９］率先开展了电阻直径的研究。 类似于图的直径， 图 Ｇ 的电阻直径定义为 Ｇ

·３１·



集美大学学报 （自然科学版） 第 ２７ 卷

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

中所有顶点之间的电阻距离的最大值， 记作 Ｄｒ（Ｇ） 。 文献 ［６０］ 证明了： 如果 Ｇ 是树或单圈图， 则

Ｇ 的线图的电阻直径小于等于 Ｇ 的电阻直径。 借助于计算机， 他们验证了对于顶点数不超过 １１ 的图

Ｇ， 都有 Ｇ 的线图的电阻直径小于等于 Ｇ 的电阻直径成立。 因此， 他们猜想， 该结果对于所有的图都

成立。
猜想 ２　 对任意的连通图 Ｇ， 设 ＬＧ 是 Ｇ 的线图， 则有 Ｄｒ（ＬＧ） ≤ Ｄｒ（Ｇ） 。
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